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Vorwort  znr  zweiten  Auflage. 

Die  zweite  Auflage  dieses  Lehrbuches  ist  völlig  umgearbeitet  und 
bedeutend  erweitert  Sie  erscheint  in  vier  Teilen.  Der  erste  vorliegende 
Teil  nrnÜAsst  das  Gebiet  bis  zu  den  Anwendungen  auf  die  Schatten  kon- 
struktionen  und  beschränkt  sich  deshalb  zunächst  auf  die  Darstellung 
durch  Parallelprojektionen.  Der  zweite  Teil  wird  die  Beleuchtungs-  und 
Schattenlehre,  und  der  dritte  Teil  die  Centralprojektionen  (Perspektive) 
enthalten.  Der  vierte  Teil  behandelt  die  projektivische  Geometrie,  ihren 
Zusammenhang  mit  der  darstellenden  Geometrie  und  ihre  Verwendung 
in  derselben;  wobei  auch  besonders  die  Kegelschnitte  eingehend  berück- 
sichtigt werden.  Eline  elementare  Herleitung  und  Begründung  der  für 
das  praktische  Zeichnen  wichtigen  Eigenschaften  der  letzteren  und  einiger 
Flächen  zweiter  Ordnung  findet  sich  jedoch  schon  in  dem  vorliegenden 
ersten  Teile  dieses  Werkes. 

Von  sog.  praktischen  Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie  ist 
abgesehen.  Es  sollte  hier  nur  der  för  jeden  Zeichner  notwendige  theo- 
retische Teil  vorgeführt  werden.  Dem  Lehrer  muss  überlassen  bleiben. 
welche  etwaigen  Anwendungen  derselbe,  je  nach  dem  Fache  des  betreffen- 
den Schülers,  in  den  theoretischen  Unterricht  au&unehmen,  als  zweck- 
mässig erachtet 

Der  Verfasser. 


Vorwort  zur  dritten  Auflage. 

Die  dritte  Auflage  ist,  was  die  Anordnung  und  den  Gang  des  Unter- 
richts betrifft,  unveiündert  geblieben.  Es  ist  jedoch  dem  Anhang  weiteres 
Übungsmaterial  hinzugefugt  worden,  und  haben  in  demselben  auch  die 
regelmässigen  Körper  ihres  allgemeinen  Interesses  wegen  Platz  gefunden. 

Der  Terfiusser. 


Vorwort  zur  vierten  Auflage. 

Auch  der  vierten  Auflage  sind,  besonders  im  Anhang,  eine  Reihe 
neuer  Übungsaufgaben,  welche  zur  Ausbildung  der  räumlichen  Vorstellungs- 
kraft nützUch  sein  können,  hinzugefügt  worden.  —  Bei  schwierigeren 
Fällen  ist  der  Weg  zur  Lösung  angedeutet,  aber  es  bleibt  dem  Studieren- 
den immerhin  noch  die  selbständige  Darstellung  mit  Hülfe  der  Projek- 
tionen überlassen. 

Der  Terfiisser. 
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1)  Projektion  eines  Punktes.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  S 
des  Raumes  lassen  sich  unzählig  viele  Strahlen  ziehen.  Man  nennt  die 
Gesamtheit  aller  durch  S  gehenden  Strahlen  ein  „Strahlenbündel", 
und  S  den  Mittelpunkt  (Centrum)  desselben.  — 

Ist  nun  eine  beliebige  Ebene  P  (Fig.  1)  und  ein  Punkt  A  gegeben, 
ebenso  der  Mittelpunkt  S  eines  Strahlenbün- 
dels, so  wird  derjenige  Strahl  desselben,  wel- 
cher durch  A  geht,  die  Ebene  P  in  einem 
Punkte  a  schneiden.  Man  nennt  alsdann  a 
die  Projektion  des  Punktes  A,  und  sagt: 
der  Punkt  A  ist  von  S  aus  auf  P  projiciert. 

Der  Strahl  SA  heisst  der  projicierende 
Strahl,  P  wird  die  Projektionsebene  genannt.  — 
Hieraus  ergiebt  sich: 

Alle  Punkte,  welche  auf  demselben  Strahle  hegen,  z.  B.  A,  Aj,  A^, 
haben  dieselbe  Projektion  a. 

Ist  der,  einen  gegebenen  Punkt  projicierende  Strahl  parallel  zur  Pro- 
jektionsebene, 80  hegt  die  Projektion  des  Punktes  unendhch  fem.  — 

2)  Projektion  einer  Geraden.  Wer- 
den aus  einem  Mittelpunkte  S  (Fig.  2)  alle 
Punkte  einer  gegebenen  Geraden  AB  auf 
eine  Ebene  P  projiciert,  so  bilden  die  Pro- 
jektionen dieser  Punkte  die  Projektion  der 
Geraden  AB.  —  Die  projicierenden  Strahlen 
hegen  in  deijenigen  Ebene  M,  welche  durch 
AB  und  den  Punkt  S  bestimmt  ist.  — 
Diese  Ebene  heisst  die  projicierende  Ebene. 
—  Die  Projektion  der  Geraden  AB  ist  dem- 
nach der  Durchschnitt  der  projicierenden  Ebene  M  mit  der  Projektionsebene 
P,  folglich  vneder  eine  Gerade  ab.  —  Die  Projektion  jeder  anderen  Geraden, 
z.  B.  A^Bj,  welche  in  der  Ebene  M  hegt,  fällt  mit  ab  zusammen.  — 

Der  Schnittpunkt  C  der  Geraden  AB  mit  der  Projektionsebene  liegt 
auf  der  Projektion  ab.  —  C  fällt  also  mit  seiner  Projektion  zusammen. 

Ist  das  Projektionscentrum,  die  Projektionsebene  und  ein  Punkt  oder 
eine  Gerade  gegeben,  so  ist  die  Projektion  des  Punktes  bez.  der  Geraden 
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bestimmt.  —  Der  räumliche  Punkt  oder  die  räumliche  Gerade  sind  aber 
durch  ihre  Projektionen  noch  nicht  völlig  bestimmt  — 

Die  Projektion  eines  Punktes  bestimmt  nur  den  projicierenden  Strahl, 
die  Projektion  der  Geraden  nur  die  projicierende  Ebene.  — 

3)  Projektionen  krummer  Linien,  Werden  alle  Punkte  einer 
krummen  Linie  von  einem  Punkte  S  aus,  auf  eine  Ebene  P  projiciert, 
so  erhält  man  die  Projektion  der  krummen  Linie.  —  Die  projicierenden 
Strahlen  bilden  eine  Kegelfläche,  deren  Spitze  das  Projektionscentrum  S  ist 

4)  Projektion  eines  räumlichen  Gebildes. 

Die  Projektion  eines  beliebigen  räumlichen  Gebildes  besteht  aus  den 
Projektionen  der  sämtlichen  Punkte,  geraden  oder  krummen  Linien,  welche 
das  Gebilde  enthält.  Eine  geschlossene  krumme  Fläche,  z.  B.  eine  Kugel- 
fläche, wird  von  einem  ausserhalb  derselben  liegenden  Punkte  aus  durch 
eine  berührende  Kegelfläche  projiciert 

6)  Die  Abbildungen. 

Wird  die  Projektion  eines  räumlichen  Gebildes  von  einem  im  Pro- 
jektionscentrum  befindlichen  Auge  betrachtet,  so  wird  die  Projektion  mit 
dem  räumlichen  Gebilde  scheinbar  zusammenfallen.  —  Die  Projektion 
macht  aus  diesem  Grunde  auf  das  Auge  denselben  Eindruck  wie  das  Baum- 
gebilde, sie  ist  deshalb  als  eine  Abbildung  des  letzteren  zu  betrachten. 

Liegt  das  Projektionscentrum  unendlich  fem,  so  werden  die  proji- 
cierenden Strahlen  parallel.  —  Die  Projektionen,  welche  bei  dieser  Lage 
des  Projektionscentrums  entstehen,  heissen  Parallelprojektionen,  wäh- 
rend die  Projektionen  bei  endlicher  Entfernung  des  Projektionscentrums 
Centralprojektionen  genannt  werden. 

Bei  den  Parallelprojektionen  unterscheidet  man  noch  gerade  und 
schiefe  Projektionen.  —  Eine  gerade  Projektion  eines  räumlichen  Gebildes 
entsteht,  wenn  die  projicierenden  Strahlen  senkrecht  zur  Projektionsebene 
stehen.  —  Schiefe  Projektionen  erhält  man  bei  jeder  anderen  Lage  der 
projicierenden  Strahlen. 

Die  Parallelprojektionen  werden  ebenfalls  als  Abbildungen  benutzt, 
unter  diesen  sind  die  geraden  Projektionen  für  die  Praxis  die  wichtigsten, 
weil  diese  die  wahren  Dimensionen  des  dargestellten  Gegenstandes  am 
leichtesten  erkennen  lassen. 

Die  darstellende  Geometrie  lehrt  die  Herstellung  der  Projektionen 
räumlicher  Gebilde.  —  Sie  zeigt  ferner,  wie  mit  Hülfe  der  Projektionen 
Aufgaben  der  Raumgeonietrie  durch  Konstruktionen  auf  einer  ebenen 
Zeichenfläche  gelöst  werden  können. 
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Die  Parallelprojektloneii. 

A)  Die  geraden  Projektionen. 

1)  Soll  ein  Punkt  A  auf  eine  Ebene  P  (Fig.  3)  projiciert  werden, 
so  ist  von  A  ein  Lot  auf  P  zu  fällen.    Der  Fuss- 

ponkt  a  des  Lotes  ist  alsdann  die  Projektion  von 
A.  Jeder  Punkt,  welcher  auf  der  projicieren- 
den  Geraden  Aa  liegt,  hat  a  zur  Projektion. 
Liegt  A  in  der  Ebene  P,  so  fällt  der  Punkt 
mit  seiner  Projektion  zusammen. 

2)  Die  Projektion  einer  Geraden  AB  (Fig.  4) 
ist  die  Verbindungslinie  ab  der  Projektionen 
ihrer  Endpunkte.  Auf  ab  liegen  die  Pro- 
jektionen aller  übrigen  Punkte  der  Gera- 
den AB.  Ln  allgemeinen  ist  die  Projektion 
ab  kurzer  als  AB;  nur  wenn  AB  parallel 
ZOT  Projektionsebene  P  ist,  wird  ab  =  AB. 
Nähert  sich  AB  der  senkrechten  Lage  zur 
Ebene  P,  so  wird  ab  kleiner,  und  wird  zu 
einem  einzigen  Punkt,  wenn  A  B  senkrecht 
zu  P  steht 

3)  Die  Projektion  f  einer  ebenen  ge- 
radlinig begrenzten  Figur  F,  wird  von  den 
Projektionen  der  einzelnen  Seiten  derselben 
eingeschlossen  (Fig.  5).  Ist  F  parallel  zur 
Projektionsebene  P,  so  ist  f^F.  Steht 
aber  F  senkrecht  zu  P,  so  wird  f  zu  einer 
gea-aden  Linie.  Das  Gleiche  gilt  für  die 
Projektionen  ebener  Figuren,  welche  von  krummen  Linien  begrenzt  sind. 

4)  Unter  den  Projektionen  der  letzteren  betrachten  wir  zunächst  nur 
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die  des  Kreises  (Fig.  6).    Ist  der  Kreis  K  der  Projektionsebene  P  parallel, 

so  sind  die  projicierenden  Geraden  die  Sei- 
tenlinien der  Mantelfläche  eines  geraden 
Cylindei's;  die  Projektion  k  ist  deshalb,  als 
ein  zu  K  paralleler  Schnitt  des  Cylinders, 
K  kongruent,  also  wieder  ein  Kreis.  Bei 
jeder  andern  Lage  wird  k  eine  Ellipse, 
deren  grosse  Achse  dem  Durchmesser  des 
Kreises  K  gleich  ist  (s.  IV,  8).  Dieselbe 
geht  in  eine  Gerade  über,  wenn  K  senkrecht  zu  P  steht. 

5)  Um  in  anschaulicher  Weise  auf  das  eigentliche  Studium  der  dar- 
stellenden Geometrie  vorzubereiten,  betrachten  wir  noch  die  Projektionen 
der  einfachen,  schon  in  der  Stereometrie  vorkommenden  Körper.  Hier- 
bei ist  zu  bemerken,  dass  die  geraden  Projektionen  eines  Körpers  vor- 
zugsweise zur  Massbestimmung  dienen  sollen.  Weil  aber  nach  1)  durch 
die  Projektion  eines  Punktes  A  seine  Lage  auf  der  projicierenden  Ge- 
raden nicht  bestimmt  ist,  so  lassen  sich  auch  die  Dimensionen  eines  Kör- 
pers aus  einer  Projektion  desselben  im  allgemeinen  nicht  bestimmen. 
Man  stellt  deshalb  einen  Körper  stets  durch  seine  Projektionen  auf  zwei 
Ebenen  dar,  welche  der  Einfachheit  wegen  in  der  Regel  senkrecht  zu 
einander  angenommen  werden. 

Projektionen  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums  (Fig. 7). 
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Die  Parallclprojelitionen. 


Das  Parallelepipedum  K  soll  auf  die  beiden  Ebenen  P^  und  P,, 
frelche  senkrecht  zu  einander  stehen,  projiciert  werden.  Die  Grundfläche 
AB  CD  sei  parallel  zu  P^,  und  die  Seitenfläche  ADEH  parallel  zu  P,. 
Unter  dieser  Voraussetzung  sind  die  Kanten  AD,  BC,  FG  und  EH  pa- 
rallel zur  SchnitUinie  OX  (Achse)  der  beiden  Projektionsebenen.  Femer 
stehen  AE,  BF,  CG,  DH  senkrecht  zu  P^,  und  AB,  CD,  EF,  GH  senk- 
recht zu  Pg.  —  Hieraus  folgt,  dass  die  Projektionen  der  beiden  Recht- 
ecke ABCD  und  EFGH  auf  P|  zusammenfallen,  wir  erhalten  deshalb 
als  Projektion  des  Parallelepipedums  K  auf  Pj  ein  der  Grundfläche  ABCD 
kongruentes  Rechteck  a,biCidi.  Ebenso  ist  die  zweite  Projektion  von  K  ein 
Rechteck  bgC^g^^,  welches  der  Seitenfläche  ADHE  kongruent  ist.  Denkt 
man  sich  die  Ebene  P|  um  die  Achse  OX  so  weit  gedreht,  bis  sie  in  die  nach 
unten  erweiterte  Ebene  P,  fallt,  so  erhält  man  eine  ebene  Figur,  welche 
in  Fig.  7  (ß)  in  wahrer  Gestalt  dargestellt  ist.  Leicht  ergiebt  sich  dann 
(durch  Vergleich  mit  Fig.  7  a),  dass  die  Projektionen  desselben  Eck- 
punktes auf  einer  Senkrechten  zur  Achse  OX  liegen  müssen.  —  Durch 
die  erste  Projektion  ist  nun  Länge  und  Breite  des  Parallelepipedums  K 
und  durch  die  zweite  die  Höhe  desselben  bestimmt. 

6)  Projektionen  einer  geraden  Pyramide  mit  quadratischer 
Grundfläche  (Fig.  8). 


Fig.  8. 


Die  Pyramide  K  stehe  mit  ihrer  Grundfläche  auf  der  ersten  Pro- 
jektionsebene Pj.  Die  erste  Projektion  k^  ist  in  diesem  Falle  ein  mit 
der  Grundfläche  zusammenfallendes  Quadrat,  dessen  Mittelpunkt  die  Pro- 


6  I-  Abschnitt. 

jektdon  der  Spitze  ist,  während  die  Projektionen  der  vier  von  der  Spitze 
ausgehenden  Kanten  mit  den  Diagonalen  des  Quadrats  zusammenfallen.  — 
Die  zweite  Projektion  k,  ist  ein,  auf  OX  stehendes  gleichschenkliges  Drei- 
eck. —  Durch  kj  und  k,  sind  nun  Länge  und  Breite  der  Grundfläche 
sowohl,  als  auch  die  Höhe  der  Pyramide  bestimmt. 

7)  Projektionen  eines  geraden  auf  der  ersten  Projektions- 
ebene stehenden  Cylinders  mit  kreisförmiger  Grundfläche 
(Fig.  9,  a  u.  ß). 

Leicht  ergiebt  sich,  dass  die  erste  Projektion  ein  mit  der  Grund- 
fläche zusammenfallender  Kreis,  und  die  zweite  Projektion  ein  auf  der 
Achse  stehendes  Rechteck  ist,  dessen  Grundlinie  dem  Durchmesser  der 
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Grundfläche  und  dessen  Höhe  gleich  der  Höhe  des  Cylinders  ist  Die 
erste  Projektion  eines  Schnittkreises  K,  welcher  parallel  zur  Grundfläche 
G  ist,  fällt  mit  G  zusammen;  die  zweite  Projektion  ist  eine  zur  Achse 
OX  parallele  Gerade  a^bj.  Eine  Seitenlinie  der  Cylinderfläche  z.  B.  CD 
erscheint  in  der  ersten  Projektion  als  Punkt  m^;  ihre  zweite  Projektion 
Cgd^  steht  senkrecht  zu  OX. 

Die  Gerade  CD  schneidet  den  Kreis  K  in  einem  Punkte  M,  dessen 
zweite  Projektion  m,  im  Durchschnitt  von  a,  b^  und  c,  dg  liegt.  Die  erste 
Projektion  m^  dieses  Punktes  liegt  im  Umfang  der  Grundfläche  und  fällt 
mit  dem  Fusspunkte  D  der  Seitenlinie  CD  zusammen. 
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8)  Projektionen  eines  geraden  Kegels  mit  kreisförmiger 
Grundfläche,  welcher  auf  der  ersten  Projektionsebene  steht 
(Fig.  10,   a  u.  ß). 

Die  erste  Projektion  der  Kegelfläche  wird  durch  den  Grundkreis  dar- 
gestellt und  die  Projektion  der  Spitze  S  ist  der  Mittelpunkt  desselben. 
Jeder  Halbmesser  der  Grundfläche  z.  B.  a^  S|  ist  zugleich  die  Projektion 
einer  Seitenlinie  (a^  S).  Die  zweite  Projektion  des  Kegels  ist  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  dessen  GrundUnie  in  der  Achse  OX  liegt,  und  dessen 


Flg.  10. 

Höhe  derjenigen  des  Kegels  gleich  ist.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  M 
der  Mantelfläche  kann  man  eine  Seitenhnie  a^  S  ziehen,  deren  Projektionen 
a^  Si  bez.  a,  s,  sind.  Ebenso  lässt  sich  durch  M  ein  Kreisschnitt  parallel 
zur  Grundfläche  legen.  Die  erste  Projektion  c^d^  ist  ein  ihm  gleicher 
Kreis,  welcher  konzentrisch  zur  Grundfläche  hegt;  die  zweite  Projektion 
erscheint  als  eine  zur  Achse  parallele  Gerade  Cjdg.  Die  Projektionen  m, 
und  m,  des  Punktes  M  fallen  dann  in  die  Durchschnitte  yon  c^^d^  mit 
a^s^  bez.  C2d2  mit  b^s^* 

9)    Projektionen  einer  Kugel  (Fig.  IIa  u.  ß). 

Die  projicierenden  Geraden,  welche  eine  Kugelfläche  berühren,  bilden 
eine  dieselbe  umhüllende  CjUnderfäche.  Bei  gerader  Projektion  wird  die 
letztere  von  der  Projektionsebene  rechtwinklig,  also  in  einer  KreisUnie 
durchschnitten.  Die  beiden  Projektionen  der  Kugel  werden  deshalb  durch 
die  gleichen  Kreise  k^  und  k^  dargestellt,  deren  Mittelpunkte  c^  und  Cg 
auf  einer  zur  Achse  OX  senkrechten  Geraden  hegen.   Diese  Kreise  stellen 


zugleich  die  Projektionen  derjenigen  grössten  Kreise  der  Kugel  dar,  welche 
parallel  zu  P,  bez.  P,  sind. 

Liegt  auf  der  Kugeltläche  ein  kleinerer  Kreis  parallel  zu  P|,  so  ist 
die  erst«  seine  Projektion  ein  gleicher  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  Cj ; 


die  zweite  Projektion  ersclieint  als  gerade  Linie  8,t,,  welche  parallel  zur 
Achse  OK  liegt.  Die  Sehne  s^t,  ist  gleich  dem  Durchmesser  der  ersten 
Projektion  dieses  Kreises.  Entsprechendes  gilt  fiir  einen  kleineren  Kreis, 
welcher  parallel  zu  Pj  ist.  Hiemach  bestimmt  man  aus  einer  gegebenen 
Projektion  m,  eines  Punktes  M  der  Kugelääche  leicht  seine  andere 
Projektion. 

B.    Scliiefe  Frojektioiien. 

I)  Schiefe  Projektionen  entstehen  nach  Einl.  6,  wenn  die  projicieren- 
den  Geraden  parallel,  aber  nicht  senkrecht  zur  Projektionsebene  stehen. 
Wir  betrachten  zunächst  die  Projektionen  einer  Geraden  AB,  wenn 
diese  parallel  zur  Projektions- 
ebene P  ist  (Fig.  12).  Zieht 
man  durch  alle  Funkte  von 
AB  Parallelstralilen  unter 
beliebigen  Winkel  zu 
P,  so  bilden  die  Strahlen  die 
projicierende  Ebene  S,  welche 
P  nach  einem  bekannten  Satze  der  Stereometrie  in  einer  zu  AB  parallelen 
Geraden   ab  schtieidet.     ab  ist  nun    die   Projektion    von  AB,    und    da 
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Aa||Bb,  so  ist  ABba  ein  Parallelogramm ,  in  welchem  ab  =  AB  ist. 
Jede  schiefe  Projektion  einer  zur  Projektionsebene  parallelen  Geraden  ist 
deshalb  gleich  und  parallel  zu  dei^elben.  Hieraus  folgt  weiter,  dass  die 
Projektion  jeder  ebenen  Figur  Q,  welche  eine  zur  Projektionsebene  pa- 
rallele Lage  hat,  der  Q  kongruent  ist.  Die  Projektion  einer  Geraden, 
welche  nicht  parallel  zu  P  ist,  kann  jede  beliebige  Länge  erhalten;  die 
letztere  hängt  von  der  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  ab.  Insbe- 
sondere kann  jede  Gerade,  z.  B.  Cd,  welche  durch  den  Fusspunkt  einer 
zu  P  senkrechten  Geraden  CD  in  der  Projektionsebene  gezogen  wird,  als 
eine  schiefe  Projektion  von  CD  angesehen  werden,  wenn  man  die  Rich- 
tung der  projicierenden  Strahlen  parallel  zu  der  Verbindungslinie  der 
Endpunkte  D  und  d  annimmt.  Werden  zwei  parallele  Geraden,  z.  B. 
CD  und  £F  projiciert,  so  sind  ihre  Projektionen  CD  und  Ef  parallel. 
Femer  sind  die  Dreiecke  CDd  und  EFf  ähnlich,  folgUch  verhält  sich 

CD:Cd  =  EF:Ef.     Ist  demnach  Cd  =  — CD,  so  ist  auch  Ef  =  —EF, 

n  n 

d.  h.  die  Prqjektionen  paralleler  Strecken  haben  dasselbe  Verkürzungs- 
verhältnis. 

Nach  diesen  Bemerkungen  lassen  sich  schiefe  Projektionen  gegebener 
Körper  leicht  herstellen.  Als  Beispiel  diene  die  Projektion  eines  Würfels, 
wenn  eine  Seitenfläche  efgh  auf  der  Projektionsebene  liegt  (Fig.  13). 
Die  Projektion  der  efgh  gegenüberliegenden 
Seitenfläche  ist  ein  gleiches  Quadrat  ab  cd. 
Die  gleich  langen  und  parallelen  Verbin- 
dungslinie ae,  bf,  cg  und  dh  der  Ecken 
beider  Quadrate  sind  die  Projektionen  der 
Tier  Kanten  des  Würfels,  welche  senkrecht 
zur  Projektionsebene  stehen.  Aus  der  ge- 
gebenen Projektion  kann  nun  auch  leicht 
die  Richtung  der  projicierenden  Strahlen  ge- 
funden werden.  Es  ist  nämUch  a  die  Pro- 
jektion des  senkrecht  über  e  liegenden  Eck- 
punktes des  Würfels.  Bezeichnet  man  diesen 
Punkt  mit  A,  so  ist  Aa  der  projicierende  Strahl;  derselbe  bildet  mit  ae 
und  Ae  ein  rechtwinkliges  Drrieck,  in  welchem  /  Aae  die  Neigung  des 
projicierenden  Strahls  gegen  die  Projektionsebene  angiebt.  Dieses  Dreieck 
drehe  man  um  die  Kathete  ae,  bis  dasselbe  in  die  Projektionsebene  fällt. 
Man  mache  demnach  A'e  senkrecht  zu  ae  und  gleich  der  Kante  des 
Würfels  (z.  B.  =  ef);  ziehe  A'a,  so  ist  A'ae  der  gesuchte  Neigungswinkel. 


Flg.  18. 
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I.  Abschnitt. 


Aus  dieser  Darstellung  folgt,  dass  man  schiefe  Projektionen  kon- 
struieren kann,  ohne  die  projicierenderi  Strahlen  zu  benutzen,  wenn  nur 
die  Richtung  und  die  Verkürzung  der  Projektion  einer  zur  Projektions- 
ebene P  senkrechten  Geraden  gegeben  ist.  Die  am  häufigsten  ange- 
wandte Verkürzung  ist  ^  der  wahren  Länge,  und  diese  ist  aus  praktischen 
Gründen  die  brauchbarste.  Zur  Darstellung  der  Krystallformen  wird 
meistens  -J^,  dagegen  im  Baufache,  namentlich  bei  Steinschnitten  häufig 
die  wahre  Länge  aufgetragen.  In  dem  letzteren  Falle  müssen  die  pro- 
jicierenden  Strahlen  einen  Winkel  von  45°  mit  P  bilden.  Die  Projektionen 
erscheinen  dann  allerdings  als  sehr  stark  verzerrte  Abbildungen;  sie  dienen 

aber  nicht  allein  zur  Erleichterung  der 
Anschauung  vermckelter  Steinformen, 
sondern  auch  zur  Massbestimmung. 

2)  Schiefe  Projektion  einer  abge- 
stumpften quadratischen  Pyramide,  welche 
auf  einem  quadratischen  Sockel  steht 
(Fig.  14). 

Der  gegebene  Gegenstand  ist  in 
Fig.  14  (a)  durch  erste  und  zweite  Pro- 
jektion dargestellt.  Wir  nehmen  P^  als 
Projektionsebene  an;  dieselbe  ist  in  (ß) 
in  gleicher  Grösse  wieder  dargestellt. 
Die  schiefe  Projektion  der  Ebene  P^  ist 
nun  ein  Parallelogramm  XOYQ,  in  wel- 
chem OY  halb  so  lang  sei  wie  die  ent- 
sprechende Kante  in  (a).  Der  W^inköl 
zwischen  OX  und  OY  ist  gleich  45**  an- 
genommen. Hierdurch  ist  nun  alles  nö- 
tige zur  Konstruktion  gegeben. 

Man  trage  die  Strecken  Ca,  und 
Obj  aus  (a)  in  (ß)  auf  OX  ab;  ziehe 
a^aj  und  b2bi  parallel  zu  OY  und  mache 
in  (ß)  diese  Strecken,  sowie  b^Ci  und  a^d^ 
halb  so  lang  wie  in  (a).  Verbindet  man 
a^  mit  \  und  c^  mit  dj,  so  erhält  man 
die  schiefe  Projektion  der  Grundfläche. 
In  den  Eckpunkten  sind  nun  die  Senkrechten  a,  L,  b^K,  c^N  und  d^M 
zu  errichten,  und  gleich  den  in  wahrer  Länge  erscheinenden  zweiten 
Projektionen  a^lg    oder  bgkg   zu  machen.     Hierdurch  ist  nun  auch   die 


Fig   U. 
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Projektion  LKNM  der  Grundfläche  der  Pyramide  bestimmt.  Um  die 
ol)ere  Grundfläche  der  letzteren  darzustellen,  benutzt  man  die  erste  Pro- 
jektion Bi  fj  gl  hl  in  (a)  und  zeichnet  dieselbe  in  schiefer  Projektion  in  (ß). 
Mau  trage  demnach  Or  und  Oq  aus  (a)  auf  OX  in  (ß)  ab;  ziehe  rfj 
und  qci  parallel  Oy,  mache  rgj,  rfj,  qh^  und  qe^  halb  so  lang  wie  in 
(a),  wodurch  man  in  (ß)  das  Parallelogramm  ejfigih,  erhält.  In  den 
Eckpunkten  des  letzteren  sind  die  Senkrechten  Ecj,  Ffj,  Gg^  und  Hhj 
zu  errichten  und  gleich  e^q  in  (a)  zu  machen.  Dadurch  ist  EFGH  als 
schiefe  Projektion  der  oberen  Grundfläche  bestimmt.  Endlich  sind  noch 
die  vier  Kanten  EL,  FK,  GN  und  HM  hinzuzufügen. 

In  (ß)  ist  auf  P,  auch  noch  die 
zweite  Projektion  der  Pyramide  hinzu- 
gefugt, welche  in  gleicher  Gestalt  wie 
in  (a)  erscheint.  Man  kann  aus  dieser 
und  der  schiefen  Projektion  des  Grund- 
risses ebenfalls  leicht  die  schiefe  Projek- 
tion der  Pyramide  bestimmen,  indem  man 
in  allen  Ecken  die  projicierenden  Gera- 
den zieht.  Dies  ist  auch  aus  der  Figur 
deutlich  zu  ersehen  und  bedarf  deshalb 
keiner  weiteren  Erklärung. 

Auf  diese  Weise  sind  auch  die  Er- 
läuterungsfiguren Fig.  7 — 1 1  als  schiefe 
Projektionen  dargestellt,  bei  welchen  die 
Achse  OX  in  halber  wahrer  Länge  ge- 
zeichnet ist. 

3)  Ist  in  dem  vorigen  Falle  keine  Seite 
des  Quadrats  a^biCidi  parallel  zur  Achse 
OXj  (Fig.  16),  so  kann  man  die  schiefe  Pro- 
jektion der  P}Tamide  auf  P,  in  folgender 
Weise  finden.  Man  zeichne  um  die  Grund- 
fläche ein  neues  Quadrat  mnop,  dessen 
Seiten  durch  die  Ecken  a^ ,  bj ,  Cj ,  dj  gehen 
so  dass  mn  und  op  parallel  zur  Achse 
OX  werden.  Die  schiefe  Projektion  dieses 
Quadrats  auf  P,  sei  das  Parallelogramm 

mnop  in  (ß),  wobei  mn  die  wahre  Länge,  und  no  die  Hälfte  der  gleich- 
iiamigen  Strecke  in  (a)  ist.  Macht  man  in  (ß)  b^n  und  d^p  gleich,  und  a^ra 
some  CjO  gleich  den  Hälften  der  entsprechenden  Strecken  in  (a),  dann  ist 


Fig.  15. 
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I.  Abschnitt. 


%  bi  Cj  dj  die  schiefe  Projektion  der  Grundfläche.  Es  ist  nun  zweckmässig, 
die  schiefe  Projektion  des  Grundrisses  vollständig  zu  zeichnen.  "Verlängere 
also  in  (a)  e^h^  bis  k  und  1  und  übertrage  die  Strecken  mk  und  pl  nach  (ß). 
Verbindet  man  in  der  letzteren  Figur  k  mit  1,  so  schneidet  diese  Linie 
die  Diagonalen  bj  d,  und  a^  c^  in  ej  und  hj .  Hiernach  ist  das  Parallelo- 
gramm ejfigihj,  dessen  Seiten  parallel  zu  denen  der  Grundfläche  Sii\c^d^ 
sein  müssen,  leicht  zu  finden.  Es  ist  jetzt  nur  noch  nötig,  in  jedem 
Eckpunkte  der  schiefen  Projektion  des  Grundrisses  die  entsprechende,  aus 
der  zweiten  Projektion  in  (a)  zu  entnehmende  Höhe  aufzutragen,  wodurch 
dann  alles  bestimmt  ist. 

4)    Schiefe  Projektion  des  Kreises. 

Ist  der  Kreis  parallel  zu  der  Projektionsebene,  so  wird  seine 
Projektion  wieder  ein  Kreis  von  dei^selben  Grösse,  welcher  gezeichnet 
werden  kann,  sobald  die  Projektion  seines  Mittelpunktes  bestimmt  ist. 
Liegt  der  Kreis  jedoch  in  Pj  oder  parallel  zu  dieser  Ebene  und  soll  der- 
selbe schief  auf  P,  projiciert  werden,  so  kann  man  die  Projektion  des 
zur  Achse  parallelen  Durchmessers  ab  (Fig.  16)  ebenfalls  parallel  zu  OX 
und  in  wahrer  Grösse  zeichnen.  Die  Projektion  cd  des  zu  ab  senk- 
rechten Durchmessers  ist  in  (ß)  unter  45°  zu  ab  und  in  halber  Länge 
gezeichnet,  wodurch  nun  wieder  alles  übrige  bestimmt  ist.     Man  ziehe 

durch  einen  beliebigen  Punkt  h  des 
Durchmessers  ab  die  Sehne  eg  senkrecht 
zu  ab;  mache  mh  in  (ß)  so  gross  wie 
in  (a),  dagegen  eg  ||  zu  cd  und  halb 
so  lang  wie  in  (a),  dann  sind  e  und  g 
in  (ß)  zwei  Punkte  der  schiefen  Projek- 
tion des  Kreises.  Auf  diese  Weise  lassen 
sich  so  viele  Punkte  bestimmen,  wie  nötig 
sind.  Für  gute  Zeichnung  des  Kreises 
ist  die  Kenntnis  der  Tangenten  in  ein- 
zelnen Punkten  desselben  nützlich.  Zu- 
nächst kann  man  in  (ß)  die  vier  Tan- 
genten in  a,  b,  c  und  d  parallel  zu  den 
Durchmessern  ab  und  cd  ziehen.  Die- 
selben bilden  die  schiefe  Projektion  des 
dem  Kreise  umbeschriebenen  Quadrats.  Ist  in  (a)  ne  die  Tangente  für 
den  Punkt  e,  n  ihr  Schnittpunkt  mit  dem  verlängerten  Durchmesser  ab, 
80  trage  man  mn  auch  in  (ß)  von  m  aus  auf  ab  ab,  dann  ist  die  Ge- 
rade ne  in  (ß)  die  schiefe  Projektion  der  Tangente  im  Punkte  e. 


Fig.  16. 
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Man  kann  auch  diejenigen  Tangenten  leicht  finden,  welche  in  (ß) 
rechtwinklig  zum  Durchmesser  ab  stehen.  Ziehe  et  senkrecht  zu  ab  und 
trage  mt  aus  (ß)  in  (a)  auf  mb  ab,  dann  ist  et  in  (ß)  die  schiefe  Pro- 
jektion der  gleichnamigen  Geraden  in  (a).  Legt  man  nun  eine  Tangente 
rs  parallel  zu  et  an  den  Kreis,  so  wird  die  Projektion  derselben  in  (ß) 
eben&Us  parallel  zu  et,  also  senkrecht  zu  ab  stehen.  Dabei  ist  mr  in 
(ß)  so  lang  wie  in  (a).  Die  Projektion  des  Berührungspunktes  kann  wie 
die  des  Punktes  e  gefunden  werden.  Auf  gleiche  Weise  bestimmt  man 
links  die  zu  rs  parallele  Tangente.  Die  Konstruktion  dieser  beiden  letzten 
Tangenten  kommt  bei  den  schiefen  Projektionen  der  Cylinderfläche  zur 
Anwendung. 

Die  schiefe  Projektion  des  Kreises  ist  eine  Ellipse.  Die  weiteren 
Eigenschaften  dieser  für  das  Zeichnen  so  wichtigen  Kurve  finden  sich  in 
(IV,  3). 

5)    Schiefe  Projektionen  des  geraden  Cylinders. 

Die  Grundflächen  seien  parallel  zu  Pj,  dann  werden  die  schiefen 
Projektionen  derselben  nach  (B,  1)  zwei  ebenso  grosse  Kreise  sein.  Die 
Achse  oder  Seitenlänge  cd  ist  in  halber  Länge  dargestellt.     Fig.  17(a). 


fA 
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Fig.  17. 

Liegen  die  Grundflächen  parallel  zu  P^  (s.  ß),  so  erhält  man  ihre 
Projektionen  auf  P,  wie  in  4  angegeben.  Die  Achse  cd  ist  dann  parallel 
zu  Pj  und  erscheint  deshalb  in  der  Projektion  in  wahrer  Länge. 

Die  oben  gegebenen  Erläuterungen  über  die  Herstellung  schiefer 
Projektionen  werden  zur  Konstruktion  derselben  für  einfachere  Fälle  ge- 
nügen. Wir  gehen  jetzt  zum  genaueren  Studium  der  geraden  Projektionen 
und  ihrer  Eigenschaften  über,  wobei  die  schiefen  Projektionen  häufig  als 
Mittel  zur  Erleichterung  der  Rnumanscliauuug  benutzt  werden  sollen. 
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II.  Abschnitt 


IL  Abschnitt. 


Darstellung  des  Punktes  und  der  geraden  Linie. 

1)  Die  Lage  eines  Punktes  ist  nach  Einl.  2  durch  eine  Projektion 
desselben  noch  nicht  bestimmt.  Wie  in  Abschn.  I.  werden  deshalb  auch 
hier  wieder  zwei  senkrecht  aufeinander  stehende  Projektionsebenen  P^ 
und  Pg  (Fig.  18)  benutzt,  deren  Durchschnittslinie  die  Achse  OX  ist   Es 
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wird  vorausgesetzt,  dass  Pj  und  Pg  über  die  Achse  hinaus  beliebig  er- 
weitert sind.  Zwischen  den  Projektionsebenen  entstehen  alsdann  vier 
Räume,  welche  Quadranten  genannt  werden.  Dieselben  sind  in  (a)  mit 
I,  II,  in,  IV  bezeichnet.  HXO  heisst  der  vordere  Teil,  H^XO  der  hintere 
Teil  der  Ebene  P^,  und  ebenso  VXO  der  obere  Teil,  V^XO  der  untere 
Teil  der  Ebene  P^. 

Es  sei  nun  A  ein  im  ersten  Quadranten  liegender  Punlct.  Fällt 
man  von  A  aus  das  Lot  Aa^  auf  die  erste  Projektionsebene  P^,  so  ist 
der  Fusspunkt  a^  die  erste  Projektion  (Horizontalprojektion,  Grundriss) 
des  Punktes  A.  Zieht  man  femer  Aa^  senkrecht  zu  P,,  so  ist  der 
Schnittpunkt  ajj  die  zweite  Projektion  (Vertikalprojektion,  Aufriss)  von  A. 
Werden  noch  von  a^  sowohl,  als  auch  von  a,,  Lote  auf  OX  gefällt,  so 
treffen    diese    in    demselben  Punkte  n    der  Achse  zusammen.     Es  sind 
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nämlich  a^n  und  a^jn  die  Schnittlinien  der  Ebene,  welche  durch  Aa^ 
und  Aa,|  geht,  mit  P,   und  Pg. 

Um  die  beiden  Projektionen  von  A  auf  der  ebenen  Zeichenfläche  so 
darzustellen,  dass  die  wahre  Lage  von  aj  und  a^  auf  der  ersten,  bez. 
zweiten  Projektionsebene  sofort  zu  erkennen  ist,  dreht  man  P^  um  die 
Achse  OX  (wie  schon  in  I,  5  angegeben  ist),  bis  P^  mit  der  ersten 
Projektionsebene  zusammenfällt  Bei  dieser  Drehung  beschreibt  a^  ^  einen 
Viertelkreis  mit  dem  Halbmesser  na^^  und  gelangt  schliesslich  nach  a,, 
wo  nun  a^n  und  a^n  eine  Gerade  bilden,  welche  senkrecht  zu  OX  steht. 
Die  ebene  Figur,  welche  nach  der  Niederklappung  der  zweiten  Ebene  in 
die  erste  entsteht,  ist  in  Fig.  18(ß)  dargestellt.  In  dieser  bedeutet  der 
oberhalb  OX  liegende  Teil  der  Zeichenfläche  den  oberen  Teil  der  zweiten 
und  zugleich  den  hinteren  Teil  der  ersten  Projektionsebene.  Unterhalb 
OX  liegt  der  vordere  Teil  der  ersten  und  der  untere  Teil  der  zweiten 
Projektionsebene.  Die  beiden  Projektionen  aj  und  a,  liegen  auf  einer 
Geraden,  welche  senkrecht  zur  Achse  OX  steht. 

Anm.  (a)  ist  eine  schiefe  Projektion,  in  welcher  OX  und  alle  zu 
derselben  parallelen  Geraden  halb  so  lang  wie  in  (ß)  gezeichnet  sind. 
XV  und  XH  haben  in  beiden  FigureQ  gleiche  Länge,  ebenso  na^  und 
na,.    Femer  ist  Xn  in  (a)  halb  so  gross  wie  in  (ß). 

Mit  Hülfe  von  Fig.  18(ß)  kann  man  sich  eine  Vorstellung  von  der 
Lage  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  die  Projektionsebenen  machen,  wenn 
man  sich  den  oberhalb  OX  liegenden  Teil  der  Zeichenfläche  aufgerichtet 
denkt,  bis  derselbe  senkrecht  zu  der  unterhalb  OX  liegenden  Fläche  P^  steht. 
Alsdann  liegt  A  senkrecht  über  a,  in  einer  Höhe,  welche  gleich  a^n  ist 

Leicht  ergiebt  sich  noch,  dass  in  Fig.  18  (ß)  die  Strecke  a^n  gleich 
dem  Abstand  des  Punktes  A  von  der  zweiten  Projektionsebene  ist. 

Wenn  ein  Punkt  in  der  ersten,  oder  in  der  zweiten  Projektionsebene 
liegt,  so  fällt  seine  zweite,  bez.  erste  Projektion  in  die  Achse  OX. 

Um  anzudeuten,  dass  ein  Punkt  A  im  Räume  die  Projektionen  a| 

und  a,  hat,  schreibt  man  A(ai,  aj),  und  hest:    Der  Punkt  A  dessen 

Projektionen  a^  und  a,  sind. 

Aufgabe.  Die  Projektionen  eines  Punktes  anzugeben,  welcher  im  11.  Qua- 
dranten liegt  Ebenso  bestimme  man  die  Projektionen  eines  im  lU.  und  eines  im 
lY.  Quadranten  liegenden  Punktes. 

2)  Bei  den  Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie  benutzt  man 
häufig  noch  eine  dritte  Projektionsebene  Pj,  welche  aufP,  und  Pg  senk- 
recht steht  (Fig.  19).  Die  Schnittlinien  OX,  OY,  OZ  stehen  dann  eben- 
falls senkrecht  zu  einander. 
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Zur  Darstellung  der  Projektionen  auf  der  ebenen  Zeichenfläclie  ist 
erforderlich,  die  drei  Projektionsebenen  um  die  Achsen  so  zu  drehen,  dass 
sie  nach  der  Drehung  eine  einzige  Ebene  bilden.     Für  P^  und  P,  gilt 
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dasselbe  wie  in  1);  die  dritte  Ebene  dreht  man  um  die  Achse  OZ  nach 
rechts,  bis  sie  mit  der  erweiterten  Ebene  P^  zusammenfällt  Hierdurch 
entsteht  nun  Fig.  19(a),  aus  welcher  die  Lage  der  drei  Projektionsebenen 
nach  dem  Auseinanderklappen  ersichtlich  ist 

Anm.  (ß)  ist  wieder  eine  schiefe  Projektion,  in  welcher  OX  und  OZ 
rechtwinklig  zu  einander  und  in  wahrer  Länge  gezeichnet  sind.  OY  da- 
gegen erscheint  in  halber  Länge. 

Aufgabe.  Aus  den  beiden  ersten  Projektionen  a^  und  a^  eines 
Punktes  A  die  dritte  Projektion  desselben  zu  finden.     Fig.  19(a)  und  (ß). 

Man  ziehe  a^Ug,  (a)  senkrecht  zu  OY  und  beschi'eibe  mit  On^  den 
Viertelkreis  n^nj  um  0;  errichte  in  nj  das  Lot  njas  zu  OY*.  Femer 
ziehe  man  agng  parallel  zu  OX  und  verlängere  a^Ua  bis  sie  njaj 
in  aj  schneidet,  a^  ist  nun  die  gesuchte  Projektion  von  A.  Die  Richtig- 
keit dieser  Konstruktion  ersieht  man  leicht  aus  der  schielen  Projektion 
in  (ß),  welche  den  Vorgang  im  Räume  veranschaulicht. 

Aus  (a)  ergiebt  sich  noch  der  Abstand  des  Punktes  A  von  Pj,  wel- 
cher gleich  a,  Uj  =  n,  0  =  ag  ng  ist. 

Wie  ergeben  sich  aus  (a)  die  Abstände  des  Punktes  A  von  den  drei 
Achsen  OX,  OY,  OZ? 

Die  Abstände  eines  Punktes  A  von  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Pro- 
jektionsebene sollen  mit  z,  bez.  y  und  x  bezeichnet  werden.  Femer  seien 
a,  b,  c  die  Abstände  des  Punktes  A  von  den  Achsen  OX,  bez.  OY,  und  OZ, 
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8)  Die  drei  Projektionen  eines  Punktes  A  auf  den  niedergeklappten  Projektions- 
ebenen anzugeben,  wenn  gegeben  sind: 

1)  X,  y,  z;         2)  y,  z,  c;         8)  x,  z,  a;         4)  x,  y,  b; 
5)  X,  b,  o;  6)  y,  a,  c;         7)  z,  o,  b. 

Projektionen  einer  geraden  Linie. 

4)  Eine  beliebige  Gerade  schneidet  die  Projektionsebenen  in  Punkten, 
irelche  man  die  Spuren  der  Geraden  nennt.  Die  erste  Spur  ist  der  Durch- 
schnitt der  Geraden  mit  der  ersten  Projektionsebene;  ebenso  zweite  und 
dritte  Spur.  Ist  eine  Gerade  parallel  mit  einer  der  Projektionsebenen, 
60  liegt  die  entsprechende  Spur  unendlich  fern. 

Die  beiden  ersten  Spuren  s^  und  b,  einer  Geraden  AB  (Fig.  20) 
sind  gegeben;  man  soll  die  Gerade  auf  di»  drei  Ebenen  P^,  P,  und  P^ 


Fig.  2a 

projideren.  Die  Lage  von  AB  ist  aus  der  schiefen  Projektion  (ß)  er- 
sichtlich. Die  Gerade  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  Spuren  a^  und 
b,.  Die  erste  Projektion  des  Punktes  b^,  welcher  in  P,  liegt,  erhält  man 
durch  die  zu  OX  gezogene  Senkrechte  b^bi  in  b^.  Femer  fällt  die  erste 
Projektion  von  a^  mit  a^  zusammen,  folglich  ist  %  b^  die  erste  Projektion 
der  Geraden  AB;  ebenso  erhält  man  die  zweite  Projektion  derselben,  wenn 
man  a|  auf  die  Achse  OX  nach  a,  projiciert  und  dann  die  Gerade  aj  bg 
zieht.     Li  gleicher  Weise  findet  man  auch  die  dritte  Projektion  SL^h^. 

Die  schiefe  Projektion  (ß)  wird  konstruiert,  wenn  man  wieder  P,  in 
wahrer  Gestalt  zeichnet,  OY  und  alle  zu  dieser  Parallelen  in  halber  Länge 
aufträgt  u.  s.  w. 

Anm.  Die  erste  Spur  einer  Geraden  liegt  stets  senkrecht  unter  dem 
Punkte,  in  welchem  die  zweite  Projektion  der  Geraden  die  Achse  OX 

Schlotke,  Geometrie.    I.    4.  Aafl.  2 
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trifiOb.  Ebenso  liegt  die  zweite  Spur  der  Geraden  senkrecht  über  dem 
Schnittpunkte  ihrer  ersten  Projektion  mit  OX. 

Wo  Kegt  die  dritte  Spur  der  Geraden  AB? 

Ist  femer  C  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden  AB,  so  liegen  die 

drei  Projektionen  C|,  c,,  c,  desselben  auf  den  drei  Projektionen  von  AB. 

Wenn  nun  z.  B.  die  erste  Projektion  c^  des  Punktes  C  in  (a)  auf  a^b^ 

gegeben  ist,  so  kann  man  die  zweite  Projektion  o^  durch  die  zur  Achse 

OX  Senkrechte  c^c^  bestimmen.   Die  dritte  Projektion  ergiebt  sich  nach  2). 

\'ergl.  auch  die  Darstellung  in  (ß). 

5)  Man  soll  jede  der  folgenden  Geraden  durch  ihre  drei  Projektionen  darstellen, 
und  die  Spuren  der  Geraden  angeben. 

a)  Eine  Gerade,  welche  senkrecht  zu  P^  steht 
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Anm.    In  den  drei  ersten  Fällen  sind  je  zwei  Projektionen  der  proj leierten  Linie 
an  I^nge  gleich;  in  den  letzten  drei  Fällen  je  eine. 

6)   Die  Spuren  der  Geraden  AB  zu  finden,  wenn  ihre-  Projektionen 
ajbji,  a^b,  die  in  Fig.  21  angegebene  Lage  haben. 


PIg.  21. 


Die  zweite  Spur  b^  liegt  nach  4)  auf  der  zweiten  Projektion  der 
Geraden,  senkrecht  über  b^.  Die  erste  Spur  fällt  auf  den  hinteren  Teil 
von  Pj  und  liegt  auf  der  Verlängerung  von  a^bj  senkrecht  über  dem  Punkte 
c, ,  in  welchem  a^b^   verlängert  die  Achse  OX  trifil.     Aus  der  schiefen 
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Projektion  erkennt  man  leicht,   dass  der  zwischen  bj   und  Ci   liegende 
Teil  der  Geraden  in  zwei  Quadranten  liegt. 

7)  Die  erste  und  zweite 
Spur  der  Geraden  (ajbj  ,^18) 
zu  bestimmen,  wenn  die  ge- 
gebenen Projektionen  die  in 
Fig.  22    angegebenen  Lagen 

hAben.   Man  zeichne  für  diese    

beiden  Fälle  auch  die  schiefen 
Projektionen. 

8)  Die  wahre  Länge  der 
Geraden  AB(aibi,  a^b^)  zu 
finden  (Fig.  23).  ^^  ^^ 

Die    Gerade    AB   bildet 
mit  den  beiden  projicierenden  Linien  Aa^,  Bbi  imd  der  Projektion  a^bi 
ein  Trapez  ABb^aj  in  welchem  bei  a^  und  bj  rechte  Winkel  liegen. 


Flg.  23. 

Durch  Drehung  dieses  Trapezes  um  a^  bj  kann  man  dasselbe  in  die 
erste  Projektionsebene  niederlegen,  wie  in  der  schiefen  Projektion  (ß)  an- 
gedeutet ist  Das  niedergeklappte  Trapez  in  (a)  erhält  man,  wenn  man 
Ai  a,  und  Bj  bj  senkrecht  zu  a^  b^  zieht  und  A^  a^  =  ag  n  und  B^  b^  = 
hjm  macht.  Dann  ist  AiB^biaj  die  wahre  Gestalt  des  Trapezes,  A^B^ 
die  wahre  Länge  der  Geraden  AB. 


20  11-  Abschnitt 

Anmerkung,  Die  wahre  Länge  der  Geraden  AB  kann  man  ferner 
bestimmen  1)  dm^ch  Drehung  des  Trapezes  ABb^a^  um  ajbj,  bis  das- 
selbe in  die  zweite  Projektionsebene  fällt;  2)  durch  Drehung  des  Trapezes 
ABb^a^  um  Bbj  in  die  zur  zweiten  Projektionsebene  parallele  Lage;. 
3)  durch  Drehung  des  Trapezes  ABbga,  um  Bbj,  bis  dasselbe  parallel 
mit  der  ersten  Projektionsebene  wird. 

9)  Die  wahre  Qestalt  des  Dreiecks  ACa^ag),  B(b|b2),  C(CiC,)  zu  finden.  Anl.  z, 
Aufl.  Mau  bestimmt  nach  8)  die  wahren  limgen  der  einzelnen  Seiten  und  konstniiert 
aus  diesen  das  Dreieck. 

10)  Auf  der  Geraden  AB  (a^bi,  a,bt)  soll  von  dem  auf  derselben  liegenden  Punkte 
CCCxC,)  die  gegebene  Strecke  m  abgetragen  werden.  Wie  lang  sind  die  Projektionen 
von  m  zu  machen? 

11)  Den  Abstand  des  Punktes  A.(sii&2)  von  der  Oeraden  BC(biCi,  b,o,)  zu  finden. 

12)  Die  Neigungswinkel  der  Geraden  AB(axbA,  ^^i)i  welche  dieselbe  mit  den 
Projektionsebenen  bildet,  zu  bestimmen. 

Anl.  Der  Neigungswinkel  einer  Geraden  gegen  eine  Ebene  ist  bekanntlich  der 
Winkel,  welchen  die  Gerade  mit  ihrer  Projektion  auf  der  Ebene  bildet  Die  Losung 
ist  deshalb  aus  8)  leicht  zu  finden. 

18)  Die  Endpunkte  einer  Geraden  von  gegebener  Länge  sollen  in  den  beiden 
ersten  Projektionsebenen  liegen.  Es  sind  die  Projektionen  der  Geraden  zu  zeichnen, 
wenn  die  Neigungswinkel  der  letzteren  gegen  die  beiden  Projektionsebenen  ge- 
geben sind. 

Parallele  Lage  zweier  Geraden. 

14)  Aus  der  Stereometrie  ist  bekannt,  dass  parallele  Geraden  auch 
parallele  Projektionen  haben  und  ausserdem  gleiche  Neigungswinkel  mit 
der  Projektionsebene  bilden.  Man  kann  umgekehrt  schliessen:  Wenn  so- 
wohl die  beiden  ersten  Projektionen  einer  Geraden  miter  sich  parallel 
sind,  als  auch  die  zweiten  Projektionen  derselben,  so  sind  die  Geraden 

im  Baume  ebenfalls  parallel. 

15)  Die  wahre  Gestalt  eines  durch  erste  und  zweite  Projektion  gegebenen  Paral- 
lelogramms zu  finden. 

16)  Den  senkrechten  Abstand  zweier  parallelen  Geraden  AB  (aib^,  a^b^),  CD(ctdi« 
c,d,)  zu  finden. 

Auf  (9)  zurückzuführen. 

Windschiefe  Lage  zweier  Geraden. 

17)  Aus  den  beiden  Projektionen  zweier  Geraden  AB  und  CD  kann 
man  unmittelbar  erkennen,  ob  diese  sich  schneiden  oder  windschief 
sind.  Schneiden  sich  die  Gerade  in  E,  so  muss  die  erste  Projektion 
von  E  sowohl  auf  a^  b^  als  auch  auf  C|  d^  liegen,  d.  h.  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Projektionen  a^  b^  und  c^  d^  ist  die  erste  Projektion  des  Schnitt- 
punktes der  Geraden  AB  und  CD.  Ebenso  ist  der  Schnittpunkt  von 
ajb,  und  c^^d,  die  zweite  Projektion  des  Schnittpunktes  von  AB  und  CD. 
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Da  nun  nach  1)  die  Projektionen  eines  Punktes  auf  einer  zur  Achse  OX 
Senkrechten  liegen,  so  folgt: 

Wenn  der  Schnittpunkt  ößr  beiden  ersten  Projektionen  zweier  Ge- 
raden und  der  Schnittpunkt  der  zweiten  Projektionen  auf  einer  Senk- 
rechten zur  Achse  OX  hegen^  so  schneiden  sich  die  Geraden  im  Räume. 
Liegen  aber  jene  beiden  Projektionen  nicht  auf  derselben  Senkrechten, 
so  sind  die  Geraden  windschief. 

Unter  Neigungswinkel  zweier  windschiefen  Geraden  versteht  man  den 
Winkel,  welchen  zwei  sich  schneidende  Geraden,  die  jenen  parallel  sind, 
mit  einander  bilden. 

18)  Die  wahre  Grösse  des  Winkels  zu  finden,  welchen  zwei  sich 
«dineideade  Geraden  AB(a|bi,  a^bj),  CD(C|d|,  c^d,)  mit  einander  bilden. 
Fig.  24  (a)  u.  (ß). 


Flg.  24. 

■ 

Nach  Voraussetzung  müssen  die  beiden  Schnittpunkte  e^  und  e,  auf 
dner  Senkrechten  zur  Achse  liegen.  Man  bestimme  nun  die  beiden  ersten 
Sparen  a^  und  d^  der  gegebenen  Geraden  und  verbinde  dieselben  durch 
die  Linie  a^dj.  Die  letztere  liegt  in  P|  und  bildet  mit  den  beiden  ge- 
gebenen Geraden  ein  Dreieck  a^Edj,  dessen  Projektionen  aje^d,  und 
a,  e,  d,  sind.  Man  dreht  dieses  Dreieck  um  a^  d, ,  bis  es  in  die  erste 
Projektionsebene  fällt  Die  Spitze  E  beschreibt  alsdann  einen  Kreis- 
bogen, dessen  Halbmesser  der  Abstand  Ef  des  Punktes  E  von  a^  d^  ist. 
Die   erste  Projektion   von   EF   ist   das   von  e^   auf  a^di   gefällte  Lot 
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e^f*).  Um  die  wahre  Länge  des  Halbmessers  Ef  zu  finden,  konstruiert 
man  das  rechtwinklige  Dreieck  ejfE',  dessen  eine  Kathete  ejf  ist.  Die 
andere  Kathete  e^E'  muss  gleich  der  Höhe  des  Punktes  E  über  P^^ 
d.  h.  gleich  e^n  sein.  Die  Hypoihenuse  E'f  ist  dann  gleich  der  wahren 
Länge  des  Halbmessers.  Nach  der  Niederklappung  des  Dreiecks  a^diE 
liegt  aber  der  Halbmesser  in  der  Verlängerung  von  e^t^  und  E  gelangt 
deshalb  nach  E",  wo  nun  E''f  =E'f  ist.  Endlich  ist  a^djE"  die  wahre 
Gestalt  des  Dreiecks  a^d^E  und  der  Winkel  ajE^d^  stellt  die  wahre 
Grösse  des  Winkels  a|Ed|  dar. 

19)  Die  wahre  Gestalt  des  Dreiecks  (aibjCi,  agbsCj)  zu  finden. 
(Andere  Auflösung  der  Aufgabe  9.)    Fig.  25. 

Man  verlängere  zwei  Seiten,  z.  B. 
(a,b,,  agbj)  imd  (bjCi,  b^Cg),  bis 
sie  die  erete  Projektionsebene  in 
d|  und  e|  treffen.  Diese  beiden 
Punkte  werden  durch  die  Gerade  djCi, 
welche  in  Pj  liegt,  verbunden.  Man 
■  drehe  nun  wie  in  18)  das  Dreieck 
(bid^ei,  bjdgej)  um  dje^,  bis  das- 
selbe in  die  erste  Projektionsebene 
Pi  fällt  Durch  diese  Drehung  fällt 
das  ursprünglich  gegebene  Dreieck 
ebenfalls  in  P^  und  erscheint  dann 
in  wahrer  Gestalt. 

20)  Die  beiden  ersten  Projektionen  eines  Dreiecks  aibjCi,  a^bgC,  und  die  erste 
Projektion  di  eines  innerhalb  des  Dreiecks  liegenden  Punktes  D  sind  gegeben.  Man 
soll  die  dritte  Projektion  des  Dreiecks  und  die  zweite  und  dritte  Projektion  des  Punktes 
D  bestimmen. 

21)  Die  erste  Projektion  eines  Vierecks  und  die  zweiten  Projektionen  von  drei 
Eckpunkten  desselben  sind  gegeben.  Man  soll  die  zweite  Projektion  des  vierten  Eck- 
punktes und  die  wahre  Gestalt  des  Vierecks  bestimmen. 

(Warum  darf  die  zweite  Projektion  des  vierten  Eckpunktes  auf  der  projicierenden 
Geraden  nicht  willkürlich  angenommen  werden?) 

22)  Die  erste  Projektion  eines  beliebigen  Vielecks  und  die  zweiten  Projektionen 
von  drei  Eckpunkten  desselben  sind  gegeben.  Es  soll  die  zweite  Projektion  des  Viel- 
ecks bestimmt  werden. 

28)  Die  beiden  Projektionen  eines  Dreiecks  sind  gegeben.  Man  bestimme  1)  die 
Projektionen  der  drei  Höhen,  2)  die  Projektionen  der  drei  Halbierungslinien  der  Winkel 

*)  Dies  folgt  aus  einem  bekannten  Satze  der  Stereometrie.  Es  sei  AB  eine 
Gerade,  welche  die  Ebene  P  in  dem  Punkte  A  schneidet  und  AC  sei  ihre  Projektion 
auf  P.  Zieht  man  durch  A  eine  Gerade  in  P  senkrecht  zur  Projektion  AC,  so  steht 
dieselbe  auch  senkrecht  zu  AB. 


Fig.  25. 


in.  Abschnitt    Darstellong  der  Ebenen. 
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des  Dreiecks.    Mit  Hülfe  der  in  18)  gezeigten  Drehung  zu  lösen.    Einfacher  sind  die 
Projektionen  der  Mittellinien  zn  finden. 

24)  Die  Abstände  eines  Punktes  von  den  drei  Achsen  OX,  OY,  OZ  sind  gegeben. 
Man  soll  die  drei  Projektionen  des  Punktes  bestimmen. 


III.  Abschnitt. 

Darstellung  der  Ebenen. 

1)  Zur  Darstellung  der  Lage  einer  Ebene  £  benutzt  man  ihre  Schnitt- 
linien mit  den  Projektions- 
ebenen. Man  nennt  diesel- 
ben die  Spuren  der  Ebene 
E.  So  ist  in  Figur  26  (ß) 
QS  die  in  P^  liegende  erste 
Spur  (Horizontalspur),  ebenso 
QR  die  zweite  (Vertikalspur),  Ji 
und  RS  die  dritte  Spur  der 
Ebene  £.  Da  durch  zwei  sich 
sdineidende  Geraden  die  Lage 
einer  Ebene  bestimmt  ist,  so 
genügen  zur  Darstellung  der- 
selben auch  zwei  Spuren.  Fer- 
ner ist  ersichtlich,  dass  je  zwei 
Spuren  auf  einer  der  drei 
Achsen  zusammentreffen,  oder 

gleichzeitig  parallel  sein 
müssen. 

Ist  in  (a)  QS  die  erste 
Spur,  QR  die  zweite  Spur  der 
Ebene  E,  so  findet  man  die 
dritte  Spur  RS'  leicht,  wenn 
man  OS'  =  OS  macht  und 
R  mit  S'  verbindet.  wg.  26. 

2)  Die  Spuren  einer  Ebene  zu  zeichnen,  welche 

1)  parallel  zu  P^  ist       4)  senkrecht  zu  P^  steht 

2)  99        ^j    "2    >»        ^/         »  »»    "2       » 


3) 


>» 


•» 


»> 


6) 


J> 


»? 


8 
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Id  4),  ö)  und  6)  bestimme  man  aus  den  Spuren  ajuch  die  Winkel, 
welche  E  mit  den  Projektionsebenen  bildet,  auf  lyelcLen  sie  nicht  senk- 
recht steht.  Femer  den  Abstand  der  Ebene  E  von  derjenigen  Achse, 
mit  welcher  sie  parallel  ist. 

3)  QS  und  QR  (Fig.  27)  seien  erste  und  zweite  Spur  einer  Ebene 
E;  a^bi  die  erste  Projektion  einer  Geraden,  welche  in  E  liegt.  Man  soll 
dio  zweite  imd  diitte  Projektion  dieser  Geraden  bestimmen. 


Flg.  27. 

Aufl.  Weil  die  Gerade  auf  E  liegt,  schneidet  sie  die  Spuren  dieser 
Ebene.  Die  Schnittpunkte  sind  dann  auch  zugleich  die  Spuren  der  Ge- 
raden. Die  erste  Spur  der  letzteren  ist  deshalb  der  Punkt  aj,.  in  wel- 
chem a^bj  die  Spur  QS  schneidet,  und  die  zweite  Spur  der  Geraden  liegt 
senkrecht  über  bj  in  dem  auf  QR  liegenden  Punkte  bg.  Zweite  und  dritte 
Projektion  der  Geraden  können  also  nach  (II,  4)  bestimmt  werden. 

4^  Dieselbe  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  die  gegebene  Projektion  aibj  1)  parallel  zur 
ersten  Spur  der  gegebenen  Ebene,  2)  wenn  sie  parallel  zur  Achse  OX,  3)  wenn  sie 
parallel  zur  Achse  OY  ist. 

6)  Gegeben  sind  die  Spuren  einer  Ebene  E  und  die  erste  Projektion 
a^  eines  in  E  liegenden  Punktes  A.  Es  sollen  die  beiden  anderen  Pro« 
jektionen  des  Punktes  A  bestimmt  werden  (Fig.  28). 

Aufl.     Man  ziehe  durch  a,  in  der  ersten  Projektionsebene  eine  be- 
liebige Gerade  biC^.     Diese  kann  man  als  die  erste  Projektion  einer  auf 
E  liegenden  Geraden  ansehen.     Die  beiden  anderen  Projektionen  b^c^ 
und  bjCj  dieser  Geraden  findet  man  nach  3). 


Darstellung  der  Ebenen. 
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Auf  b,  Cj  und  bg  Cj  liegen  die  zweite  bez.  dritte  Projektion  des  Punktes 
A,  weiche  man  nun  in  bekannter  Weise  bestimmen  kann. 


Fig.  28. 

In  Fig.  28  (ß)  liegt  die  erste  Projektion  aj  des  Punktes  A  nicht 
zwischen  QS  und  der  Achse  OX.  In  diesem  Falle  liegt  die  zweite  Pro- 
jektion a,  unterhalb  OX  auf  der  Verlängerung  Ton  b^c,.     In  welchem 

Quadranten  liegt  A?     Man  zeichne  hierzu  auch  die  schiefe  Projektion. 

6)  Die  Sparen  einer  Ebene  und  die  erste  Projektion  eines  Vielecks  oder  einer 
krummlinig  begrenzten  Figur,  welche  in  dieser  Ebene  liegt,  sind  gegeben.  Man  soll 
die  zweite  Projektron  der  Figur  bestimmen. 

7)  Die  Spuren  einer  Ebene  E  zu  finden,  welche  durch  die  beiden 
parallelen  Geraden  (aib^,  a^bj),  (Cjdi,  c^d,)  geht  (Fig.  29). 

Die  Spuren  der  gesuchten  Ebene  E  müssen  durch  die  Spuren  der 
beiden  gegebenen  Geraden  gehen.  Die  letzteren  ergeben  sich  leicht  in 
a,,  C|  bez.  b^  und  d,,  wodurch  nun  QS  und  QR  als  erste  und  zweite 

Spur  der  Ebene  E  bestimmt  sind. 

8)  Die  Spuren  der  Ebene  zu  finden,  welche  durch  den  Punkt  A(axa,)  und  die 
Gerade  (b|Ci,  b^c,)  gelegt  werden  kann. 

Auf  die  vorige  Auj^abe  zurückzuführen. 

9)  Die  Spuren  der  Ebene  zu  finden,  welche  durch  die  beiden  sich  schneidenden 
Geraden  {a,bi,  a,bj,  (b,Ci,  b^Cg)  geht  • 

Man  bestimmt  zuerst  die  Spuren  der  beiden  Geraden,  diese  liegen  in  den  ge- 
suchten Spuren  der  Ebene. 

10)  Die  Spuren  der  Ebene  zu  finden,  welche  durch  die  drei  Punkte  A(a|a,), 
B(bA),  C(c,c)  geht 

11)  Zur  Lösung  weiterer  Aufgaben  wiederholen  wir  einige  sterco- 
metrische  Gesetze. 
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Parallele  Ebenen  werden  von  einer  anderen  Ebene  in  parallelen  Ge- 
raden geschnitten.  Hieraus  folgt:  Die  gleichnamigen  Spuren  zweier  pa- 
rallelen Ebenen  sind  parallel. 


mA 


Flg.  29. 

Eine  Gerade  G  ist  einer  Ebene  E  pai^allel,  wenn  sie  zu  einer  in  E 
liegenden  Geraden  parallel  ist. 

Die  Spuren  einer  Ebene  zu  finden,  welche  durch  den  gegebenen 
Punkt  A  (aia,)  geht  und  parallel  zu  der  gegebenen  Ebenen  RQS  ist  (Fig.  30). 


^U^ 


Flg.  80. 

Man  ziehe  in  der  gegebenen  Ebene  RQS  eine  beliebige  Gerade, 
deren  erste  Projektion  bjC^  sei.  Die  zweite  Projektion  bjC,  ergiebt  sich 
nach  3)  d.  Abschn.  Die  Gerade  im  Räume  ist  in  der  schiefen  Projektion 
durch  b^c,  dargestellt.  Durch  A  zieht  mau  eine  Parallele  d^e^  zu 
b^c,,  dann  hegt  d^e,  in  der  gesuchten  Ebene.  Die  Projektionen  dieser 
Parallelen  gehen  durch  a^  und  a,  und  sind  parallel  zu  b^  c^  bez.  b^  c, . 
Nachdem  man  die  Spuren  d^  und  e^  dieser  Geraden  bestimmt  hat,  zieht 


Darstellung  der  Ebenen. 
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man  durch  d^  die  erste  Spur  TU  der  gesuchten  Ebene  parallel  zu  QS 
und  durch  e^  die  zweite  Spur  UV  parallel  zu  QR.   Beide  Spuren  müssen 

selbstrerständlich  auf  OX  sich  schneiden. 

Man  löse  diese  Aufgabe  auch,  indem  man  durch  den  gegebenen  Putikt  eine  Ge- 
rade zieht,  welche  1)  parallel  zur  ersten  Spur  der  gegebenen  Ebene,  oder  2)  parallel 
zur  zweiten  Spur  derselben  ist. 

12)  Die  vorige  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  der  gegebene  Punkt  A  im  II.,  III.  oder 
IV.  Quadranten  liegt 

IS)  Die  Spuren  einer  Ebene  zu  finden,  welche  durch  eine  gegebene  Gerade 
(aibi,  a^b,)  geht,  und  einer  anderen  gegebenen  Geraden  (c^dx,  c^d,)  parallel  ist 

AnL  Durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Geraden  (a|bi,  g^\)  zieht  man  eine  Pa- 
rallele zu  der  anderen  Geraden,  dann  ist  die  gesuchte  Ebene  durch  jene  Parallele  und 
die  eiste  Gerade  bestimmt 

18 a)  Durch  einen  Punkt  (aia,)  eine  Ebene  zu  legen,  welche  auf  den  Achsen 
OX,  CT  und  OZ  gleiche  Strecken  abschneidet 

ISb)  Durch  den  Punkt  (aia,)  eine  Ebene  zu  legen,  deren  drei  Spuren  ein  Drei- 
eck bilden,  welches  einem  gegebenen  Dreieck  ähnlich  ist  (Wann  ist  eine  Lösung 
nicht  möglich?) 

13c)  Die  Projektionen  einer  Geraden  von  gegebener  Länge  zu  finden,  welche 
mit  der  ersten  Projektionsebene  parallel  ist  und  deren  Endpunkte  auf  zwei  durch  ihre 
Projektionen  gegebenen  windschiefen  Geraden  liegen.  Kann  die  gesuchte  Gerade 
mehrere  Lagen  annehmen? 

Durchschnitt  zweier  Ebenen. 

14)  Die  Projektionen  der  Durchschnittslinie  zweier  durch  ihre  Spuren 

gegebenen  Ebenen  zu  finden. 


Fig.  81. 


Erster  Fall.  Die  ersten  Spuren  sowohl  als  die  zweiten  Spuren 
der  beiden  Ebenen  treffen  sich  innerhalb  der  Grenzen  der  Zeicheniläche. 
Ist  SQR  (Fig.  31)  die  eine  Ebene,  TU  V  die  andere,  so  ist  der  Punkt  a^,  in 
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welchem  QS  und  TU  sich  treflfen,  die  erste  Spur  der  gesucliten  Durch- 
fichnittslinie,  und  ebenso  bg  die  zweite  Spur  derselben.  Nach  (II,  4)  er- 
geben sich  hieraus  leicht  die  Projektionen  der  Durchschnittslinie. 

Zweiter  Fall.     Die  beiden  ersten  Spuren  SQ  und  TU  (Fig.  32) 
schneiden  sich  nicht  mehr  innerhalb  der  Grenzen  der  Zeichenfläche, 

In  diesem  Falle  ist  nur  die  zweite 
Spur   a,   der   Durchschnittslinie    ge- 
geben. Man  zeichnet  die  Spuren  T^Uj 
und  U,  Vj  einer  neuen  Ebene,  welche 
der  Ebene  TUV  parallel  ist  und  so 
liegt,  dass  ihre  Spuren  diejenigen  der 
Ebene  SQR  innerhalb  der  Grenzen 
der  Zeichenfläche  noch  treffen.   Nach 
dem  vorigen  bestimmt  man  die  Pro- 
jektionen Cjdj  und  Cjdg  der  Durch- 
schnittslinie   dieser  Ebene   und    der 
Ebene  SQR.   Da  die  gesuchte  Durch- 
schnittslinie nun  parallel  zu    (c^  dj , 
Cgdj)  sein  muss,  so  zieht  man  ihre 
zweite  Projektion  a^bg  durch  a,  parallel  zu  c^d,;  femer  projiciert  man  a^ 
auf  OX  nach  a^  und  zieht  nun  die  erste  Projektion  a^bi  parallel  zu  c^d, . 
Andere  Lösung.     Man  schneide  die  gegebenen  Ebenen  SQR  und 
TUV  mit  einer  neuen  Ebene  ajBci,  Fig.  33 (ß),  welche  parallel  zu  P, 


Flg.  8S. 


Fig.  SS. 


ist.  Die  eifste  Spur  dieser  Ebene  aei  die  zur  Aclise  OX  parallele  Gerade  MN, 
Die  neue  Ebene  schneidiet  nun  die  beiden  gegebenep  Ebenen  in  den  Ge- 
raden ajB  und  Bcj,  welche  bez.  parallel  zu  den  Spuren  QR  und  UV  sind. 


Darstellung  der  Ebenen. 
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Der  Punkt  B,  in  welchem  diese  Linien  sich  treffen,  ist  ein  zweiter  Punkt 
der  gesuchten  DurchschnittsUuie,  welche  nun  durch  B  und  d^  bestimmt  ist. 
Um  die  Projektionen  des  Punktes  B  in  Fig.  33  (a)  zu  bestimmen,  pro- 
jiciert  man  die  Punkte  a^  und  c,,  in  welchen  die  Spuren  SQ  und  TU 
toqMN  getroffen  werden,  auf  die  Achse  OX  nach  a,  und  c^.  Durch  a^ 
und  C3  zieht  man  a^b,  und  b^Cg  bez.  parallel  zu  den  Spuren  QR  und 
UV,  dann  ist  a^b^c,  die  zweite  Projektion  des  Dreiecks  a|Bci  ^^^  f*^'S* 
lieh  auch  \  die  zweite  Projektion  des  Punktes  ß.  Die  erste  Projektion 
\  des  letzteren  liegt  senkrecht  unter  \  auf  MN.  Projiciert  man  noch  djj 
auf  die  Achse  OX,  dann  sind  bjd^  und  b^d,  die 

gesuchten  Projektionen  der  Durchschnittslinie. 

15)  Die  Projektionen  der  Durchschnittslinie  zweier 
Ebenen  zu  finden,  deren  erste  Spuren  unter  sich  pa- 
rallel sind. 

16)  Die  Projektionen  der  Durchsclmittslinie  zweier 
Ebenen  zu  finden,  wenn  weder  die  ersten  noch   die 
zweiten  Sporen  sich  innerhalb  der  Grenze  n  der  Zeichen- 
fläche treffen. 

Man  bestimme  nach  14}  zwei  Punkte  der  Durch- 
schnittslinie. 

17)  Für  die  in  Fig.  34  (a)  bis  (e)  ange- 

ffl)  (/) 


^ 


R 


Flg.  34  {ß  bis  a). 

gebenen    Ebenen    die    Projektionen    der 
Durchschnittslinie  zu  finden. 

In  (a)  ist  SQR  die  erste  Ebene  und 
T  Q  U  die  zweite.  Bei  (ß)  sollen  die  Spuren    x 
beider  Ebenen   parallel  ziir  Achse  sein. 
QR  und  ST  gehören  der  ersten  Ebene 
und   UV   und  WM   der  zweiten  Ebene     ^ 
an.     In   (5)  ist   die  Ebene  SQR   durch 


(^) 


Flg.  34(0. 
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erste  und  zweite  Spur,  die  andere  Ebene  durch  ihre  zweite  und  dritte 
Spur  gegeben. 

Durchschnitt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene. 

18)  Die  Aufgabe,  den  Durchschnittspunkt  einer  geraden  Linie  mit 
einer  Ebene  zu  bestimmen,  ist  diejenige,  welche  in  den  praktischen  An- 
wendungen der  Darstellenden  Geometrie  namentlich  auf  Durchdringungen 
und  Schattenkonstruktionen  am  häufigsten  vorkommt.  Es  ist  deshalb  von 
der  grössten  Wichtigkeit,  dass  der  Anfänger  sich  mit  der  Lösung  der- 
selben vollkommen  vertraut  macht. 

Erster  Fall.  Die  gegebene  Ebene  SQR  (Fig.  35)  sei  senkrecht  zur 
zweiten  Projektionsebene  P,.  a^b^  und  a,bg  sind  die  Projektionen  der 
gegebenen  Geraden.  Da  die  zweite  Projektion  der  Ebene  mit  der  Spur 
QR  zusammenfällt,  so  hegt  die  zweite  Projektion  c,  des  gesuchten  Durch- 
schnittspunktes ebenfalls  in  QR  und  zugleich  in  agb^.  Die  erste  Pro- 
jektion Cj  findet  man  durch  die  zur  Achse  senkrechte  Gerade  CgCj. 

Dieselbe  Konstruktion  ist  gültig,  wenn  die  Ebene  bei  gleicher  Lag^e 
nicht  durch  ihre  Spuren,  sondern  durch  die  Projektionen  einer  ebenen 


Flg.  35. 

Figur  z.  B.  eines  Dreiecks  (die^fi,  d2egf2)  gegeben  ist,  wobei  die  zweite 
Projektion  dgCg^  sJs  eine  Gerade  erscheint,  s.  Fig.  35  (ß). 

Zweiter  Fall.  Die  Ebene  SQR  habe  eine  beUebige  Lage  (Fig.  36). 
Durch  die  gegebene  Gerade  AB(aibi,  a^bg)  legt  man  eine  Ebene  E;  dieselbe 
schneidet  SQR  in  einer  Geraden  m^ng.  Da  wo  die  letztere  von  AB  ge- 
troffen wird,  ist  der  gesuchte  Schnittpunkt  C.  Die  Lage  der  Hülfsebene 
E  ist  behebig;  die  Auflösung  gestaltet  sich  jedoch  am  einfachsten,  wenn 
man  dieselbe  senkrecht  zu  einer  der  Projektionsebenen  annimmt.  In 
Fig.  36  ist  die  Lösung  dargestellt,  wenn  E  senkrecht  zu  Pi  steht.     Die 
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erete  Spur  der  Hülfeebene  fällt  mit  ajb^  zusammen,  die  zweite  Spur  n^Ug 
steht  senkrecht  zur  Achse  OX.  Die  Schnittlinie  ist  m^ng,  und  ihre  Pro- 
jektionen sind  m^  Uj  und  m^  n^ ,  von  denen  die  erstere  wieder  mit  a^  b^ 
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Fig  S6. 

zusammenfällt  Man  erhält  auf  diese  Weise  in  dem  Schnittpunkt  von 
m^n,  und  a^b,  zuerst  die  zweite  Projektion  c,  des  gesuchten  Durch- 
schnittspunktes. Durcli  die  Senkrechte  CgCj  zur  Achse  findet  man  die 
erste  Projektion  c^  des  Schnittpunktes. 

Man  löse  die  Aufgabe  noch  mit  Hülfe  einer  Ebene,  welche  durch 
die  gegebene  Gerade  geht  und  1)  senkrecht  zu  Pg  steht,  2)  eine  beUebige 
Lage  hat 

Dritter  Fall.  Die  Ebene  SQR  ist  nicht  durch  ihre  Spuren  gegeben, 
sondern  durch  die  Projektionen  einer  ebenen  Figur,  z.  B.  eines  Dreiecks 
(ajbiCi,  ajb^Cg).     Fig.  37. 

Man  lege  wieder  durch  die  gegebene 
Gerade  (d^ej,  d^eg)  eine  Ebene,  welche 
senkrecht  zur  ersten  Projektionsebene 
steht  Die  erste  Spur  und  Projektion 
dieser  Ebene  ist  d^e^  und  sie  schneidet 
das  Dreieck  in  einer  Geraden,  deren  erste 
Projektion  m^ni  in  A^e^  liegt.  Die  zweite 
Projektion  m^u^  dieser  Schnittlinie  findet 
man  leicht  mit  Hülfe  der  beiden  Senk- 
rechten mim,  und  n^Uj.  Sie  trifft 
djCj  in  der  zweiten  Projektion  4  des  ge- 
suchten Schnittpunktes,  dessen  erste  Projektion  f^  senkrecht  unter  f^  auf 
d^Cj  liegt. 


Flg.  37. 
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Fig.  38. 


19)  Den  Abstand  des  Punktes  A(ai%)  von  der  Ebene  SQR  zu  finden. 
Zur  Auflösung  dient  der  folgende  Satz: 

Steht  eine  Gerade  AB  senkrecht  zu  einer  Ebene  SQR,  so  stehen 

auch  ihre  Projektionen  senkrecht  zu  den  gleichnamigen  Spuren  der  Ebene 

(Fig.  38). 

Ist  nämlich  Aa,  mn  die  projiderende 

Ebene,  welche  durch  die  Gerade  AB  und 
ihre  erste  Projektion  a^bi    geht,  so  steht 
dieselbe  senkrecht  zur  ersten  Projektions- 
ebene, und  weil  sie  durch  AB  geht  auch 
zugleich  senkrecht  zur  Ebene  SQR.  Folglich 
steht  die  Spur  QS  senki*echt  zur  Ebene  Aa^ 
mn  und  somit  auch  senkrecht  zu  a,b^.  Auf 
gleiche  Weise  zeigt  man,  dass  a^bg  j   QR. 
Hiernach  kann  man  die  Projektionen  des  vom  Punkte  A  auf  SQR 
zu  fällenden  Lotes  zeichnen.     Nach   18)  bestimmt  man  den  Fusspunkt 
des  Lotes  und  schliesslich  nach  I,  8)  die  wahre  Länge  desselben. 

20)  Den  A'bstand  zweier  parallelen  Ebenen  SQR  und  TUY  zu  finden. 

21)  Den  Abstand  des  PunMses  A  (aia,)  von  derOeraden  BC(biCi,  b^o,  zu  finden  (s.  1 1 ). 
Anl.  z.  Aufl.  Man  lege  durch.  A  die  Ebene  £  senkrecht  zu  der  Geraden  BC,  be- 
stimme den  Durchschnitt  D  der  letzteren  mit  E,  dann  ist  AD  der  gesuchte  Abstand.  Oder: 

Man  lege  durch  A  und  BG  eine  Ebene  und  drehe  die  letztere  um  ihre  erste 
Spur,  bis  sie  mit  P^  zusammenfällt  Nach  Ausführung  der  Drehung  erhält  man  den 
gesuchten  Abstand. 

22)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  A(aia,)  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  z^vei 
gegebene  Geraden  BC(b|Ci,  b^c,),  DE(d|ei,  d^e,)  schneidet 

Anl.  z.  AufL  Man  lege  durch  A(aia,)  und  eine  der  gegebenen  Geraden  eine 
Ebene,  welche  die  andere  Gerade  in  einem  Punkte  M(m|m2)  schneiden  wird,  dann  ist 
AM(aimi,  agmi)  die  gesuchte  Gerade. 

23)  Die  Projektionen  einer  Geraden  zu  finden,  welche  zwei  gegebene  Geraden 
(a,bi,  a,b|)  und  Cidi,  Cjd,)  schneidet  und  einer  dritten  Greraden  (Cifi,  e,f,)  parallel  ist. 

24)  Es  smd  zwei  Punkte  A(aia,)  und  B(btb,)  sowie  eine  Gerade  CD(cidi,  Csd«) 
gegeben.  Die  Projektionen  desjenigen  Punktes  der  Geraden  CD  zu  finden,  welcher 
von  A  und  B  gleiche  Abstände  hat 

AnL  z.  Aufl.  Man  lege  durch  die  Mitte  von  AB  eine  Ebene  senkrecht  zu  AB; 
dieselbe  schneidet  CD  in  dem  gesuchten  Punkte. 

25)  Eine  Ebene  SQR  ist  gegeben.  Man  soll  die  Spuren  einer  zu  SQR  parallelen 
Ebene  bestimmen,  welche  von  der  ersteren  einen  gegebenen  Abstand  hat  (Zwei  Ebenen 
sind  möglich.) 

26)  Die  Projektionen  einer  Geraden  zu  finden,  welche  von  zwei  gegebenen  Ebenen 
gegebene  Abstände  hat    Wie  viele  Geraden  sind  möglich? 

26  a)  Die  wahre  I^ge  einer  Geraden  zu  finden,  welche  zwischen  zwei  gegebenen 
windschiefen  Geraden  liegt  und  einer  dritten  gegebenen  Geraden  parallel  ist. 
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27)  Den  Abstand  zweier  windschiefen  Geraden  zu  finden  (Fig.  39). 
Der  Grang  der  Lösung  ist  der  folgende.  Es  seien  AB  und  CD  die  ge- 
gebenen Geraden.  Durch  eine  derselben,  z.  B.  CD,  wird  eine  Ebene  P 
gelegt,  welche  parallel  zu  AB  ist  (s.  13).  Dann 
fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  G  der 
Geraden  AB  ein  Lot  GE  zu  P.  Durch  den 
Fusspunkt  K  desselben  zieht  man  in  der  Ebene 
P  die  Gerade  EL  parallel  zu  AB.  Diese  trifft 
CD  in  L,  und  wenn  man  noch  HL  parallel  zu 
6K  zieht,  dann  steht  HL  senkrecht  zu  P  und 
folglich  auch  senkrecht  zu  den  beiden  Geraden 
AB  und  CD.  HL  stellt  also  den  gesuchten  Abstand  (Achse  der  Wind- 
schiefen) dar. 

Eonstruktion.  Es  seien  (a|b|,  a^b,),  (c^d^,  c^d^)  (Fig.  40)  die  beiden 
gegebenen  Geraden.  Um  durch  die  letztere  eine  Ebene  zu  legen,  welche  der 


Fig.  89. 


Flfr.  40. 

ersteren  parallel  ist,  zieht  man  die  Gerade  (dje^,  d^e^)  durch  den  auf  der 
zweiten  Geraden  liegenden  Punkt  (djd,)  parallel  zu  (a^bi,  a^b,).  Die  Spuren 
dieser  Parallelen  sind  e^^  und  dj,  ebenso  findet  man  die  Spuren  der  Ge- 
raden (cjdi,  Cjdg)  in  Cj  und  dj.  Durch  c^  und  Cj  geht  die  erste  Spur 
QS  der  gesuchten  Ebene,  und  von  Q  durch  d,  die  zweite  Spur  QR. 
Von  dem  auf  (a^bj,  a^bj)  liegenden  Punkt  (gjgj)  fällt  man  da3  Lot 
(giki,  gjkj)  auf  die  Ebene  SQR,  dann  ist  nach  19)  gikj  J_QS,  ggkjX 
QR.  Nun  werden  nach  18)  die  Projektionen  kj  und  k,  des  Durch- 
schnittes dieses  Lotes  mit  SQR  bestimmt,  (mit  Hülfe  der  Ebene  m^n^n^, 
welche  senkrecht  zur  ersten  Projektionsebene  steht);  durch  (k^kj)  zieht 

Sohlotke,  Oeometile.    L    4.  Aufl.  3 
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man  die  Gerade  (\^i,  Is^)  parallel  zu  (ajbi,  a^b,)  und  durch  den 
Schnittpunkt  derselben  mit  (c^dj,  c^d,)  die  Gerade  (h^lj,  hgl^)  parallel  zu 
(gl kl,  g2k2).  Dann  sind  h|li  und  hjl^  die  beiden  Projektionen  des  ge- 
suchten Abstandes,  dessen  wahre  Grösse  HL  sich  leicht  nach  (11,  8), 
ergiebt. 

Neigungswinkel  zweier  Ebenen. 

28)  Den  Winkel  h  zu  finden,  welchen  eine  durch  ihre  Spuren  ge- 
gebene Ebene  SQR  mit  der  ersten  Projektionsebene  bildet  (Fig.  41). 


Flg.  41. 

Die  Ebene  des  gesuchten  Winkels  sei  a^bib,.  Da  diese  senkrecht 
zu  Pj  und  SQR  steht,  so  muss  die  erste  Spur  a^b^  senkrecht  zu  SQ 
und  die  zweite  Spur  b^b,  senkrecht  zur  Achse  OX  stehen.  Diese  beiden 
Spuren  bilden  nun  die  Katheten  des  bei  \  rechtwinkligen  Dreiecks,  wel- 
ches den  gesuchten  Winkel  h  enthält.  Um  die  wahre  Grösse  desselben 
in  (ß)  zu  bestimmen,  denkt  man  sich  das  Dreieck  um  b|by  so  weit  ge- 
dreht, bis  es  in  P,  fällt.  Bei  dieser  Drehung  beschreibt  a^  einen 
Kreisbogen  aja''  mit  dem  Halbmesser  a^bj  um  b^  als  Mittelpunkt,  wo- 
durch sich  die  wahre  Gestalt  des  Dreiecks  in  a"bib2  und  damit  die  wahre 
Grösse  des  Winkels  bia"b2  =h  ergiebt. 

Man  bestimme  ebenso  die  Winkel,  welche  die  Ebene  SQR  mit  der 

zweiten  und  dritten  Projektionsebene  bildet. 

29)  Die  Spuren  der  Ebenen  zu  finden,  welche  durch,  die  gegebene  Gerade  (aib^, 
agbi)  gehen  und  mit  der  ersten  oder  der  zweiten  Projektionsebene  einen  gegebenen 
Winkel  bilden. 

80)  Durch  den  Punkt  A  (aja,)  eine  Ebene  zu  legen,  welche  mit  Pj  einen  gege- 
benen Winkel  h  bildet,  und  mit  einer  gegebenen  Geraden  (b^Ci,  bgC,)  parallel  ist. 

.31)  Das  Lot,  welches  man  von  0  auf  die  Ebene  £  fällt,  bildet  mit 
den  Achsen  OZ,  OY,  OX  Winkel,  welche  den  Neigungswinkeln  der  Ebene 
E  gegen  die  erste,  zweite,  bez.  dritte  Projektionsebene  gleich  sind  (Fig.  42), 

Da  die  Ebenen  der  drei  Neigungswinkel  senkrecht  zu  der  Ebene 
SQR  stehen,  so  ist  das  von  0  auf  letztere  gefällte  Lot  Od  die  Durclx- 
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schnittsKnie  dieser  drei  Ebenen.   Ist  /RaO  =  h  der  Neigungswinkel  der 
Ebene  SQR  gegen  Pj,  so  ist  Od  _L  ^ß»  ^^^  weil  das  Dreieck  aOR  recht- 
winldig  bei  0  ist  so  ist  auch   /h  =  /  dOR.   Ebenso  wiid  der  Satz  für 
die  beiden  anderen  Neigungswinkel 
nachgewiesen.     Die  Gerade  dO  ist 
die  gemeinschaftliche  Höhe  der  drei 
Dreiecke    aOR,    bOS    und    cOQ, 
velche  die  gesuchten  Neigungswin- 
kel enthalten,  und  zwar  in  Bezug 

auf  die  Hypothenusen  derselben. 

32)  Die  Spuren  einer  Ebene  zu  fin- 
den, welche  mit  den  beiden  ersten  Pro- 
jektionsebenen gegebene  "Winkel  bildet. 

33)  Den  Winkel  zu  finden,  wel- 
chen zwei  gegebene  Ebenen  mitein- 
ander bilden. 

Erster  Fall.  Die  ersten  Spuren  der  beiden  gegebenen  Ebenen 
stehen  senkrecht  zur  Achse  OX,  dann  ist  der  gesuchte  Winkel  demjenigen 
gleich,  welchen  die  zweiten  Spuren  miteinander  bilden. 

Zweiter  Fall.  Die  ersten  Spuren  der  beiden  Ebenen  sind  parallel, 
stehen  aber  nicht  senkrecht  zur  Achse  (Fig.  43). 

Man  zeichnet  zuerst  die  Projektionen  ^>5Ä 

der  DurchschnittsUnie.  Die  zweite  Pro- 
jektion derselben  geht  durch  den  Schnitt- 
punkt b,  der  zweiten  Spuren  der  ge- 
gebenen  Ebenen,  und  sie  ist  paraUel  zur 
Achse  OX.  Projiciert  man  b,  auf  OX 
nach  b|  und  zieht  a^bi  parallel  zu  QS, 
dann  ist  a^b^  die  erste  Projektion  der 
Schnittlinie.  Die  Ebene  des  Neigungs- 
winkels steht  senkrecht  zu  dieser  Schnitt- 
linie, also  auch  senkrecht  zu  P^,  ihre 
erste  Projektion  ist  deshalb  eine  Gerade  mn,  welche  senkrecht  zu  den 
Spuren  SQ  und  UV  steht,  und  sie  schneidet  die  beiden  Ebenen  in  zwei 
Linien,  deren  Projektionen  mp  und  np  sind.  Diese  beiden  Geraden, 
welche  die  Schenkel  des  gesuchten  Winkels  sind,  bilden  mit  der  Spur  mu 
ein  Dreieck.  Durch  Drehung  desselben  um  mn  kann  man  die  wahre 
Gestalt  finden,  indem  man  pp'  gleich  der  Höhe  b^bj  macht  und  p'  mit 

m  und  n  verbindet     Dann  ist  /mp'n  der  gesuchte  Winkel. 

3* 


rig.  43. 
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Dritter  Fall.     Die  Spuren  der  Ebene  haben  eine  beliebige  Lage, 
Es  seien  SQ  und  QR  die  Spuren  der  einen  und  UV  und  (JT  die 
Spuren  der  anderen  Ebene;  bjCi  und  b^c,  die  Projektionen  ihrer  Durch- 
schnittslinie.  Man  zeichnet  die  erste  Spur  mn  einer  Ebene,  welche  senk- 
recht  zu   dieser  Durchschnittslinie   steht ,    dann  ist  rnnJ^b^C},    Diese 


T   n 


Fl«.  44. 

Ebene  schneidet  die  beiden  gegebenen  Ebenen  in  den  Linien  Am  und 
An,  Fig.  44 (ß),  welche  mit  der  Spur  mn  das  Dreieck  Amn  bilden;  das 
letztere  enthält  nun  den  gesuchten  Neigungswinkel  mAn.  Die  Lösung 
der  Aufgabe  erfordert  hiemach  die  Ermittelung  der  wahren  Gestalt  des 
Dreiecks  Amn.  Zieht  man  in  (ß)  Ap,  so  ist  diese  die  Höhe  in  Bezug 
auf  mn  als  Grundlinie,  femer  steht  Ap  wegen  der  Lage  der  Ebene  des 
Neigungswinkels  senkrecht  zu  bjC^.  —  Man  drehe  deshalb  das  bei  c^ 
rechtwinklige  Dreieck  biCjC,  um  b^c,,  bis  dasselbe  in  P^  gelangt  (ziehe 
also  in  (a)  c^c,^^  |  b,c,  und  verbinde  b^  mit  Cj"  durch  eine  Gerade), 
fälle  von  p  aus  das  Lot  pa'  auf  b^c^'^  dann  ist  pa'  die  wahre  Höhe  des 
Dreiecks  Amn,  welche  man  nach  pa''  überträgt  a''mn  ist  nun  die  wahre 
Gestalt  des  Dreiecks  und   /ma"n  der  gesuchte  Neigungswinkel. 

Andere  Lösung  (Fig.  45).  Die  Spuren  der  beiden  gegebenen  Ebenen 
und  die  Projektionen  ihrer  Durchschnittslinie  sind  wie  in  Fig.  44  be- 
zeichnet Man  drehe  die  Ebene  TUV,  d.  h.  denjenigen  Teil,  dessen  Pro- 
jektionen bjCiU  und  bgCgU  sind,  um  die  Spur  UV  in  die  erste  Projektions- 
ebene. Hierbei  behält  die  Seite  biU  ihre  Lage,  während  der  dritte  Eck- 
punkt einen  Kreisbogen  beschreibt,  dessen  Projektion  auf  P^  die  von  c^ 
auf  b^U  gefällte  Senkrechte  c^c'^  ist.   Da  nach  der  Umklappung  die  drei 
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Seiten  des  Dreiecks  in  wahrer  Länge  erscheinen,  so  kann  man  mit  Uc, 
einen  Kreisbogen  zeichnen,  welcher  Cjc"  in  c"  schneidet,  denn  üc,  ist 
die  wahre  Länge  der  einen  Seite  des  zu  drehenden  Dreiecks.  Die  wahre 
Gestalt  desselben  ist  dann  b^c'^U.  Li  gleicher  Weise  erhält  man  in 
bjc'Q  die  wahre  Gestalt 
des  Dreiecks  (bj  c^  Q, 
b^c^Q).  Man  trage  nun 
Ton  \  aus  auf  b|C'  und 
bjc"  die  gleichen  Strecken 
bja'  und  b^a"  ab,  ziehe 

a'mj^bjc'      und 

a  n  J_  DiC  ; 
dann  kann  man  a'm  und 
a'n  als  die,  in  die  erste 
Projektionsebene  nieder- 
geklappten Schenkel  des 
gesuchten  Neigungswin- 
kels ansehen,  welche  mit 
der  Verbindungslinie  der "" 
Punkte  mn  vor  der  Um- 
klappong  das  Dreieck  mAn,  s.  Fig.  44 (ß)^  bildeten.  Aus  mn,  a'm  und 
a'n  konstruiert  man  nun  das  Dreieck  man,  in  welchem  /man  die  wahre 
Grösse  des  Neigungswinkels  der  gegebenen  Ebenen  darstellt 

Eine  dritte  Lösung  ergiebt  sich,  wenn  man  von  einem  beUebigen 
Punkte  Lote  auf  die  beiden  gegebenen  Ebenen  fällt.  Der  Winkel,  wel- 
chen dieselben  mit  einander  bilden,  ist  gleich  dem  Neigungswinkel  der 
beiden  Ebenen,  oder  er  macht  mit  ihm  2  R  aus.  Die  Aufgabe  ist  hier- 
durch auf  (n,  18)  und  (III,  19)  zurückgeführt. 

Zur  weiteren  Übung  mögen  noch  folgende  Aufgaben  dienen. 

34)  Aus  den  drei  Eantenwinkeln  einer  dreiseitigen  Ecke  die  Flächenwinkel  der- 
selben zu  finden. 

35)  Aus  zwei  Kantenwinkeln  und  dem  eingeschlossenen  Flächenwinkel^  oder  aus 
emem  Kantenwinkel  und  den  beiden  anliegenden  Mächenwinkeln  die  übrigen  Stücke 
ZQ  finden. 

36)  Aus  den  drei  Flächenwinkeln  die  Kantenwinkel  zu  finden. 
Diese  Aufgabe  wird  mit  Hülfe  der  Polarecke  auf  34)  zurückgeführt. 

37)  Den  Winkel  zu  finden,  welchen  die  Gerade  (a^bi,  a^b^)  mit  der  Ebene  SQß 
büdet 

AnL  zur  Losung.  Man  fälle  von  einem  beliebigen  Punkte  der  gegebenen  Ge- 
raden ein  Lot  auf  die  Ebene,  bestimme  die  wahre  Grösse  des  Winkels,  welchen  (a^bi, 
aib|)  mit  dem  Lot  bUdet  und  subtrahiere  denselben  von  einem  rechten  Winkel. 
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88)  Es  sind  zwei  Punkte  A(aiaj)  und  B(bib,)  und  eine  Ebene  SQR  gegeben. 
Man  soll  die  Projektionen  desjenigen  Punktes  dieser  Ebene  bestimmen,  dessen  Ver- 
bindungslinien mit  A  und  B  gleiche  Winkel  mit  SQR  bilden  und  in  einer  zur  letz- 
teren senkrechten  Ebene  liegen.    (Spiegelung.) 

39)  Eine  in  Pj  liegende  Figur,  z.  B.  das  Fünfeck  abcde  und  die 
Ebene  SQR,  welche  senkrecht  zu  Pg  steht  und  deren  erste  Spur  mit  der 
Seite  cd  zusammenfällt,  sind  gegeben.  Man  soll  das  Fünfeck  um  die 
zur  Achse  OX  senkt^chte  Spur  SQ  drehen,  bis  es  in  die  Ebene 
SQR  fällt.  Die  Projektionen  des  Fünfecks  nach  der  Drehung  sind  zu 
bestimmen  (Fig.  46). 

Die  erste  Projektion  des  Fünf- 
ecks fällt  bei  der  gegebenen  Lage 
mit  demselben  zusammen,  und  die 
zweite  Projektion  a'b'e'c'd'  liegt  in 
der  Achse  OX.  Diese  Projektion 
gelangt  aber  durch  die  Drehung  der 
Figur  um  QS  in  die  zweite  Spur  der 
gegebenen  Ebene  nach  ajbje^c'd', 
indem  jeder  der  Punkte  a',  e',  b' 
einen  Kreisbogen  um  den  Mittel- 
punkt Q  beschreibt,  während  c'  und 
d'  an  der  Stelle  bleiben.  Die  ersten 
Projektionen  der  Ecken  behalten  bei 
der  Drehung  fortwährend  dieselben 
Abstände  von  OX,  d.  h.  sie  bewegen 
sich  auf  geraden  Linien,  welche  pa- 
rallel zur  Achse  sind.  Auf  den  letzteren  ergeben  sich  die  ersten  Pro- 
jektionen der  Eckpunkte  durch  die  von  a^,  b^,  ej  gefällten  Senkrechten 
zu  OX  in  a^,  bj,  c,  d,  e^. 

Anmerkung.  Jede  Seite  des  Fünfecks  abcde  trifft  mit  ihrer  ersten 
Projektion  nach  der  Drehung  in  demselben  Punkte  der  Spur  QS  zusammen. 
Ist  z.  B.  n  der  Punkt,  in  welchem  QS  von  ae  geschnitten  wird,  so  muss 
auch  a^Oi  nach  n  gehen,  weil  jeder  Punkt  von  QS  seine  Lage  während 
der  Drehung  beibehält. 

40)  Die  vorige  Aufgabe  unter  denselben  Bestimmungen  zu  lösen,  wenn  die  ge- 
gebene Figur  ein  Kreis  ist  Durch  einen  gegebenen  Punkt  der  ersten  Projektion  nach 
der  Drehuug  eine  Tangente  an  dieselbe  zu  ziehen. 

41)  Man  soll  die  in  der  ersten  Projektionsebene  liegende  Figur 
abcde  durch  Drehung  um  die  Spur  SQ  in  die  Ebene  SQR  bringen, 
wenn  die  letztere  eine  beliebige  Lage  hat  (Fig.  47). 


Barstellung  der  Ebenen. 
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Man  stelle  eine  nene  Projektionsebene  STR  auf,  welche  senkrecht 
zu  SQR  und  P|  steht  In  dieser  Ebene  liegen  die  Schenkel  des  Neigungs- 
winkels, welchen  SQR  mit  Pj  bildet  Die  erste  Spur  ST  steht  senkrecht 
zu  SQ  und  die  zweite  Spur  SR  senkrecht  zur  Achse  OX.  Um  die 
wahre  Grösse  des  Neigungswinkels  zu  bestimmen^  mache  man  TR^  |   ST 


ng.  47. 

und  gleich  TR.  Zieht  man  noch  R'S,  so  ist  /TSR'  gleich  dem  ge- 
suchten Winkel.  Die  gegebene  Figur  ist  nun  um  einen  Winkel  zu  drehen, 
welcher  dem  Nebenwinkel  USR'  von  /TSR'  gleich  ist  Da  die  Ecken 
a,  b,  c,  d,  e  Kreisbögen  beschreiben,  deren  Halbmesser  die  Abstände 
dieser  Punkte  von  der  Spur  SQ  sind,  so  kann  man  diese  Halbmesser 
durch  Senkrechten  von  a,  b,  c,  d,  e  aus,  auf  US  übertragen,  und  um 
S  als  Mittelpunkt  die  Bj'eisbögen  a'a",  b'b",  c'c",  d'd",  e'e"  zeichnen. 
Die  ersten  Projektionen  behalten  während  der  Drehung  ihre  Abstände 
von  UT,  d.  h.  sie  bewegen  sich  auf  Geraden,  welche  parallel  zu  UT 
sind.  Man  findet  demnach  die  erste  Projektion  aibjCidiCi  des  Fünfecks, 
wenn  man  die  Geraden  a^a^,  Vb^  c^Cj,  d"di,  e^ej  senkrecht  zu 
ST  zieht. 

Um  die  zweite  Projektion  b,  eines  Eckpunktes  zu  finden,  ziehe  man 
durch  hl  die  Senkrechte  zur  Achse  OX,  und  trage  auf  dieser  den  Ab- 
stand des  Punktes  b"  von  ST  als  Höhe  des  betr.  Punktes  über  P^  von 
OX  aus  ab.  In  Fig.  47  ist  von  b"  aus  die  Gerade  b"b'"  parallel  zu  ST 
gezogen,  dann  mit  dem  Halbmesser  Tb"'  der  Kreisbogen  b'"b""  gezeichnet, 
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endlich  noch  die  Gerade  b'^'b,  parallel  zur  Achse  OX  gezogen,  wodurch 

ebenfalls  b^  bestimmt  wird. 

42)  Die  Projektion  einer  in  Pj  liegenden  Figur  nach  der  Drehung  derselben 
um  eine  Gerade  zu  finden,  welche  ebenfalls  in  P^  liegt,  wenn  die  Projektion  eines 
Eckpunktes  nach  der  Drehung  gegeben  ist.  Es  soll  hierbei  weder  eine  zweite  Pro- 
jektion, noch  der  Drehungswinkel  benutzt  werden. 

48)'  Die  erste  Projektion  einer  Figur  F,  welche  in  der  Ebene  SQR  liegt,  ist 
gegeben.  Man  soll  die  zweite  Projektion  und  die  wahre  Gestalt  von  F  bestimmen 
(Umkehrung  von  [41].    Die  Konstruktion  ist  leicht  aus  Fig.  47  zu  erselicn.) 

44)  Die  beiden  Projektionen  einer  dreiseitigen  Pyi-amide  sind  gegeben,  man. 
soll  die  Neigungsw^inkel  ihrer  Ebenen  gegen  einander  bestimmen  und  die  Abwickelung 
der  Mantelfläche  zeichnen. 

45)  Die  Projektionen  einer  dreiseitigen  Pyramide  zu  finden,  welche  auf  P^  steht, 
wenn  gegeben  sind: 

a)  Die  auf  P^  liegende  Grundfläche  und  die  Längen  der  drei  Kanten,  welche 
die  Ecken  der  Grundfläche  mit  der  Spitze  verbinden; 

b)  Die  Grundfläche,  eine  Seitenfläche,  und  der  Neigungswinkel  beider; 

o)  Die  Grundfläche,  die  Neigungs\vinkel  zweier  Seitenflächen  gegen  die  erste  re, 
und  die  Länge  deijenigen  Kante,  welche  diese  Seitenflächen  gemeinschafÜich 
haben. 

d)  Die  Grundfläche  und  die  drei  Neigungswinkel  der  Seitenflächen  gegen  die 
erste re. 

46)  Durch  die  Gerade  (a,bi,  a,b|)  eine  Ebene  zu  legen,  welche  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  (c^c,)  den  Abstand  m  hat. 


IV.  Abschnitt. 

Ebene  Darchschnltte  der  Körper. 

1)  Die  Projektionen  des  Durchschnittes  eines  Prisma's  mit  einer 
Ebene,  die  wahre  Gestalt  der  Schnittfigur  und  die  Abwickelung  der 
Mantelfläche  des  Prisma's  zu  finden. 

a)  Das  Prisma  sei  gerade  und  stehe  mit  seiner  Grundfläche  auf  P^ . 
Die  Schnittebene  SQR  sei  senkrecht  zur  zweiten  Projektionsebene  (Fig.  48). 
Die  erste  Projektion  N^  des  Prisma's  ist  in  diesem  Falle  die  Grundfläche 
aibiCidiOi.  Die  zweite  Ng  ergiebt  sich  durch  Projicieren  der  Eckpunkte 
^1}  \}^i7  ^ly  ®i  ^uf  OX.  Die  Höhe  der  zweiten  Projektion  ist  zugleich 
die  wahre  Höhe  des  Prisma's.  Ebenso  leiclit  ist  die  dritte  Projektion  X3 
zu  zeichnen.  Da  die  Schnittebene  senkrecht  zu  Pj  steht,  so  fällt  die 
zweite  Projektion  a^bgCgd^ej  der  Durchsclmittsfigur  mit  der  Spur  QB  zu- 


Ebene  Durchsclmitte  der  Körper. 
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sammen,  während  die  erste  Projektion  wieder  ajbiCid,ei  ist.  Leicht  er- 
giebt  sich  hieraus  auch  die  dritte  Projektion,  und  durch  Umklappung 
der  Ebene  SQR  um  die  Spur  QS  die  wahre  Gestalt  a'b'c'd'e'  des  Durch- 
schnittes.   Die  Mantelfläche  M  besteht  aus  fünf  Rechtecken,  deren  Grund- 

z 


Fig.  4a 

linien  ab,  bc  u.  s.  f.  gleich  a^bj  bez.  bjCi  .  .  .  sind.  Die  gemeinschaft- 
liche Höhe  ist  derjenigen  des  Prisraa's  gleich.  Die  Seiten  der  Durch- 
schnittsfigur auf  der  abgewickelten  Mantelfläche  ergeben  sich  durch  Über- 
tragen der  Höhen,  in  welchen  a,,  b^,  c,,  d,,  e,  über  der  Achse  OX  Hegen, 
auf  die  entsprechenden  Kanten  von  M. 

Anmerkung.  Jede  Seite  der  ersten  Projektion  aibiCid^ei  muss  die 
entsprechende  Seite  der  wahren  Gestalt  a'b'c'd'e'  in  demselben  Punkte 
der  Spur  SQ  treffen.  (Vergl.  HL  39.)  Da  femer  in  M  alle  Linien  in 
wahrer  Länge  erscheinen,  so  ist  auch  a"b"  =  a'b';  b"c"  =  b'c',  u.  s.  f. 

Man  zeichne  Fig.  48  auch  in  schiefer  Projektion. 

ß)  Das  Prisma  sei  das  vorige,  aber  die  Ebene  SQR  habe  eine  be- 
liebige Lage  (Fig.  49). 

Die  erste  Projektion  der  Schnittfigur  fällt  wieder  mit  der  Grund- 
fläche aibjCidjei  zusammen.  Die  Bestimmung  der  zweiten  Projektion 
führt  somit  auf  in.  6  u.  6.  Man  zeichne  figi  als  Verlängerung  von 
Cjdi  und  betrachte  dieselbe  als  erste  Projektion  einer  in  SQR  liegenden 
Geraden,  deren  zweite  Projektion  fgg^  sich  leicht  durch  die  beiden  Senk- 
rediten  fj^  und  gig,  zur  Achse  OX  ergiebt.  fggg  schneidet  die  Kanten 
c'c"  und  d'd"  in  Cj  bez.  dg,  welches  nun  die  Projektionen  zweier  Eck- 
punkte des  gesuchten  Durchschnittes  sind.  In  gleicher  Weise  kann  man 
die  übrigen  Punkte  finden. 
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Die  zweite  Projektion  eines  Durchschnittspunktes  kann  auch  bestimmi 
werden,  indem  man  durch  die  erste,  z.  B.  a^,  eine  Gerade  aim^  parallel 

zur  Spur  QS  zieht  und  ajm^ 
als  erste  Projektion  einer  in 
SQR  liegenden  Geraden  be- 
trachtet. Die  letztere  ist  dann 
ebenfalls  parallel  zur  Spur  QS 
und  folglich  auch  parallel  zur 
ersten  Projektionsebene.  Man 
ziehe  demnach  m^m}  senk- 
recht zu  OX  und  m^s^  pa- 
rallel zu  OX,  dann  ist  mga, 
die  zweite  Projektion  der  Ge- 
raden, welche  a'a"  in  dem 
gesuchten  Punkte  e^  trifit. 

Die  wahre  Gestalt  der 
Schnittfigur  zu  bestimmen  (s. 
III,  41). 

•y)  Die  Schnittebene  ist 
nicht  durch  ihre  Spuren,  son- 
dern durch  die  beiden  Projek- 
tionen einer  begrenzten  Figur, 
z.  B.  eines  Dreiecks  (a^biCi, 
ajjbjC,)  gegeben  (Fig.  60). 

Die  Lösung  ist  leicht  und 
bleibt  dem  Anfänger  über- 
lassen. Man  bestimme  auch 
noch  die  wahre  Gestalt  des 
Dreiecks  mit  der  darauf  lie- 
genden Durchschnittsfigur. 

8)  Die  Abwickelung  der 
Mantelfläche  eines  schiefen 
Prisma's  zu  zeichnen  (Fig.  51). 
Das  Prisma,  dessen  Projek- 
tionen Nj  und  N,  sind,  stehe 
mit  der  unteren  Grundfläche  aibjCidie,  auf  Pj.  Die  erste  Projektion  der 
oberen  Grundfläche  fällt  jetzt  nicht  mehr  mit  der  unteren  Grundfläche  zu- 
sammen. Die  Seitenflächen  desPrisma's  und  ihre  Projektionen  sindParallelo- 
gramme.  Weil  aber  die  Seiten  3er  Grundfläche  mit  denen  der  Seitenflächen 
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Terschiedene  Winkel  einsclüiessen^  so  werden  sie  in  dem  abge>yickelten 
Mantel  einen  gebrochenen  linienzng  büden.  Man  durchschneidet  deshalb 
das  Prisma  mittelst  einer  Ebene  SQR,  welche  saikrecht  zu  den  Kanten 
steht  Nach  II,  19  muss  die  Spur  SQJ_ail,  und  QR,!,«^!,  sein.  Die 
Dorchschnittspunkte  der  Kanten  des  Prisma's  mit  der  Ebene  SQR  könnte 


Flg.  51. 

man  nach  III,  18  ermitteln;  da  aber  zur  Zeichnung  des  Mantels  auch  die 
wahre  Gestalt  des  Schnittes  zu  bestimmen  ist,  so  stellt  man  wie  in  III,  41 
eine  neue  Projektionsebene  TÜV  auf,  welche  senkrecht  zu  der  Spur  QS 
steht  Auf  diese  Ebene  projiciert  man  das  Prisma  und  die  Ebene  SQR  und 
klappt  sie  endlich  in  die  Horizontalebene  nieder.  Die  leicht  zu  be- 
stimmende Projektion  des  Prisma's  ist  dann  b'm'p'e',  wobei  zu  bemerken 
ist,  dass  p'm'  als  Projektion  der  oberen  Grundfläche  des  Prisma's  parallel 
zu  TU  ist,  und  ihr  Abstand  von  TU  gleich  der  aus  der  zweiten  Projektion 
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ZU  entnehmenden  Höhe  von  l^n,  über  OX  sein  muss.  Die  Projektion 
der  Ebene  SQB  auf  TUV  ist  nach  der  Umklappung  der  letzteren  die 
Gerade  SR',  welche  mit  SU  den  Neigungswinkel  der  Ebene  SQR  gegen 
die  erste  Projektionsebene  bildet  und  wie  in  lU,  41  bestimmt  wird.  In 
dieser  neuen  Projektion  zeigt  sich  der  gesuchte  Durchschnitt  als  die  in 
SR'  hegende  Gerade  k'g'.  Die  Eckpunkte  fg'h'i'k'  kann  man  durch 
Senkrechten  zu  SU  auf  die  Kanten  a^l^,  b^m^  .  .  .  .  projicieren,  wodurch 
sich  nun  die  erste  Projektion  des  Durchschnittes  ergiebt.  Die  zweite 
Projektion  und  die  wahre  Gestalt  f"g"h"i"k"  werden  wie  in  III,  41  ge- 
funden. 

Bei  der  Abwickelung  des  Mantels  wird  nun  der  gefundene  Umfang 
der  Schnittfigur  zu  einer  geraden  Linie  gg  ausgestreckt  Man  macht 
fg  =  f"g",  gh  =  g"h"  u.  s.  f.  und  zieht  durch  f,  g,  h,  i,  k  Senkrechten 
zu  gg.  Die  wahren  Längen  der  letzteren  sind  aus  der  Seitenprojektion 
des  Prisma's  zu  entnehmen,  so  dass  fl  =  TT,  gm  =  g'm'  u.  s.  f.,  ebenso 
fa  =  fa',  gb  =  g'b'  ...  zu  machen  ist 

2)  Die  Projektionen  des 
Durchschnittes  einer  Pyra- 
mide mit  einer  Ebene  zu 
finden. 

Die  Lösung  dieser  Auf- 
gabe ist  leicht.  Man  zeichne 
die  nachstehenden  Fälle: 

a)  Die  Pyramide  steht 
mit  ihrer  Grundfläche  auf 
Pj  und  die  Schnittebene 
SQR  stehe  senkrecht  zu  P^ 
(Fig.  52).  Die  zweite  Pro- 
jektion des  Schnittes  ist 
eine  mit  QR  zusammen- 
fallende Gerade,  woraus 
sich  auch  leicht  die  beiden 
anderen  Projektionen  ergeben.  Man  zeichne  auch  die  wahre  Gestalt  des 
Schnittes  und  die  Abwickelung  der  Mantelfläche. 

b)  Die  Spuren  der  Schnittebene  haben  eine  beliebige  Lage  (Fig.  63). 

Man   erweitert   eine    Seitenfläche    (c^dim^,   Csdgm,),    bis   sie    die 

Projektionsebenen  schneidet.     Die  erste  Spur  dieser  Ebene  ist  r^l,  die 

Verlängerung  von  c^di.     Um  die  zweite  Spur  zu  bestimmen,  ziehe  man 

durch  die  Spitze  (m^mj)  die  Gerade  (mjUj,  mgU,)  parallel  zu  der  Spur 


Fig.  52. 
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r,];  die  zweite  Projektion  dieser  auch  zu  F,  parallelen  Geraden  ist  parallel 
zur  Achse  und  sie  trifil  F,  ia  dem  senkrecht  über  d,  liegenden  Punkte 
n,.  Da  diese  Gerade  in  der  erweiterten  Ebene  jener  Seitenfläche  hegt, 
so  ist  die  zweite  Spur  der  letzteren  In,.  Die  Ebene  FiIdj  schneidet  Qua 
die  Ebene  SQR  in  der 

Geraden  (rjO,,r(0()iind  -^^ 

die  Strecken   h,i,    und  /}\ 

hji,  sind  nun  die  Pro-  ^1    \ 

jekdonen  einer  Seite  der  \ '  I      \ 

Durchschnittsfigur,   h^l^  'I         ^ 

und   Cjd,    treffen    sich  yii-<     V 


i<^ 


hiernach  in  demselben 
Punkte  r,  der  Spur  SQ. 
Ans  gleichem  Grunde 
müssen  auch  b,c,  und 
%\  oder  ajb,  und  f,g, 
Q.  s.  t  auf  8Q  zusam- 
mentre&u,  so  dass  also 
hiernach  die  erste  Pro- 
jektion der  Schnittfigur  gefunden  werden  kann,  wenn  ein  Eckpunkt  der- 
selben bestimmt  ist  Die  zweit«  Projektion  findet  man  leicht  mit  Hülfe 
der  ersten. 

Andere  Lösung.  Man  ermittele  die  Durchscbnittspunkte  der  ein- 
zelnen Eajiten  mit  der  Ebene  SQR  nach  (III,  18),  indem  man  durch  jede 
derselben  eine  Ebene  legt,  welche  entweder  senkrecht  zur  ersten  oder 
zur  zweiten  Projektionsebene  ist 

Endlich  kann  man  noch  wie  in  Aufgabe  1,  h)  dieses  Abschnittes  eine 
neue  Projektionsebene  autstellen,  welche  senkrecht  zur  Ebene  SQR  nnd 
zu  P,  steht,  und  auf  dieselbe  Weise  wie  dort  verfahren.  Diese  Kon- 
struktion  ist  besonders  dann  vorteilhaft,  wenn  aach  die  wahre  Gestalt 
der  Schnittfläche  bestimmt  werden  soll. 

c)  Die  Schnittebene  ist  nicht  durch  ihre  Spuren,  sondern  als  be- 
grenzte Figur,  etwa  durch  die  Projektionen  eines  Dreiecks  gegeben.  Mau 
konstruiere  auch  die  wahre  Gestalt  des  Dreiecks  mit  derjenigen  der  dar- 
auf liegenden  Dnrchschuittsfigur. 

Die  Kegelschnitte. 
Zu  den  krummen  Linien,  welche  für  die  darstellende  Geometrie,  wie 
überhaupt  für  das  Zeichnen  von  Wichtigkeit  sind,  gehören  besonders  die 
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sogenannten  Kegelschnitte:  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel,  welche  durch 
den  Schnitt  einer  Ebene  mit  einem  geraden  Kegel  von  kreisförmiger  Basis 
entstehen.  Unter  diesen  Kurven  ist  die  Ellipse  diejenige,  welche  in  den 
Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie  am  häufigsten  vorkommt.  Es 
sollen  deshalb  hier  die  für  das  Zeichnen  besonders  charakteristischen 
Eigenschaften  derselben  und  diejenigen  der  übrigen  Kegelschnitte  soweit 
als  nötig  untersucht  und  elementar  begründet  werden. 

3)  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  M,  für  welchen  die  Summe 
seiner  Verbindungslinien  mit  zwei  gegebenen  festen  Punkten  A  und  B  un- 
veränderlich ist,  heisst  eine  Ellipse  (Fig.  64). 

Die  Kurve  ist  hiernach  leicht  zu  konstruieren.  Ist  FG=2a  die  gegebene 
Summe,  so  nimmt  man  den  Punkt  K  beliebig  auf  FG  an,  zeichnet  von 

A  und  von  B  aus  Kreisbögen  mit 
den  Halbmessern  FK  bez.  GK.  Diese 
schneiden  sich  im  Punkte  M  der 
Ellipse,  weü  AM  +  BM  =  FG  ist. 
Ein  zweiter  Schnittpunkt  derselben 
Kreisbögen  ist  N.  Vertauscht  man 
die  beiden  Halbmesser  so,  dass  AP 
bez.  AQ  =  GK  und  BP  bez.  BQ  = 
FK  ist,  so  erhält  man  zwei  neue 
Punkte  P  und  Q,  welche  ebenfalls 
der  gesuchten  Ellipse  angehören. 
Durch  Veränderung  der  Lage  des  Punktes  K  auf  FG  kann  man  nun 
leicht  so  viele  Punkte  der  Ellipse  bestimmen,  als  zur  Zeichnung  derselben 
erforderlich  sind. 

^ABM^  /\ABN;  deshalb  haben  M  und  N  gleiche  Abstände  von 
DE  und  liegen  ausserdem  auf  einer  Senkrechten  zu  DE.  Weil  auch 
AABM^A^BP^^ABQ,  so  liegen  P  und  Q  ebenfalls  symmetrisch 
in  Bezug  auf  DE.  Ferner  liegen  P  und  M  sowie  auch  Q  und  N  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  durch  die  Mitte  C  von  AB  gehende  Senkrechte 
zu  DE.  Die  vier  Punkte  M,  N,  P  und  Q  haben  deshalb  auch  gleiche 
Abstände  von  C. 

A  und  B  heissen  die  Brennpunkte,  DE  =  AD  +  BD  =  2a  die 
grosse  Achse,  JH  =  2b  die  kleine  Achse  der  Ellipse. 

4)  Wird  ein  gerader  Kreiskegel  oder  Cylinder  von  einer  Ebene  in 
einer  geschlossenen  Kurve  geschnitten,  so  ist  der  Durchschnitt  eine 
EUipse. 

Beweis.     Es  sei  OP  der  Schnitt  eines  Kegels,  dessen  Spitze  S  ist 


Flg.  54. 
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(Fig.  55)  mit  einer  Ebene  Q.  Man  lege  in  den  Kegel  eine  die  Mantel- 
fläche in  dem  Kreise  HJ  und  die  Schnittebene  Q  in  dem  Funkte  B  be« 
ruhrende  Kugelfiäche. 


Hg.  55. 


Flg.  56. 


Eine  zweite  Kugel  unterhalb  der  Schnittebene  Q  berühre  dieselbe  in 
A  and  den  Kegelmantel  in  dem  Bereise  EL.  Ist  mm  M  ein  Punkt  der 
Dnrchschmttskurve,  so  ist  AM  eine  Tangente  der  unteren,  ebenso  BM 
eine  Tangente  der  oberen  Kugel.  Zieht  man  femer  durch  M  die  Seiten- 
linie der  Kegelfläche,  so  berührt  diese  die  beiden  Kugeln  in  D  und  E. 
Da  nun  die  Tangenten,  welche  man  von  einem  Punkte  an  eine  Kugel 
ziehen  kann,  gleiche  Länge  haben,  so  ist: 

AM  =  EM;  BM  =  DM, 
folgUch    AM  +  BM  =  DM  +  EM  =  DE. 

Für   einen   andern   Punkt   N   der   Durchschnittskurve   findet   man 

ebenso: 

AN  +  BN  =  FG, 

wenn  FG  das  Stück  der  Seitenlinie  ist,  welches  zwischen  den  beiden 
Berührungskreisen  liegt  Da  aber  F6  =  DE  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 
für  jeden  Punkt  der  Durchschnittskurve  die  Summe  der  Entfernungen  von 
A  und  B  dieselbe  ist. 

Dieser  Beweis  ist  auch  wörtlich  fiir  Fig.  66  gültig,  wo  statt  des 
Kegels  eine  Cylinderfläche  von  einer  Ebene  Q  geschnitten  wird. 

5)  Betrachtet  man  in  Fig.  55  und  56  die  Seitenhnien  des  Kegels 
bez.  Cylinders  als  projicierende  Geraden,  so  erscheint  die  EUipse  entweder 
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als  eine  Centralprojektion  eines  der  Kreise  H  J  oder  KL  (oder  auch  jedes 
anderen  auf  der  Kegelääche  liegenden  Kreises)  aus  der  Spitze  S  des  Kegels 
als  Projektionscentrum,  oder  als  eine  schiefe  Parallelprojektion  eines  jeden 
der  Berührungskreise  H  J  und  KL  der  Cylinderfläche.  Die  letzteren  sind 
umgekehrt  gerade  Parallelprojektionen  der  Ellipse. 

Legt  man  durch  die  Achse  des  Gylinders  (Fig.  56)  eine  Ebene, 
welche  durch  die  beiden  Brennpunkte  Ä  und  B  geht,  so  schneidet  dieselbe 
die  Ebene  Q,  zu  welcher  sie  senkrecht  steht,  in  OP,  der  grossen  Achse 
der  Ellipse.  Jede  Sehne  der  Ellipse,  z.  B.  SM,  welche  senkrecht  zu  OP 
steht,  ist  parallel  zur  Ebene  des  Berührungskreises  HJ.  Man  kann 
darum  SM  als  die  Projektion  einer  ebenso  langen  Sehne  DV  des  oberen 
Berührungskreises  betrachten,  welche  senkrecht  zu  dem  Durchmesser  H  J 
steht  Zieht  man  nun  die  projiderende  Gerade  zZ,  parallel  zu  den  Seiten- 
linien der  Cylinderfläche,  so  verhält  sich,  wenn  c  und  C  die  Mittelpunkte 
des  Kreises  HJ  und  der  Elhpse  sind: 

CZ  ;  CO  =  cz :  cH,  und  es  ist  zugleich  ZS  =  ZM  :«=  z  D  =  zV. 

Hieraus  lässt  sich  folgende  Konstruktion  der  Ellipse  herleiten: 

Es  seien  DE  und  FG  (Fig.  57)  die  grosse  und  kleine  Achse  einer 
ElUpse,  C  der  Mittelpunkt  Man  zeichne  einen  Kreis  dfeg,  dessen  Halb- 
messer gleich  der  halben  kleinen  Achse  der  Ellipse  ist  Nun  teile  man 
cd  und  CD  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Teile,  und  ziehe  in  den  Teil- 
punkten H,  K,  .  .  .,  h,  k  .  .  .  Senkrechten  zu  CD  bez.  cd;  mache  H  J  =  hi. 


ng.  57. 


KL  =  kl  u.  s.  f.    J,  L  und  alle  derartig  konstiiiierten  Punkte  gehören 
der  Ellipse  an,  denn  man  hat: 
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CH:CD  =  ch:cd 
CK:CD  =  ck:cd 


u.  s.  f.,  und  zugleich 


HJ  =  hi 
KL  =  kl    u.  8.  f. 
Zeichnet  man  um  die  grosse  Achse  DE  der  Ellipse  als  Durchmesser 
finen  Kreis  (Hauptkreis  der  Ellipse)  und  yerlängert  H J  bis  zum  Umfang 
desselben,  so  verhält  sich:  CH:CD  =  ch:cd. 

Folglich  sind  J'  und  i  ähnUch  liegende  Punkte  der  beiden  Kreise, 
also  Terhält  sich  auch 

HJ':hi  =  CD:cd  oder  HJ' :HJ  =  CD  :  cg  =  a  :  b, 
d.  h.  dmx^  die  EUipse  wird  jede  Senkrechte,  welche  man  von  einem 
Punkt  im  Umfange  des  Hauptkreises  auf  die  grosse  Achse  Tällt,  so  ge- 
teilt, dass  der  in  der  Ellipse  liegende  Abschnitt  sich  zu  dem  im  Kreise 
liegenden  verhält,  wie  die  halbe  kleine  Achse  zur  halben  grossen  Achse 
der  Ellipse. 

Anm.   IstZ  der  Schnittpunkt  von  SQ  mitFG,  so  findet  man  leicht, 

dass  sich  verhält: 

QZ:SZ  =  a:b. 

6)  Die  Konstruktion  der  Ellipse  kann  nach  diesem  Satze  auch  fol- 
gendermassen  ausgeführt  werden.  Man  zeichne  um  die  kleine  Achse  FG 
als  Durchmesser  einen  Kreis,  fälle  von  einem  beUebigen  Punkte  N  des 
Hauptkreises  das  Lot  NP  auf  DE  und  ziehe  den  Halbmesser  CN.  Von 
demjenigen  Punkte  S,  in  welchem  der  letztere  den  kleinen  Kreis  trifft, 
ziehe  man  eine  Gerade  parallel  zu  DE;  diese  schneidet  NP  in  einem 
Punkte  Q  der  EUipse.     Denn  PQ :  PN  =  CS  :  CN  =  b :  a. 

7)  Noch  eine  fiir  praktische  Anwendungen  nützliche  Konstruktion 
der  Ellipse  lässt  sich  hieraus  herleiten,  bei  welcher  die  HülfsUnien  ent- 
behrt werden  können.  Zieht  man  nämlich  QM  parallel  zu  CN,  so  ist 
QM  =  CN  =  a,  TQ  =  CS  =  b.  Da  dasselbe  für  jeden  Punkt  der  Ellipse 
gültig  ist,  so  folgt,  dass  der  Punkt  Q  die  Ellipse 
durchläuft,  wenn  die  Gerade  MQ  (Kante  eines 
Papierstreifens)  mit  den  beiden  Punkten  M  und 
T  an  den  Achsen  gleitet. 

8)  Denkt  man  sich  den  Hauptkreis  (Fig.  58) 
um  die  grosse  Achse  DE  so  weit  gedreht,  bis  ^J 
der  Punkt  G'  senkrecht  über  G  hegt,  was  der 
Anschaulichkeit  wegen  in  Fig.  58  für  die  eine 
Hälfte  des  Kreises  und  der  Eklipse  in  schiefer  »s  &&. 

Schlot ke,  Geometrie.    I.    4.  Aufl.  4 
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Projektion  dargestellt  ist,  dann  wird  auch  J'  senkrecht  über  J  liegen  u.  s.  f. 
Denn,  sind  G"  und  J"  die  Lagen  der  Punkte  G'  und  J'  nach  der  Drehung 
und  Jj  die  Projektion  des  Punktes  J",  so  ist  ^  J,  J"H  rw  ACGG";  folglich 
verhält  sich: 

H Ji  :  HJ"  =  CG  :  CG"  =  b  :  a, 
folglich  fällt  Ji  mit  J  zusammen.,  d.  h.  J  ist  auch  die  Projektion  von 
J''.    Hiemach  ist  die  Ellipse  auch:  die  gerade  Projektion  des  Hauptkreises, 
wenn  der  letztere  einen  Winkel!  G"CG  =  a  mit  der  Ebene  den  EUipse 

bildet,  dessen  Cosinus  gleich  ^^„  = —  ist. 

Projidert  man  die  Tangente  des  Kreises  im  Punkte  J''  auf  die  Ebene 
der  Ellipse,  so  erhält  man  als  Projektion  derselbe  die  Tangente,  welche 
die  Ellipse  in  J  berührt.  Beide  Tangenten  J''T  und  JT  treffen  sich  in 
demselben  Punkte  T  der  Schnittlinie  DE  beider  Ebenen.  Dreht  man  den 
Hauptkreis  um  DE  in  seine  m^prüngliche  Lage  zurück,  so  gelangt  J" 
wieder  nach  J',  während  T  seine  Lage  behält. 

Aufgaben.  9)  Durch  den  Punkt  J  einer  gegebenen  Ellipse  eine 
Tangente  an  dieselbe  zu  ziehen  (Fig.  59). 

Aus  dem  vorigen  er- 
giebt  sich  leicht  folgende 
Konstruktion.  Manzeichne 
um  die  grosse  Achse  DE 
der  Ellipse  den  Hauptkreis, 
ziehe  durch  J  die  Gerade 
HJ'  senkrecht  zu  DE  und 
in  J'  die  Tangente  TJ' 
an  den  Hauptkreis.  Den 
Punkt  T,  in  welchem 
T  J'  die  Verlängerung  der 
grossen  Achse  schneidet, 
verbindet  man  durch  eine  Gerade  mit  J,  daim  ist  JT  die  gesuchte 
Tangente. 

10)  Von  einem  gegebenen  Punkte  M  aus  Tangenten  an  eine  ge- 
gebene Ellipse  zu  ziehen  (Fig.  59). 

Man  ziehe  durch  M  die  Gerade  NPJ_  zu  DE  und  bestimme  auf 
dieser  Senkrechten  den  Punkt  N  so,  dass  PM :  PN  =  b  :  a.  Das  letztere 
erreicht  man,  wenn  man  CGJ_DE  zieht  (dann  ist  CF  =  b,  CG  =  a), 
durch  F  und  M  die  Gerade  QM  bis  zur  grossen  Achse  verlängert  und 
nun  Q  mit  G  verbindet.   Die  letzte  Gerade  trifft  die  Senkrechte  PM  in  N. 


Flg.  59. 
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Zieht  man  nun  toü  N  eine  Tangente  an  den  Hanptkreis  nnd  terlängert 
dieselbe  bis  zum  Durchschnitt  S  mit  DE,  dann  ist  die  Yerbindungslmie 
der  Ponkte  M  und  S  eine  der  gesuchten  Tangenten  der  EHipse.  Zum 
Beweise  ziehe  man  vom  Berührnngspunkte  K  der  Tangente  NS  die  Senk- 
rechte ES  zur  grossen  Achse.     Diese  Senkrechte  trifft  MS  in  L  und  es 

verhaH  sich: 

RLrRK  =  PM:PN  =  b:a, 

wodurdi  die  Behauptung  erwiesen  ist.  Die  zweite  von  M  aus  mögliche 
Tangente  kann  in  gleicher  Weise  konstruiert  werden. 

11)  Die  beiden  Durchsdinittspunkte  einer  Geraden  g  mit  einer  durch 
grosse  und  kleine  Achse  gegebenen  Ellipse  zu  finden  (Fig.  60). 

Sind  DE  und  F6  die 
Achsen  der  Ellipse,  so  ziehe 
man  dnrch  einen  beliebigen 
Punkt  L  der  Geraden  g 
die  Senkrechte  JE  zur 
grossen  Achse,  und  be- 
stimme auf  dieser  den  Punkt 
J  80,  dass  sich  verhält 
KL:KJ  =  b:a.  Wie  in 
der  Y(»igen  Aufgabe  ver- 
langt man  G  F  bis  6  so, 
classBG  =  a,  dann  zieht 
man  dureh  L  und  F  eine 
Gerade  bis  zum  Durch- 
schnitt 0  mit  DE.  Ver- 
längert man  nun  OB,  bis 
sie  die  Senkrechte  EL  in 
J  trifft,  so  verhält  sich  EL :  EJ  =  CF  :  CB  =  b :  a. 

Nun  ziehe  man  die  Gerade  IIJ,  zeichne  um  DE  den  Hauptkreis  der 
Ellipse  und  fälle  von  den  beiden  Punkten  R  und  N,  in  welchen  HJ  den 
Hauptkreis  schneidet,  die  Senkrechten  PN  und  RS  auf  DE.  Diese  Senk- 
rediten  treffen  nun  die  gegebene  Gerade  g  in  den  beiden  gesuehten 
Punkten  M  und  Q.     Denn  man  hat: 

PM  :  PN  =  SQ  :  SR  =  KL  :  E  J  =  b  :  a. 

12)  Mit  Hülfe  des  Satzes,  dass  die  Ellipse  eine  Projektion  des  Haupt- 
kreises ist,  ergeben  sich  noch  manche  wichtige  Eigenschaften  der  Ellipse. 
Es  seien  de  und  fg  (Fig.  61)  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Durch- 
messer des  Ereises,  DE  und  FG  die  Projektionen  derselben;  (die  Ellipse 


ng.  6a 
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und  ihr  Hauptkreis  sind  der  Übersichtlichkeit  wegen  getrennt  voneinander 
gezeichnet). 

Eine  Sehne  mn  des  Kreises,  welche  parallel  zu  dem  Durchmesser 
de  ist^  wird  von  dem  Durchmesser  fg  in  o  halbiert    Die  Projektion  MN 

dieser  Sehne  ist  parallel  zu  DE  (U,  14) 
und  sie  wird  von  dem  Durchmesser  FG 
halbiert.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich, 
dass  jede  Sehne  der  Ellipse,  welche  pa- 
rallel zu  dem  Durchmesser  FG  ist,  von 
DE  halbiert  wird.  Zwei  Durchmesser, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  jeder 
von  ihnen  diejenigen  Sehnen  halbiert, 
welche  dem  andern  Durchmesser  parallel 
sind,  heissen  konjugierte  Durchmesser  der 
Ellipse.  Dieselben  kann  man  hiemach 
immer  als  die  Projektionen  von  zwei  auf- 
einander senkrecht  stehenden  Durchmes- 
sern des  Hauptkreises  ansehen. 

Leicht  ergiebt  sich  hiemach,  dass  die 
Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  Durch- 
messers parallel  zum  konjugierten  Durchmesser  sind.  Die  Tangenten  in 
den  Endpunkten  D,  E,  F  und  G  schhessen  ein  Parallelogramm  HJKL 
ein,  welches  die  Projektion  des  dem  Hauptkreise  umbeschriebenen  Qua- 
drats hikl  ist.  Man  nennt  dasselbe  ein  Tangentenparallelogramm  der 
Ellipse. 

13)  Den  Mittelpunkt  einer  gezeichnet  gegebenen  Ellipse  zu  bestim- 
men (Fig.  61).  Man  halbiere  zwei  parallele  Sehnen  MN  und  QS  und 
ziehe  durch  die  Mitten  0  und  P  den  Durchmessei*  FG.  Die  Mitte  C 
dieses  Durchmessers  ist  der  gesuchte  Mittelpunkt 

14)  In  einem  gegebenen  Punkte  E  einer  gezeichnet  gegebenen  Kl- 
lipse  die  Tangente  an  dieselbe  zu  ziehen  (Fig.  61). 

Man  ziehe  von  E  aus  den  Durchmesser  DE,  halbiere  eine  zu  DC 
parallele  Sehne  MN  in  0  und  ziehe  durch  0  und  den  Mittelpunkt  C 
den  Durchmesser  FG,  welcher  nun  der  zu  DE  konjugierte  Durchmesser 
ist.     Die  gesuchte  Tangente  in  E  ist  parallel  zu  FG. 

15)  Den  Berührungspunkt  einer  schon  gezeichneten  Tangente  zu  finden. 
Ist  JK  (Fig.  61)  die  gegebene  Tangente,  so  halbiere  man  eine    zu 

JK  parallele  Sehne  MN  in  0.    Der  durch  C  und  0    gehende  Durch- 
messer schneidet  JK  im  Berühmngspunkte  G. 
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16)  An  eine  Ellipse  Tangenten  zu  ziehen ,  welche  einer  gegebenen 
Geraden  g  parallel  sind. 

Man  ziehe  durch  die  Mitte  einer  zu  der  Geraden  g  parallelen  Sehne 
den  Durchmesser.  Der  letztere  schneidet  die  Ellipse  in  den  Berührungs* 
punkten  der  gesuchten  Tangenten. 

17)  Die  grosse  und  kleine  Achse  (Hauptachsen)  einer  gezeichnet 
gegebenen  Ellipse  zu  finden  (Fig.  62). 

Man  zeichne  aus  dem  Mittelpunkt  G  der 
Ellipse  einen  Kreis  ^  welcher  dieselbe  in  vier 
Punkten  schneidet.  Nach  3)  liegen  je  zwei 
dieser  Punkte  symmetrisch  zu  einer  der  Haupt- 
achsen. Die  eine  Achse  DE  geht  deshalb  durch 
C  und  durch  die  Mitte  H  der  einen  Sehne  MN 
die  andere  FG  steht  senkrecht  zu  DE. 

18)  Konstruktion  der  Ellipse  aus  zwei 
konjugierten  Durchmessern. 

Es  seien  DE  und  FG  zwei  konjugierte  Durch- 
messer einer  Ellipse,  G  ihr  Mittelpunkt,  so  kön- 
nen dieselben  nach  12)  als  die  Projektionen  von 
zwei  aufeinander  senkrecht  stehenden  Durchmes- 
sern de  und  fg  des  Hauptkreises  angesehen  wer- 
den. Zieht  man  beliebige  Geraden  hi,  kl  u.  s.  f. 
parallel  zu  fg,  so  werden  deren  Projektionen  H  J, 
KL  . .  parallel  zu  CG  sein.  Femer  verhält  sich: 
HJ  :  hi  =  KL  :  kl  =  CG  :  cg  u.s.f.l  .. 
Ebenso  CH  :  ch  =  CK :  ck  =  CD  :  cd  u.  s.  f.)*  *  ^^^'^ 
Zeichnet  man  nun  um  DE  als  Durchmesser 
einen  Kreis  und  errichtet  in  H,  K,  C  .  .  Senk- 
rechten zu  DE,  welche  diesen  Kreis  in  J',  L', 
(j'  .  .  •  treffen,  so  folgt,  weil  Kreise  ähnliche 
Figuren  sind: 

H  J' :  hi  =  KL' :  kl  =  CG' :  cg  u.  s.  f., 
folglich  auch  mit  Rücksicht  auf  (a): 

H  J' :  H J  =  KL' :  KL  =  CG' :  CG 

Zieht  man  deshalb  die  Geraden  J'J,  L'L,  G'G  . 
unter  sich  parallel. 

Man  zeichnet  also  um  einen  der  beiden  gegebenen  Durchmesser,  z.  B. 
DE  einen  Kreis,  errichtet  im  Mittelpunkte  C  das  Lot  CG'  zu  DE  und 
verbindet  den  Endpunkt  G'  mit  dem  Endpunkte  G  des  anderen  Durch- 
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messefB  durch  die  Gerade  G6'.  Zieht  man  nun  durch  einen  beliebigen 
Punkt  H  des  Durchmessers  DE  das  Lot  HJ'  zu  demselben,  £emer  HJ 
parallel  zu  FG  und  J^J  parallel  zu  GG',  so  erhält  man  in  dem  Schuittr 
punkte  J  einen  Punkt  der  gesuchten  Ellipse. 

Man  beweise  noch  folgende  Tangeiiteiik<nistruktion,  Soll  diejenige 
Tangente  gezeichnet  werden,  welche  die  Ellipse  in  J  berührt,  so  ziehe 
man  in  J'  die  Tangente  an  den  Kreis  und  verlängere  dieselbe,  bis  sie 
DE  in  T  schneidet.   Die  Gerade  von  T  nach  J  ist  die  gesuchte  Tangente. 

19)  Die  früher  in  (IB,  4)  angegebene  sdiiefe  Projektion  eines  Kreises 
ist  eine  Ellipse.  Der  Beweis  ergi^  sich  ohne  weiteres  aus  dem  Ver- 
gleich der  Konstruktion  der  Ellipse  in  Fig.  63  mit  derjenigen  in  (IB,  4) 
angegebenen  Fig.  16,  wenn  man  sich  den  zu  projicierenden  Kreis  mit  dem 
Durchmesser  ab  auf  die  gleichnamige  Gerade  in  Fig.  16(ß)  gelegt  denkt, 
ab  und  cd  sind  in  ß  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse. 

Anmerkung.  Ist  M'  ein  beliebiger  Punkt  der  Kreisäächei  welcher 
auf  KL'  liegt,  so  schneidet  die  zu  G'G  parallele  Gerade  M'M  die  Gerade 
KL  in  einem  Punkte  M,  welcher  die  Projektion  Ton  M'  ist 

20)  Aus  zwei  konjugierten  Durchmessern  der  Ellipse  die  Hauptachsen 
derselben  zu  bestimmen  (Fig.  64). 

Wird  die  Ellipse  aus  den  b^den  konjugierten  Durchmessern  DE  und 
FG  wie  iu  Fig.   64  konstruiert,  so  schneidet  der  mn  DE  gezeichnete 

Kreis  die  Ellipse  ausser  in  D  und 
E  noch  in  zwei  anderen  Punkten  J 
und  L,  welche  zunäclist  bestimmt 
werden  sollen.  Hierzu  ist  nötig,  die- 
jenigen zu  CG'G  ähnlichen  Hül&drei- 
ecke  zu  zeichnen,  für  welche  die  zu 
G'  G  parallele  S^te  eine  Sehne  des 
Kreises  ist.  Man  ziehe  durch  die 
liGtte  0  Yon  G'G  eine  Gerade  senk- 
recht zu  G'G.  Der  Punkt  H,  in  wel- 
chem dieselbe  DE  trifft,  ist  von  G' 
und  G  gleich  weit  entfernt,  und  kann 
deshalb  als  Mittelpunkt  eines  neuen 
Kreises  angesehen  werden,  welcher 
durch  G'  und  G  geht.  In  diesem  letzteren  hat  nun  das  Dreieck  CG'G 
eine  solche  Lage,  dass  G'G  eine  Sehne  desselben  ist.  Das  gesuchte 
Dreieck  KJ' J,  welches  dem  Dreieck  CG'G  ähnlich  ist  und  in  dem  Kreise 
DG'EF'  auch  eine  ähnliche  Lage  haben  muss,  findet  man,  wenn  man 


Fig.  64. 
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4efi  Halbmesser  CJ  parallel  zu  HG  zieht  Der  Punkt  J  ist  dann  der 
ähnlich  liegende  Punkt  zu  G,  und  von  hier  aus  ist  das  Dreieck  KJ'J 
leicht  zu  zeichnen,  da  die  Seiten  desselben  deige&igen  des  Dreiecks  GG'G 
parallel  sind.  Die  Halbierungslinie  €M  des  Winkels  JC£  ist  nun  die  eine 
Achse,  und  senkrecht  ssu  dieser  steht  die  andere  kdne  KQ  der  Qlipse. 
Cm  die  Längen  der  beiden  Achsen  zu  bestimmein,  ziehe  man  durch  den 
Poskt  M,  in  wekhem  die  Gerade  JK  von  GM  geschnitten  wird,  eine 
Parallele  zu  GG.    Diese  Parallele  tritt  J'K  in  dem  Ponkte  M'  der  Kreis- 


Flg.  G5. 

fläche^  dessen  Projektion  M  ist  Zieht  man  demnach  durch  M^  den  Halb- 
messer CP'  und  durch  P'  wieder  eine  Parallele  zu  G'G,  so  schneidet 
diese  CM  in  P,  dem  Endpunkt  der  einen  Achse.  Da  die  beiden  Haupt* 
achsen  koiqugierte  Durchmesser  der  Ellipse  sind,  so  müssen  sie  die  Pro- 
jektionen   Yon   zwei  aufeinander  senkrechten  Durchmessern  des  Kreises 
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sein.     Man  zieht  also  CR'_LCP'  und  durch  R'  die  Gerade  R'R  parallel 
zu  G'G.     Hierdurch  ist  nun  R  bestimmt. 
Eine  andere  Auflösung  siehe  Anhang. 

21)  Die  Lage  eines  gegebenen  Dreiecks  gegen  die  erste  Projektionsebene 
so  zu  bestimmen,  dass  die  Projektion  desselben  ein  gleichseitiges  Dreieck  wird. 
Anl.  zur  Aufl.  Es  sei  ABC  (Fig.  66)  das  gegebene  Dreieck,  welches 
in  der  ersten  Projektionsebene  oder  parallel  mit  derselben  liegen  mag. 
Um  ABC  konstruiere  man  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  Durch- 
schnittspunkt M  der  drei  Mittellinien  des  Dreiecks  ist.  Man  verlängert 
AM  so,  dass  HM  =  AM  ist,  und  zeichnet  über  AH  als  Durchmesser  einen 
Kreis.  Errichtet  man  in  dem  Schnittpunkte  von  BC  und  AH  (Mitte  von 
BG)  die  Senkrechte  EJ  zu  AH  und  verbindet  J  mit  G,  so  kann  man 
wie  in  18)  Fig.  63  die  Ellipse  durch  Dreiecke,  welche  K  JG  ähnlich  sind 
und  ähnlich  liegen,  konstruieren.  Die  Zeichnung  der  Ellipse  selbst  ist 
allerdings  nicht  erforderlich,  nur  ihre  Hauptachsen  DE  und  FG  müssen 
bestimmt  werden,  was  nach  20)  auszufuhren  ist.  Man  stelle  nun  die 
zweite  Projektionsebene  P^  so  auf,  dass  die  Achse  OX  parallel  zur  grossen 
Achse  der  Ellipse  wird,  drehe  die  letztere  um  die  kleine  Achse  so  weit, 
bis  die  erste  Projektion  der  grossen  Achse  an  Länge  gleich  der  kleinen 
Achse  wird.     Die  erste  Projektion  der  Ellipse  wird  dann  ein  Kreis  sein, 

und  die  Projektion  des 
gegebenen  -  Dreiecks  ein 
diesem  Kreise  einbeschrie- 
benes gleichseitiges  Drei- 
eck werden.  Es  ist  näm- 
lich der  Mittelpunkt  des 

Kreises  zugleich  der 
Durchschnitt  der  drei 
Mittellinien  der  Projektion 
des  Dreiecks.  Nach  diesen 
Andeutungen  wird  die 
Konstruktion  leicht  aus- 
zufuhren sein. 

22)  Rodenbergs  Kon- 
struktion der  Ellipse  aus 
^  zwei  konjugierten  Durch- 

messern. 
Diese  Konstruktion  ist  zuerst  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher 
Ligenieure,  Bd.  XXVH,  S.  803,  angegeben  und  mit  Hülfe  der  Theorie 
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des  MomentaDcentnims  nachgewiesen.  Wir  geben  hier  eine  andere  Her- 
leitnng,  welche  sich  unmittelbar  an  die  vorhergehenden  Entwickelungen 
äDschliesst. 

Es  seien  DE  und  FG  (Fig.  66)  die  gegebenen  konjugierten  Durchmesser, 
DG'EF  der  um  DE  gezeichnete  Kreis,  J  ein  wie  in  Fig.  63  konstruierter 
Punkt  der  Ellipse,  so  dass  also  /\^K3'J  (^/\CG'G  ist.  Man  ziehe  GH 
und  JM  parallel  zu  DE;  dann  yerhält  sich:  CH  :  CG'  =  KM  :  KJ^  Ein 
uni  C  mit  dem  Halbmesser  CH  gezeichneter  Kreis  schneidet  den  Radius 
CJ'  in  L.  Man  kann  deshalb  in  der  vorigen  Proportion  CH  und  CG'' 
durch  GL  bez.  CJ'  ersetzen,  woraus  folgt: 

CL  :  C  J'  =  KM  :  K  J'. 

Diese  Proportion  zeigt,  dass  L  in  der  Verlängerung  von  JM  liegt. 
Man  ziehe  GO  ||  CG'   und  CO  ||  G'G,  dann  ist,   wenn  man  CE  =  ai, 
CH  =  bi  setzt: 
GO  =  CG'  =  ai    und    GN  =  CH  =  bi,    folgUch    NO  =  ai— b^. 

Zieht  man  ebenso  JQ  ||  CJ',  so  ist,  weil  GQ  auch  parallel  zu  J'J: 

JQ  =  CJ'  =  ai;    JP  =  CL  =  bi,    folgUch:    PQ  =  ai— bi. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  Punkt  G  die  EUipse  durchläuft,  wenn 
die  Gerade  GO  mit  den  beiden  Punkten  N  und  0  auf  CE  bez.  CO  fort- 
bewegt wird. 

Diese  Konstruktion,  welche  ähnlich  wie  die  in  (7)  angegebene,  mit- 
telst eines  Papierstreifens  ausgeführt  werden  kann,  ist  besonders  nützlich 
bei  schiefen  Projektionen  des  Kreises,  wo  in  der  Regel  zwei  konjugierte 
Durchmesser  gegeben  sind. 

23)  Es  sei  FGKL  (Fig.  67)  ein  Quadrat,  welches  durch  die  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  von  je  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  in 
vier  kongruente  Quadrate  zerlegt  ist.  Macht  man  GS  =  Ay,  so  treffea 
sich  die  beiden  Geraden  H5  und  Jy  in  einem 
Punkte  ^,  welcher  auf  dem  Umfange  des  dem 
Quadrate  FGKL  einbeschriebenen  Kreises  liegt. 

Beweis.  AHG6  ist  dem  Dreieck  AJy 
kongruent,  weil  beide  in  zwei  Seiten:  AJ  =  HG 
und  Ay  =  G8  und  den  rechten  Winkeln  JAy 
und  HG 5  übereinstimmen.    Folglich  ist 

/HJe  =  /GH8. 
Da  n\m  HJ_LGH,    so  muss  auch  J5_LH8 
stehen,  folglich  liegt  der  Scheitel  des  rechten 
Winkels  HeJ  auf  dem  um  HJ  als  Durchmesser  gezeichneten  Kreise. 

Wird  nun  das  Quadrat  FGKL  auf  eine  demselben  nicht  parallele 
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Ebene  projiciert,  so  wird  die  Projektion  des  einbeschriebenen  Kreises  eine 
Ellipse  und  die  des  Quadrats  ein  TangentenparaUelograinm.  Das  letEtere 
geht  in  ein  Rechteck  über,  wenn  eine  Quadratseite  parallel  zur  Pro 
jektionsebene  ist.  Hiernach  erkennt  man  leicht  die  Richtigkeit  der  fol- 
genden Konstruktionen  der  Ellipse  aus  den  Hauptachsen  oder  zwei  kon- 
jubelten  Durchmessern  DE  und  HJ  (Fig.  66  und  69). 

Mau  zeichnet  die  vier  Tan- 
genten in  den  Endpunkten  D, 
E,  J  und  H,  welche  nadi  1 2) 
ein  Tangentenparallelogramm 
oder  im  ersten  Falle  ein  Recht- 
eck bilden.  Nun  teile  man 
EG  und  A£  in  dieselbe  An- 
zahl gleicher  Teile.  Zieht  man 
von  J  aus  gerade  Linien  durch 
die  Teilpunkte  Yj,  Yj>  Ts  •  •  v 
und  Ton  H  aus  durch  fi^,  h^y 
&g  . . .,  so  schneiden  sich  Jy^ 
und  H5|  in  e^;  Jyi  und  HS^ 
in  e,  u.  s.  f.  Die  Punkte  e^ , 
e,  .  .  .  gehören  nun  der  ge- 
suchten Ellipse  an. 

24)  Aus  der  in  3  ge- 
gebenen Entstehungsweise  der 
Ellipse  leiten  wir  noch  einige  andere  Eigenschaften  der  Ellipse  ab.  Zu- 
nächst soll  folgender  Hülfissatz  bewiesen  werden: 

Liegt  ein  Punkt  ausserhalb  oder  innwhalb 
der  Ellipse,  so  ist  die  Summe  seiner  Entfernungen 
von  den  Brennpunkten  A  und  B  grösser  bez. 
kleiner  als  2  a  (Fig.  70). 

Man  ziehe  von  dem  ausserhalb  liegenden 
Punkte  M  die  Geraden  AM  und  BM  nach  den 
Brennpunkten  A  und  B.  Einen  der  Schnitt- 
punkte dieser  und  der  Ellipse,  z.  B.  P,  verbinde 
man  mit  dem  Brennpunkte  B,  dann  ist: 
PM  +  BM>BP. 
Wird  auf  beiden  Seiten  AP  addiert,  so  kommt: 

AP  -f  PM  +  BM  >  AP  -f  BP 
oder     AM  +  BM>2a. 


Fig.  69. 


Flg.  70. 
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liegt  Q  innerhalb,  so  ziehe  man  \<m  A  die  Gerade  AQ,  bis  sie  die 
Ellipse  in  P  triffi  und  verbinde  P  nnd  Q  mit  B,  dann  ergiebt  sich  leicht 

BQ<BP  +  PQ, 
and  wenn  man  auf  beiden  Seiten  AQ  addiert: 

AQ  +  BQ<BP-|.AQ  +  PQ 
AQ  +  BQ<BP  +  AP 
d.  h.    AQ  +  BQ<2a. 
Umgekehrt  folgt  hieraus:  Wenn  die  Summe  der  Entfernungen  eines 
Pimktes  Yon  den  beiden  Brtonpunkten  kleiner  oder  grösser  als  2  a  ist» 
so  liegt  der  Punkt  innerhalb  bez.  ausserhalb  der  EUipsa. 

25)  Die  Tangente  in  einem 
Punkte  M  einer  gegebenen  Elhpse 
ist  die  Halfaäerungslinie  des  Aussen- 
Winkels  desjenigen  Dreiecks,  wel- 
ches die  von  den  Brennpunkten  A 
mki  B  nach  dem  Punkte  M  ge- 
zogenen Strahlen  mit  der  grossen 
Achse  büden  (Fig.  71). 

Beweis.  Es  sei  MT  die  Hal- 
bierungslinie des  Winkels  BMD;  N 
ein  belidlHger  Punkt  auf  MT,  dann 
ist  zu  beweisen,  dass  N  ausserhalb 
der  Ellipse  liegt.  Man  verlängere 
AM  um  die  Strecke  MD  =  BM 
and  zidie  AN,  DN  und  BN;  dann  igt: 

ADMN^BMN,    weil    BM  =  DM,    MN  =  MN 
/ DMN  =  / BMN.    FolgUch  ist  auch  BN  =  DN. 

AN  +  DN>AM  +  DM, 
oder    AN  +  BN>AM  +  BM, 
d.  h.    AN  +  BN  >  2a. 
Hieraus  ergiebt  eich,  dass  N  ausserhalb  der  Ellipse  hegt.    Da  dasselbe 
fiir  jeden  anderen  Punkt  der  Geraden  MT  ausser  M  gilt,  so  ist  dieselbe 
eine  Tangente. 

Zieht  man  noch  die  Gerade  BD,  so  ist  /\,  BMD  gleichschenklig. 
Folglich  halbiert  die  Tangente  als  Halbierungshnie  des  Winkels  an  der 
Spitze  die  Grundlinie  BD  dieses  Dreiecks  und  steht  senkrecht  zu  der- 
selbe. Der  Punkt  D  heisst  der  Gegenpunkt  der  Tangente  MT  in  Be- 
zug auf  den  Brennpunkt  B.  Verlängert  man  BM  um  die  Strecke  GM 
=  AM,  so  steht  audi  AG  senkrecht  zur  Tangente  MT  und  wird  von  der 
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letzteren  halbiert.  G  ist  der  Gegenpunkt  der  Tangente  in  Bezug  anf 
den  Brennpunkt  A.  Jeder  Punkt  der  Tangente  ist  von  einem  Brenn- 
punkt« und  dem  zugehörigen  Gegenpunkte  gleich  weit  entfernt. 

Ferner  ist:     AD  =  ÄM  +  DM  =  ÄM  + EM  =  2a 
und    BG=GM  +  BM=AM  +  BM  =  2a. 

Jeder  Gegenpunkt  hat  von  dem  nicht  zugebörigen  Brennpunkte  den 
Abstand  2  a. 

Man  löse  hiemach  noch  die  beiden  Aufgaben: 

Von  einem  Punkte  ausserhalb  Tangenten  an  eine  Ellipse  zu  ziehen. 

An  eme  Ellipse  Tangenten  zu  ziehen,  welche  einer  gegebenen  Ge- 
raden parallel  sind. 

26)  Fällt  man  von  den  beiden  Brennpunkten  A  und  B  Lote  auf 
eine  Tangente,  so  liegen  die  Fusspunkte  deraelben  auf  dem  Hanptkreise 
der  Ellipse. 

In  Fig.  71  Bind  AG  und  BD  Senkrechten  zur  Tangente  MT.  Es 
ist  nun  zu  zeigen,  dass  CF=:GE=a  ist.  Nun  sind  C  und  E  die 
Mitten  der  Seiten  AB  and  BD  des  Dreiecks  ABD,  folglich  ist  GE  =  ^AD, 
und  daAD  =  2a  ist,  so  folgt  CE=a.  Ebenso  ist  CF  als  Verbindungs- 
linie der  Mitten  von  AB  und  AG  gleich  iBG  =  a. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  folgende 
Konstruktion  der  Elhpse  durch  eio- 
büllende  Tangenten,  wenn  die  grosse 
Achse  DE  und  die  beiden  Brennpunkte 
A  und  B  gegeben  sind.  Man  zeichne 
um  DE  den  Haiiptkreis  und  ziehe 
durch  die  beiden  Brennpunkte  zwei 
parallele  Geraden  MN  und  OP.  Die 
letzteren  kann  man  als  die  Lote  be- 
trachten, welche  man  von  A  und  B 
auf  eine  Tangente  der  Ellipse  fällen 
^g  7]_  kann.   Da  aber  die  Fusspunkte  dieser 

Lote  auf  dem  Hauptkreise  liegen,  so 
sind  die  Verbindungslinien  der  Punkte  N  und  0,  bez.  M  und  P,  zwei 
Tangenten  der  Ellipse. 
Die  Parabel. 

27)  Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  M,  welcher  von  einer  festen 
Geraden  AB  (LeitUnie  oder  Direktrix)  und  von  einem  gegebenen  Punkte 
F  (Brennpunkt)  gleiche  ÄbslÄnde  hat,   heisst  eine  Parabel  (Fig.  73). 

Man  ziehe  durch  den  Brennpunkt  F  die  Gerade  CX  senkrecht  zur 
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Leitlinie  AB.  Zieht  man  in  beliebigem  Abstände  CG  die  Gerade  HK 
parallel  zu  AB  und  zeichnet  um  F  mit  dem  Halbmesser  CG  einen  Kreis- 
bogen, 80  schneidet  derselbe  HK  in  den  Punkten  M  und  M',  welche  beide 
der  Parabel  angehören.  Da  nach  dieser  Konstruktion  MM'  als  Sehne 
des  Kreises  durch  FX  halbiert  wird,  und  dasselbe 
fiir  alle  auf  einer  Senkrechten  zu  CX  liegenden 
Punkte  der  Kurve  gilt,  so  folgt  hieraus,  dass  die  -^ 
Parabel  durch  die  Gerade  CX  in  zwei  kongruente 
Teile  geteilt  wird.  Der  Punkt  S,  in  welchem  die 
Kui-ve  CX  schneidet,  liegt  der  gegebenen  Erklä-  c- 
nmg  zufolge  in  der  Mitte  zwischen  C  und  F.  CX 
hcisst  die  Achse,  S  der  Scheitel  der  Parabel.  Da 
die  Abstände  eines  Punktes  der  Parabel  vom 
Brennpunkt  und  der  Leitlinie  beliebig  gross  ge- 
macht werden  können,  so  erstreckt  sich  die  Kurve 
ins  Unendliche. 

Ein  Punkt  in  dem  von  der  Parabel  begrenzten  Teile  der  Ebene, 
welche  den  BrennpunktF  enthält,  heisst  ein  innerer,  und  wenn  er  nicht 
iu  diesem  Teile  liegt,  ein  äusserer  Punkt. 

Für  einen  Pimkt,  welcher  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Parabel 
liegt,  ist  der  Abstand  vom  Brennpunkt  grösser  bez.  kleiner,  als  von  der 
Leitlinie. 

Beweis.  P  sei  ein  äusserer  Punkt  Man  ziehe  durch  P  die  Gre- 
rade  NR  parallel  zur  Achse  CX  bis  an  die  Parabel  und  verbinde  P  und 
B  mit  F.     Dann  ist: 

PF-f  PR>RF;     RF  =  NR  =  NP  +  PR,     folgHch  auch: 

PF  +  PR>NP  +  Pß, 
also    PF>NP. 

Liegt  Q  innerhalb  der  Parabel,  so  ziehe  man  QN  parallel  zu  CX 

und  verbinde  den  Schnittpunkt  R  mit  F.     Dann  folgt: 

FQ<FR+QR,    und  da    FR  =  RN, 

FQ<RN  +  QR, 

oder    FQ<NQ. 

28)  Zieht  man  von  einem  Punkte  M  der  Parabel  eine  Gerade  nach 

dem  Brennpunkt  F  und  eine  Senkrechte  MQ  zur  Leitlinie,  so  ist  die 

Halbierungslinie  des  Winkels  QMF  die  Taugente  im  Punkte  M  (Fig.  74). 

Beweis.     Es  sei  N  ein  beliebiger  Punkt  der  Halbierungslinie  MT 

des  Winkels  QMF.     Man  ziehe  QN  und  fälle  von  N  ein  Lot  NL  auf 

,    die   LeitUnie   AB,    dann    ist    AFNM^AMNQ,    denn    QM  =  MF; 
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MN  =  MN;  / QMN  =  / NMF.  Folglich  ist  auch  NQ  =  NF.  Femer 
ist  NQ>LN,  folglich  auch  NF>LN.  Der  Punkt  N  liegt  also  nach 
27)  ausserhalb  der  Parabel,  was  audi  für  jeden  anderen  Punkt  der  Gre- 

raden  MT,  ausgenommen  M,  gfiltig  ist. 
Folglich  ist  MT  die  Tangente  in  M. 
Da  /QMT  =  /MTF,  so  ist  auch 
/MTF  =  /FMT,  folghch  A  FMT 
gldchsehenklig,  FM  =  FT.  Zeichnet 
man  demnach  um  F  als  Mittelpunkt 
mtea  Kreisy  welcher  durdi  M  gdit,  so 
schneidet  derselbe  die  Achse  CX  in  zwei 
Punkten  T  und  U.  Die  Goude,  welche 
M  mit  T  verbindet,  ist  die  Tangente 
und  MU  die  Normale  für  den  Punkt  M. 
Wenn  man  Ton  M  die  Senkrechte 
MP  zu  CX  zieht,  so  ist:  CP  =  QM  =  MF  =  FT,  also  auch  CP  =  FT; 
femer  ist  CS  =  FS.  Subtrahiert  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  von- 
einander, so  folgt:  CP  —  CS  =  FT  —  FS,  oder  PS  =  TS.  ffieraus  folgt 
wieder  eine  sehr  einfache  Tangentenkonstruktion. 

Verbindet  man  F  mit  Q,  so  ist  A  ^^Q  gleichschenkhg,  folglich 
halbiert  TM  die  Grundlinie  QF  in  G  und  steht  senkrecht  zu  derselben. 
Der  Punkt  Q  heisst  deshalb  der  Gegenpunkt  der  Tangente  MT  in  Bezug 
auf  den  Brennpunkt  F. 

Da  A  PMT  gleiehschenkKg  ist  und  FGJ_MT,  so  ist  G  auch  die 

Mitte  der  Tangente  MT. 

Die  Tangente  im  Scheitel  S  steht  senk- 
recht zur  Achse  der  Parabel,  und  da  TS  =  PS 
ist,  so  geht  die  Scheiteltangente  durch  G. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion  der  ^ 
Parabel  durdi  einhüllende  Tangenten  (Fig.  75). 
Es  sei  SX  die  Achse  und  SY  die  Scheitel- 
tangente, F  der  Brennpunkt.  Man  ziehe  durch 
F  die  Gerade  DF  beliebig  und  durch  den  Punkt 
D,  in  welchem  dieselbe  SY  trifft,  eine  Senk- 
rechte DE  zu  DF,  dann  ist  DE  eine  Tangente 
der  Parabel.  Durch  Wiederholung  dieser  Kon- 
struktion kann  man  beUebig  viele  Tangenten 


Fig.  76. 


bestimmen. 


29)  Sind  ML  und  MN  (Fig.  76)  zwei  von  einem  Punkte  der  Achse 
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MX  ausgehende  Tsngentoi  (veicbe  demnach  mit  UX  gleiche  Winkel  bilden) 
und  ist  S  der  Scheitel,  AB  ^  Scheiteltangeote,  eo  ist  die  Verbindungalinie 
zweier  Punkte  H  und  J,  welche  Mif 
den  b«den  ersten  Tangenten  ML  und 
MK  so  hegen,  dus  GH^EJ  iet, 
wiedemm  csae  Tangntte  der  Parabel. 
Beweis.  Zidke  EFJ_MN,  dann 
ist  F  der  Brennpunkt.  Trift  nun  HJ 
die  Scbeiteltangeate  m  D,  so  ist  xh 
mgm,  dasB  DF_|_HJ  stciit  Man 
□ebe  Qocb  die  HülUinea  F6,  FH 
utd  JF,  femer  HK  paiallel  su  AB, 
dann  ist: 

AEFJ^  AFGH, 
denn    EF^FG    (F  liegt  auf  der  HalbierungaHnie 
da  WiBkek  LHN) 

EJ  =  GH 

/FGH  =  /FEJ  (R) 


J 

^ 

/J*' 

J 

f^\ 

x^ 

^ 
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<\ 
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■\  '■/ 
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\ 

t\ 

folgUch  ist  FH  =  FJ,  und  somit  A  ^HJ  gleifAschenktig.  Ferner  ist 
GH  =  E£  =  EJ;  folglich,  weil  HK  |I  DE,  auch  DtI  =  HJ.  Also  ist  D 
die  Mitte  der  Grundlinie  des  gletchscbenkligen  Dreiecks  FHJ,  folgUch 
DKJ^HJ.  Hienms  leitet  man  fidgende  sehr  praktische  Konstruktion 
der  Parabel  ab,  welche  auch  in  der  gr^iuschen  Statik  viel^he  An- 
wendung findet. 

Man  trage  von  E  aus  auf  MN  tmd  von  G  aus  aruf  ML  zu  beiden 
Seiten  eine  beliebige  Anzalü  gleicher  Teile  ab  jr 

and  Terbinde  die  Teilpunkte  Bj,  a^,  a,  .  .  . 
mit  b,,  b],  bg  .  .  .,  wie  in  Fig.  T7  angegeben 
ist  Die  Verbindungslinien  sind  dann  sämt- 
lich Tangenten  der  Parabel.  ar<[ 

30)  Folgende  Aufg&bcu  lassen  sich  nikch  dem  \ 
Torhergehenden  Don  leicht  lösen. 

Ton    einem    Punkte    H    Tnogenteo    an    eine 
durch  Brennfiunkt  und  Leitlinie  gegebene  Parabel  zu 

An  eine  Parabel  eine  Tangente  zu  ziehen,  welche  einer  gegebenen  OenKlen 
pandlel  ist 

31)  Ein  gerader  Kreiskegel  wird  von  einer  Ebene  P,  welche  einer 
Seitenlinie  des  Kegdmantels  parallel  ist,  in  einer  Parabel  geschnitten. 
F.S  Bei  ABS  deijenige  Acbsensclinitt  des  Kegels,  welcher  senkrecht  zu  P 
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Flg.  78. 


steht,  GH  die  SchnitÜinie  dieser  beiden  Ebenen,  dann  ist  GH  ||  AS. 
KLJ  sei  die  Durchschnittskurve  der  Ebene  P  mit  dem  Kegelmantel. 
Man  lege  in  den  Kegel  eine  den  Mantel  in  dem  Kreise  TNO  und  die 
Ebene  P  in  dem  Punkte  F  berührende  Kugel.  Die  Ebene  Q  des  Be- 
rührungskreises ist  parallel  zur  Grund- 
fläche und  senkrecht  zum  Achsen- 
schnitt  ABS.  Daher  schneidet  sie  die 
Ebene  P  in  einer  Geraden  C  D,  welche 
senkrecht  zu  GH  steht.  Von  einem 
beliebigen  Punkte  M  der  Durchschnitts- 
kurve ziehe  man  nach  F  und  nach  S, 
dann  sind  diese  beiden  Geraden  Tan- 
genten der  Kugel,  welche  die  letztere 
in  F  bez.  N  berühren,  folgUch  ist 
MF  =  MN.  Zieht  man  noch  ME  pa- 
rallel zu  GH,  so  ist  auch  ME  parallel 
zu  AS  und  zugleich  senkrecht  zu  CD. 
Durch  AS  und  ME  lässt  sich  demnach  eine  Ebene  legen,  welche  Q  in 
der  Geraden  TE  schneidet.  Da  nun  MS  auch  in  dieser  Ebene  liegt, 
so  geht  TE  durch  den  Punkt  N,  in  welchem  MS  die  Ebene  Q  trifil.  — 
Nun  ist  AENM^ATNS  und  da  TS  =  NS,  so  ist  hiemach  auch 
ME  =  MN.  Da  nun  auch  MF  =  MN  ist,  so  folgt  hieraus  MF  =  ME, 
d.  h.  der  Punkt  M  (und  folglich  auch  jeder  andere  Punkt  der  Durch- 
schnittskurve) hat  von  dem  Punkte  F  und  der  Geraden  CD  gleiche  Ab- 
stände, woraus  hervorgeht,  dass  der  Durchschnitt  der  Ebene  P  mit  dem 
Kegelmantel  eine  Parabel  ist. 

Betrachtet  man  die  Seitenlinien  des  Kegelmantels  als  projicierende 
Geraden,  so  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Parabel  als  eine  Centralpro- 
jektion  des  Kreises,  und  umgekehrt  der  Kreis  als  eine  Centralprojektion 
der  Parabel  angesehen  werden  kann.  Eine  der  projicierenden  Geraden 
ist  der  Projektionsebene  P  parallel. 
Die  Hyperbel. 

32)  Die  Hyperbel  ist  der  geometrische  Ort  eines  Punktes  M,  ftir 
welchen  die  Differenz  seiner  Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  A 
und  B  konstant  ist  (Fig.  79). 

Nach  dieser  Erklärung  lassen  sich  leicht  beliebig  viele  Punkte  der 
Kurve  zeichnen.  Es  sei  N0  =  2a  die  gegebene  Differenz.  Man  nehme 
auf  der  Verlängerung  von  NO  den  Puhkt  P  beUebig,  zeichne  um  A  einen 
Kreisbogen  mit  NP  und  um  B  einen  solchen  mit  OP   als  Halbmesser. 
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Die  Schnittpunkte  M  und  Q  dieser  Kreise  sind  Punkte  der  Hyperbel 
Zeichnet  man  um  B  mit  NP  und  um  A  mit  OP  als  Halbmesser  Kreise, 
so  erhält  man  ein  zweites  Paar  von  Punkten  M'  und  Q'.  Durch  Ver- 
andemng  der  Lage  des  Punktes  P  auf  NO  kann  man  so  viele  Punkte 
bestimmen,  wie  zur  Zeichnung  der  Kurve  nötig  sind. 


0-- 


Stt 


JLL 
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Aus  der  Kongruenz  der  vier  Dreiecke  ABM,  ABQ,  ABM',  ABQ' 
ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Punkte  M  und  Q  sowie  M'  und  Q'  synmie- 
trisch  in  Bezug  auf  die  durch  A  und  B  gehende  Gerade  liegen.  Er- 
richtet man  femer  in  der  Mitte  C  zwischen  A^  und  B  die  Senkrechte  CY 
zu  AB,  so  liegen  auch  M,  M'  und  Q,  Q'  paarweise  symmetrisch  zu  CY. 
Endlich  haben  die  vier  Punkte  M,  M',  Q,  Q'  gleichen  Abstand  von  C. 
Die  beiden  Greraden  CX  und  CY  heissen  wegen  der  angegebenen  Eigen- 
schaft die  Achsen  der  Hyperbel,  A  und  B  die  Brennpunkte.  Sind  femer 
S  und  S^  diejenigen  Punkte  der  Hyperbel,  welche  auf  AB  liegen,  so  ist: 
AS'  =  BS;  femer  AS— BS  =  2a  oder  AS— AS'=2a,  d.h.  SS'=2a. 
Die  Entfernung  der  beiden  Punkte  S  und  S'  (die  Scheitel  der  Hyperbel) 
ist  denmach  gleich  dem  konstanten  Unterschied  der  Strahlen,  welche  von 
den  Brennpunkten  nach  einem  Punkte  der  Hyperbel  gezogen  werden 
können.    Man  nennt  SS'=  2a  auch  wohl  die  Hauptachse  der  Hyperbel. 

Da  die  Entfernungen  eines  Punktes  der  Hyperbel  von  den  Brenn- 
punkten beliebig  gross  gemacht  werden  können,  wenn  beide  nur  den 
gegebenen  Unterschied  2  a  haben,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Kurve  nach 
vier  Seiten  sich  ins  Unendliche  erstreckt. 

Ein  Punkt  liegt  ausserhalb  der  Hyperbel,  wenn  er  in  demjenigen 

Sehlotke,  Geometrie.    L    4.  Aufl.  5 
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Teile  der  Ebene  liegt,  welcher  die  Brennpunkte  der  Hyperbel  nicht  ent- 
halt. Im  anderen  Falle  liegt  der  Punkt  innerhalb  der  Hyperbel. 

33)  liegt  ein  Punkt  ausserhalb  oder  innerhalb  einer  Hyperbel,  so 
ist  die  Differenz  seiner  Entfernungen  von  den  beiden  Brennpunkten  kleiner 
bez.  grösser  ab  2  a  (Fig.  79). 

Beweis.  P"  liege  ausserhalb.  Man  ziehe  AP",  verlängere  dieselbe 
bis  M  und  verbinde  M  und  P"  mit  B;  dann  hat  man: 

AF'  +  F'M  — BM  =  2a, 
P"M+BP">BM; 
folglich    AP"  +  rM  — (P"M  +  P"B)<2a, 
oder    AP"  — BF  <  2a. 
P'  hege  innerhalb.   Man  ziehe  von  B  durch  P'  bis  M  und  verbinde 
M  und  K  mit  A;  dann  folgt: 

AM  — BP'  — FM  =  2a; 
AP'  +  FM>AM 
folglich    AF  +  P'M  — BP'  — P'M>2a 
oder    AP'  — BP' >  2a. 

34)  Die  Halbierungslinie  MT  des  Winkels,  welchen  die  von   den 

Brennpunkten  A  und  B  nach 
einem  Punkte  M  der  Hyperbel 
gezogenen  Geraden  mit  einander 
bilden,  ist  die  Tangente  in  M 
(Fig.  80). 

Beweis.  Es  sei  N  ein  be- 
liebiger Punkt  auf  MT.  Man 
mache  DM  =  BM,  dann  ist 
A  D  =  2a.  Zieht  man  noch  AN 
und  DN,  so  ist: 

ABMN^  ADMN, 
weü  DM==BM,  MN=MN  und 
n«.80.  /BMN  =  ZDMN.  Folglich  ist 

DN  =  BN.     Femer  hat  man: 
AN<AD  +  DN 
BN  =  DN 
woraus  durch  Subtraktion:  AN  —  BN  <  AD,  d.  h.  AN  —  BN  <  2a  sich 
ergiebt.  Folglich  hegt  N  und  somit  jeder  andere  Punkt  der  Geraden  MT 
ausser  M,  ausserhalb  der  Hyperbel.     Demnach  ist  MT  Tangente  in    M. 
AB  MD  ist  gleichschenklig,  weil  BM  =  DM.     Folglich  steht    die 
Tangente  MT  senkrecht  zu  BD  und  halbiert  letztere.    Man  nennt  des- 
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halb  D  den  Gegenpimkt  der  Tangente  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  B. 
Verlängert  man  BM  um  B£  =  AD,  so  ist  /\  Ä EM  gleichschenklig,  und 
MT  steht  auch  senkrecht  zu  AE  und  halbiert  dieselbe.  £  ist  der  Gregen- 
ponkt  der  Tangente  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  A. 

Da  BE  =  AD  =  2a  ist,  so  folgt  noch:  Der  Abstand  eines  Gegen* 
Punktes  vom  nicht  zugehörigen  J^nnpunkte  ist  gleich  2  a. 

Man  löae  hiemach  die  folgenden  Aufgaben: 

Von  einem  gegebenen  Punkte  Tangenten  an  eine  gegebene  Hyperbel 
zu  ziehen. 

An  eine  Hyperbel  Tangenten  zu  ziehen,  welche  einer  gegebenen  Ge- 

■ 

raden  parallel  sind. 

36)  Da  die  Tangente  MT  die  Halbierungslinie  des  Winkels  AMB 

(Fig.  80)  ist,  so  verhält  sich  nach  einem  Satze  aus  der  Planimetrie: 

AT:BT  =  AM:BM. 

Für  den  auf  dem  rechts  liegenden  Zweig  der  Hyperbel  befindlichen 

Punkt  M   ist  der  Abstand   yon   dem  Brennpunkte  A   grösser   als   von 

B.    Folglich   ist   auch  AT]>BT.    Bezeichnet  man  BM  mit  1,  so  ist 

AM  =  1  4-  2  a,  und  die  Proportion  kann  auch  geschrieben  werden: 

AT_l  +  2a_         _2a 

BT~      1       ""     ■*"    1  ' 

Hieraus  erkennt  man,  dass  mit  fortwährend  wachsendem  1  der  Bruch 

2a  AT 

~  fortwährend  abnimmt,  ;^c^   sich  also  mehr  und   mehr   der  Zahl  1 
1  ij  i 

nähert,  und  dieselbe  erreicht,  wenn  1  unendlich  geworden  ist  In  diesem 
Falle  geht  die  Tangente  durch  den  Mittelpunkt  G,  berührt  aber  die  Hy- 
perbel in  unendlicher  Entfernung.  Selbstverständlich  existiert  noch  eine 
zweite  in  Bezug  auf  die  Achse  GX  symmetrisch  liegende  Tangente  von 
derselben  Eigenschaft.  Man  nennt 
diese  beiden  Tangenten  die  Asym- 
ptoten der  Hyperbel  Ihre  Konstruk- 
tion ergiebt  sich  einfach  durch  Be- 
trachtung des  gleichschenkligen  Drei- 
ecks BDM.  Die  beiden  Winkel  an 
der  Grundlinie  BD  werden,  wenn  M 
unendlich  fem  liegt,  in  rechte  Winkel 
übergehen,  folglich  wird  ftir  diesen 
Fall   audi    /ADB  ein  rechter   sein.  wg.  si. 

Uan   zeichne  um  AB,  Fig.  81,    als  Durchmesser  einen  Kreis,   mache 

AD  =  AE  =  2a   und   ziehe  durch  den  Mittelpunkt  C  die  Gerade  CU 

5* 
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parallel  zn  AD,  CV  parallel  zu  AE,  dcuin  sind  GU  und  GV  die  Asym- 
ptoten der  Hyperbel. 

36)  Verbindet  man  in  Fig.  80  die  Punkte  G  und  H  mit  G,  so  ist 
GG  als  Verbindungslinie  der  Mitten  zweier  Seiten  des  Dreiecks  A6D 
gleich  -^ADsa.  Ebenso  ist  auch  GH  =  -^BE  =  a.  G  und  H  sind 
die  Fusspunkte  der  Lote,  welche  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangente 
MT  gefällt  werden.  Hieraus  folgt,  dass  der  Ort  dieser  Fusspunkte  der 
um  G  mit  dem  Halbmesser  a  beschriebene  Ereis  ist  Man  konstruiere 
hiemach  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  in  Fig.  72  für  die  Ellipse  ausge- 
führt isti  die  Hyperbel  durch  eine  Schar  einhüllender  Tangenten. 

37)  Wird  ein  Kegel  von  einer  Ebene 
Q  geschnitten,  welche  zu  zwei  Seitenlinien 
SH  und  SJ  der  Mantelfläche  parallel  ist, 
so  entsteht  als  Schnittfigur  eine  Hyperbel 
(Fig.  82). 

Die  vollständige  Kegelfläche  wird  von 
den  Seitenlinien  zu  beiden  Seiten  der  Spitze 
gebildet.  Man  lege  in  die  beiden  entstan- 
denen Räume  Kugeln  Kj  und  K,,  welche 
die  Kegelfläche  in  Kreisen,  und  die  Ebene 
Q  in  den  Punkten  A  und  6  berühren. 
Verbindet  man  nun  einen  beliebigen  Punkt 
M  der  Durchschnittsfigur  mit  A,  B  und 
der  Spitze  S  des  Kegels,  so  ist  AM  eine 
Tangente  der  Kugel  K,;  BM  Tangente  der 
Kugel  Kj  und  MS  eine  gemeinschaftliche 
Tangente  beider  Kugelff,  welche  dieselben 
in  D  bez.  E  berührt.     Folglich  ist: 

BM  =  EM 
AM  =  DM 
mithin    BM  — AM  =  EM  — DM  =  DR 

Die  DiflFerenz  der  Entfernungen  des  Punktes  M  von  den  beiden  festen 
Punkten  A  und  B  ist  demnach  gleich  dem  Stück  der  Seitenlinie  des  Kegels, 
welches  zwischen  den  beiden  Berührungskreisen  der  Kugeln  K,  und  K, 
liegt.  Da  dasselbe  fiir  alle  Punkte  der  Durcbschnittskurve  gilt,  so  ist 
diese  nach  32)  eine  Hyperbel. 

Nimmt  man  wieder  die  Spitze  S  als  Projektionscentrum  an,  so  er- 
scheint die  Hyperbel  als   eine  Centralprojektion   des  Kreises.     Es    sind 
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in  diesem  Falle  zwei  projicierende  Strahlen  SH  und  8J  mit  der  Pro- 
jektionsebene parallel. 

38)  Durchschnitt  eines  geraden  Cylinders  mit  einer  Ebene. 

a)  Der  Cylinder  (E),  K,)  habe  eine  kreiafönDige  Grundfläche  und 
tte^e  auf  der  ersten  Projektionsebene.  Die  Sdinittebene  SQB  sei  senk- 
lecbt  zur  zweiten  Projektionsebene.  Mau  soll  die  Projektionen  des  Durch- 
schnittes, die  wahre  Qestalt  desselben  und  die  Abwickelung  der  Mantel- 
fläche zeichnen  (Fig.  83). 


Die  gesuchte  Durchschnittsögur  ist  eine  Ellipse  (s.  4  d.  Absehe.), 
deren  erste  Projektion  mit  dem  Grundkreis  zusammenfällt,  und  deren 
zweite  Projektion  a,b,  in  der  Spur  QR  liegt.  Man  teilt  den  Umfang 
des  Gnmdkreises  in  eine  Anzahl  gleicher  Teile  (z.  B.  16,  welche  durch 
fortgesetztes  Halbleren  leicht  zu  bestimmen  sind).  Durch  die  Teilpunkta 
Eehe  man  Seitenlinien  auf  der  Cylinderfläche.  Die  ersten  Projektionen 
derselben  sind  jene  Teilpuokte  des  Grundkreises,  und  die  zweiten  Pro- 
jektionen sind  Geraden,  welche  senkrecht  zur  Achse  OX  stehen.  Diese 
werden  Ton  der  Spur  QU  in  Punkten  geschnitten,  welche  die  den  Teil- 
ponkten  des  Gnmdkreises  entsprechenden  zweiten  Projektionen  der  Durch- 
schnittspunktfi  sind.  Die  Bestimmung  der  dritten  ProjektioD  und  der 
irahren  Gestalt  des  Durdiachnitt«B  geschieht  wie  in  1)  d.  Abschn. 

Soll  man  durch  irgend  einen  Punkt  m  der  niedergeklappten  Ellipse 
eine  Tangente  ziehen,  so  kann  man  die  Konstruktion  derselben  aus  der 
FjttstehuDgsweise  der  Kurve  leicht  herleiten.     Man  ziehe  in  dem  Pnnkte 
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nii,  welcher  die  erste  Projektion  des  Punktes  m  vor  der  Drehung  der 
Schnittebene  darstellt,  die  Tangente  nijt  an  den  Grundkreis,  so  ist  letztere 
die  erste  Projektion  der  gesuchten  Tangente  vor  der  Drehung  und  triffi; 
mit  derselben  im  Punkte  t  auf  der  Spur  QS  zusammen.  Da  nun  bei 
der  Drehung  der  Ebene  der  Punkt  t  seine  Lage  beibehält  und  m|  nach 
m  gelangt,  so  ist  mt  die  Tangente  nach  der  Niederklappung  der  Schnitt- 
figur in  die  erste  Projektionsebene.  Leicht  findet  man  noch  die  in  Fig.  83^ 
angegebene  dritte  Projektion  mgt^  der  Tangente. 

Die  abgewickelte  Mantelfläche  M  des  Cyliuders  ist  ein  Rechteck,, 
dessen  Grundlinie  nn^  dem  Umfang  der  Grundfläche  und  dessen  Höhe  nl 
der  Höhe  des  Cylinders  gleich  ist  Die  Länge  des  Kreisumfanges  ist 
nahezu  =3d-|~^s,  wenn  d  der  Durchmesser  der  Grundfläche,  und  a 
die  Sehne  eines  Viertelkreises  ist.  Bezeichnet  man  den  Halbmesser  mit 
r,  so  ist:  s  =  ry2, 

d.  h.     s=  1,4142135..  r 
also:    js  =  0,2828427  . .  r 
folghch    3d  +  |s  =  6,2828427  , .  r  =  3,14142135  . .  d. 

Da  nun  der  Umfang  =  xd  =  3,1415927  . .  d  betragt,  so  ist  die  Ab- 
weichung des  gefundenen  Wertes  von  dem  wahren  nur  0,0001713  . .  d; 

der  Fehler  ist  also  kleiner  als  0,0002  oder  ^^r^r^  des  Durchmessers,  was- 
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wohl  für  alle  Fälle  genügt. 

Die  Grundlinie  nn^  des  Mantels  teilt  man  in  dieselbe  Anzahl  von 
Teilen,  wie  den  Grundkreis  des  Cylinders,  und  zieht  durch  die  Teilpunkte 
die  Seitenlinien  nach  der  Abwickelung  senkrecht  zu  nn\  Auf  diesen 
liegen  dann  die  Punkte  der  abgewickelten  Durchschnittskurve  in  denselben 
Höhen  über  nn',  wie  die  entsprechenden  zweiten  Projektionen  über  der 
Achse  OX. 

Die  Tangente  für  einen  Punkt  m^  der  abgewickelten  Kurve  lässt  sich 
auch  leicht  bestimmen.  Es  sei  m^  die  erste  Projektion  des  gegebenen 
Punktes,  Cim,  ein  Durchmesser  des  Grundkreises.  Die  Ebene,  welche 
durch  die  Tangente  m^t  und  durch  die  Seitenlinie  in  m^  geht,  ist  eine 
Tangentialebene  der  Gylinderfläche,  und  diese  Ebene  erscheint  im  Grund- 
riss  als  eine  mit  m^t  zusammenfallende  Gerade.  Schneidet  man  den 
Mantel  längs  der  durch  C|  gehenden  Seitenlinie  auf  und  breitet  denselben 
derart  in  jene  Tangentialebene  aus,  dass  die  Hälften  des  Mantels  zu 
beiden  Seiten  dieser  Seitenlinie  liegen,  so  werden  das  Kuryenelement  und 
die  Tangente  an  dasselbe  in  m  ihre  Lage  behalten.     Folghch  bildet  die 
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Tangente  in  m'  mit  nn'  einen  Winkel,  welcher  ihrem  Neigungswinkel 
gegen  die  erste  Projektionsebene  gleich  ist.  Man  trage  deshalb  die 
Strecke  m^t  aus  der  ersten  Projektion  nach  m''t'  ab  nnd  ziehe  m't^ 
dann  ist  die  letztere  die  gesuchte  Tangente. 

ß)  Die  Schnittebene  SQR  habe  eine  beliebige  Lage  (Fig.  84). 

Zieht  man  auf  der  Ebene  SQR 
eine  Gerade  parallel  zur  Spur  QR, 
so  ist  deren  erste  Projektion  m^ni 
parallel  zur  Achse  OX.  Prqjidert 
man  den  Punkt  m^,  in  welchem  diese 
Gerade  die  Spur  QS  trifft ,  auf  die 
Achse  OX  nach  m^,  so  geht  von 
letzterem  Punkte  die  zweite  Projek- 
tion m^n,  der  Geraden  aus  und  zwar 
parallel  zur  Spur  QR.  Die  Gerade 
schneidet  den  Cylinder  in  zwei  Punk- 
ten, deren  erste  Projektionen  a^  und 
\  sind,  und  deren  zweite  Projek- 
tionen a,  und  b|  senkrecht  übet'  a^  und  \  auf  m^n,  hegen.  Auf  diese 
Weise  lassen  sich  beliebig  viele  Punkte  der  zweiten  Projektion  des  Durch- 
schnittes bestimmen. 

Übrigens  kann  man  auch  Hülfelinien  in  der  Ebene  SQR  ziehen, 
welche  parallel  zur  SpurQS  sind,  oder  sonst  eine  beliebige  Lage  haben. 
Man  bestimme  noch  die  Hauptachsen  der  DurchschnittseUipse  und  die- 
jenigen ihrer  zweiten  Projektion. 

i)  Die  Schnittebene  ist  durch  eine  begrenzte  Figur,  z.  B.  durch  das 
Dreieck  (ajbiC,,  a^b^c,)  gegeben  (Fig. 86). 

Die  erste  Projektion  des  Durchschnit- 
tes fallt  wieder  mit  dem  Grundkreis  des 
Cylinders  zusammen. 

Man  zieht  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
eine  beliebige  Gerade  (djCi,  d,e,).  Die- 
selbe schneidet  den  Cylindermantel  in  zwei 
Punkten,  deren  erste  Projektionen  m^  und 
n,  sind.  Die  zweiten  Projektionen  m, 
und  n,  liegen  senkrecht  über  m^  und  Uj 
auf  d^e,. 

Man  zeichne  noch  die  wahre  Gestalt  Fig.  s». 

fies  Dreiecks  mit  der  darauf  liegenden  Durchschnittsfigur.    Für  die  Lösung 
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dieser  Aufgabe  ist  es  zweckmässig,  die  yorhin  angewendeten  Hülfslinien 
parallel  zur  zweiten  Projektionsebene  anzunehmen ,  so  dass  ihre  ersten 
Projektionen,  wie  die^,  parallel  zur  Achse  OX  sind.  Warum?  Bestimme 
auch  die  Hauptachsen  der  DurchschnittseUipse. 

5)  Die  Mantelfläche  eines  mit  der  Grundfläche  auf  der  ersten  Pro- 
jektionsebene stehenden  schiefen  Cylinders  näherungsweise   abzuwickeln. 

Wie  (1,  8)  d.  Abschn.  zu  lösen. 

39)   Durchschnitt  eines  Kegels  mit  einer  Ebene. 

a)  Der  Kegel  sei  gerade,  habe  eine  kreisförmige  Grundfläche  und 
stehe  mit  der  letzteren  auf  der  ersten  Projektionsebene.  Die  Schnitt- 
ebene  SQR  sei  senkrecht  zur  zweiten  Projektionsebene  (Fig.  86). 


Fig.  86. 

Die  zweite  Projektion  der  gesuchten  Schnittfigur  ist  eine  Gerade  o^dj, 
welche  mit  der  Spur  QR  zusammenfällt.  Femer  sei  (a^s^y  ayS,)  eine 
beliebige  Seitenlinie  der  Kegelfläche.  Dieselbe  wird  von  der  Ebene  SQR 
in  einem  Punkte  getrofien,  dessen  zweite  Projektion  m^  ist  Die  erste 
Projektion  m^  dieses  Punktes  liegt  senkrecht  unter  m,  auf  ajSi.  (Den 
Projektionen  a^Sg  und  m,  entsprechen  ausserdem  im  Grundriss  noch  die 
Seitenlinie  b^s^  und  der  Punkt  %.) 

Die  erste  Projektion  m^  eines  Durchschnittspunktes  kann  auch  auf 
folgende  Weise  bestimmt  werden.  Man  durchschneidet  den  Kegel  mittelst 
einer  Ebene,  welche  parallel  zur  ersten  Projektionsebene  ist  und  zugleich 
durch  m^  geht  Der  Durchschnitt  ist  ein  Kreis,  dessen  zweite  Projek- 
tion durch  die  zur  Achse  OX  parallele  Gerade  p^q^  dargestellt  wird.  Die 
erste  Projektion  desselben  ist  ein  um  S|  gezeichneter  Kreis  vom  Durch- 
messer Pgqj.     Der  Kreis  wird  von  der  Ebene  SQR  in  zwei  Punkten  ge- 
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schnitten,  welche  dieselbe  zweite  Projektion  m^  haben,  während  ihre  ersten 
Projektionen  m^  nnd  n^  senkrecht  unter  m^  auf  der  ersten  Projektion 
des  Durchschnittskreises  hegen  (s.  auch  I,  8).  Man  bestimme  nach  diesen 
Angaben  die  drei  Projektionen  des  Durchschnittes ,  welcher  eine  Ellipse 
ist  und  die  wahre  Gestalt  desselben  (Hauptachsen). 

Die  abgewickelte  Mantelfläche  M  ist  ein  Kreisausschnitt,  dessen 
Radius  gleich  der  Seitenhnie  und  dessen  Bogenlänge  dem  Umfang  der 
Grundfläche  des  Kegels  gleich  ist.  Man  zeichne  hiemach  näherungsweise 
die  Mantelfläche  mit  der  Durchschnittskurve  nach  der  Abwickelung. 

ß)   Die  Schnittebene  SQR  hat  eine  beliebige  Lage  (Fig.  87). 

Anl.  zur  Aufl.  Man  durchschneide  den  Kegel  und  die  Ebene  SQR 
mittelst  Hül&ebenen,  welche  der  Grundfläche  des  Kegels  parallel  sind. 
Die  zweite  Spur   einer   solchen 

Ebene  sei  die  zur  Achse  OX  par  /l\  ^  ji 

rallele  Gerade  a^b,.  Diese  Ebene 
schneidet  SQR  in  einer  Geraden, 
welche  der  Spur  SQ  parallel  ist 
Die  zweite  Projektion  derselben 
fallt  mit  a^bj  zusammen;  die 
erste  Projektion  a^b^  findet  man, 
wenn  man  b,  auf  OX  nach  b^ 
projiciert  und  b^ai  parallel  zu 
QS  zieht 

DieHül6ebene  schneidet  fer> 
ner  den  Kegel  in  einem  Kreise 
Tom  Durchmesser  Csd, ,  dessen 
erste  Projektion  der  um  Sj  als 
Mittelpunkt  gezeichnete  Kreis  von  derselben  Grösse  ist.  Der  letztere  wird 
nun  von  ajb^  in  den  Punkten  e^  und  f^  geschnitten,  und  diese  sind  die 
ersten  Projektionen  von  zwei  Punkten  der  Durchschnittskurve.  Die  zwei- 
ten Projektionen  e,  und  4  liegen  senkrecht  über  e^  und  f^  auf  c^d,. 

Man  kann  auch  durch  die  Spitze  des  Kegels  HülCsebenen  legen, 
welche  senkrecht  zur  ersten  Projektionsebene  stehen.  Ist  die  durch  s^ 
gehende  Gerade  TU  die  erste,  ÜV  (_LOX)  die  zweite  Spur  einer  sol- 
chen Ebene,  so  schneidet  dieselbe  den  Kegel  in  den  beiden  SeitenUnien 
(gißj,  g,s,)  und  (hjSi,  hjS,).  Femer  schneidet  sie  die  Ebene  SQR  in 
der  Geraden  (m^n^,  m^n,))  deren  erste  Projektion  m^n^  mit  TU  zu- 
sammenfällt m^n,  schneidet  nun  die  zweiten  Projektionen  jener  Seiten- 
Unien  in   den  Punkten  p,   und  q^,  welche  der  zweiten  Projektion  der 
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gesuchten  Barchschnittskurve  angehören.  Die  ersten  Projektionen  pi  und) 
Qi  liegen  senkrecht  unter  p,  und  q^  auf  TU. 

Steht  TU  senkrecht  zu  SQ,  so  erkennt  man  leicht,  dass  e^fj.  yon 
TU  halbiert  wird.  Die  zweite  Projektion  der  Durchschnittskurve  wird 
deshalb  durch  TU  in  diesem  Falle  in  zwei  kongruente  Teile  geteilt,,  folg- 
lich liegt  eine  der  Hauptachsen  der  Kurve  (welche  bei  der  in  Fig.  81 
angenommenen  Lage  der  Ebene  SQR  eine  Ellipse  ist)  in  TU.  Man  kon- 
struiere nach  diesen  Angaben  die  Hauptachsen  der  Ellipse. 

Y)  Die  Schnittebene  SQB  sei  senkrecht  zur  zweiten  Projektionsebeiie 
und  parallel  zur  Seitenlinie  (a^Si,  agSg),  Fig.  88. 

5)  Die  Schnittebene  SQ  sei  parallel  zur  zweiten  Projektionsebene 
(Fig.  89). 

Beide  Aufgaben  löst  man  am  einfachsten  durch  Ebenen,  welche  pa- 
rallel zur  ersten  Projektionsebene  sind.  Im  ersten  Falle  erhält  man  eine 
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Parabel,  deren  wahre  Gestalt  durch  Niederklappung  der  Schnittebene  xnn 
die  Spur  QS  in  die  erste  Projektionsebene  bestimmt  wird.  Im  zweiten 
Fall  wird  auch  die  über  die  Spitze  hinaus  erweiterte  Eegelfiäche  von  der 
Schnittebene  getroflfen.  Der  Durchschnitt  ist  in  diesem  Falle  eine  Hy- 
perbel, deren  wahre  Gestalt  man  in  ihrer  zweiten  Projektion  erhält. 

e)  Den  Durchschnitt  eines  schiefen  Kegels  mit  einer  Ebene  kann 
man  ebenfalls  nach  einer  der  vorhin  angegebenen  Methoden  finden.  Soll 
auch  die  wahre  Gestalt  des  Durchschnittes  bestimmt  werden,  so  bedient 
man  sich  am  besten  des  in  (IV,  15)  angegebenen  Verfahrens. 

40)  Den  Durchschnitt  einer  Kugel  mit  einer  Ebene  zu 
finden  (Fig.  90). 
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Es  seien  die  Kreise  K|  und  K,  die  beiden  Projektionen  der  Engel 
und  SQB  die  gegebene  Ebene.  Man  lege  durch  beide  eine  Hülfsebene  TU, 
welche  parallel  zur  ersten  Pro- 
jektionsebene ist.  Dieselbe  schnei- 
det die  Kugel  in  einem  Kreise 
Yom  Durchmesser  a^b^,  dessen 
erste  Projektion  ein  um  Cj  als 
Mittelpunkt  gezeichneter  Kreis 
Ton  demselben  Durchmesser  ist 
Die  Schnittlinie  der  Ebenen  SQR  xQ^ 
imd  TU  ist  parallel  zur  Spur 
SQ.  Ihre  zweite  Projektion  m^n, 
fällt  mit  TU  zusammen  und  die 
erste  m^n^  ist  parallel  zu  QS; 
de  wird  leicht  durch  das  von  m, 
auf  OX  gefällte  Lot  m^mj  be- 
stimmt. Die  wahre  Gestalt  der 
Dorchschnittskurve  ist,  wie  aus  ^^ 

der  Stereometrie    bekannt,    ein 
Kreis,  dessen  beide  Projektionen  Ellipsen  sind.   Man  bestimme  den  wahren 
Durchmesser  des  Kreises  und  die  Hauptachsen  der  beiden  Projektionen. 

41)  Die  in  40)  angewandte  Kon- 
struktion ist  allgemein  gültig  für  den 
Durchschnitt  von  Umdrehungsflächen 
mit  einer  Ebene,  wenn  die  Umdrehungs- 
achse  senkrecht  zu  einer  der  Projek- 
tionsebenen ist. 

Es  soll  der  Durchschnitt  einer 
Ebene  mit  einem  Umdrehungsellipsoid 
bestimmt  werden  (Fig.  91). 

Diese  Fläche  wird  von  einer  El- 
lipse beschrieben,  welche  sich  um  eine 
der  Hauptachsen  dreht.  In  Fig.  91 
ist  die  senkrecht  zur  ersten  Projektions- 
ebene stehende  grosse  Achse  der  El- 
lipse als  Umdrehungsachse  angenom- 
men. Jeder  Punkt  des  Umfanges  der 
Ellipse  beschreibt  einen  Kreis,  dessen  ^^'  ^** 

Badius  der  Abstand  des  Punktes  yon  der  Drehachse  ist.    Hiemach  ist 
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jeder  Schnitt,  welcher  senkrecht  zur  Drehachse  steht,  ein  Kreis,  und  der 
grösste  dieser  Kreise  hat  die  halbe  kleine  Achse  der  Ellipse  zum  Halb- 
messer. Die  erste  Projektion  des  EUipsoids  ist  offenbar  ein  Kreis  von 
dieser  Grösse.  Jeder  Schnitt,  welcher  durch  die  Achse  des  Ellipsoids 
(Meridianschnitt)  geht,  ist  eine  der  ursprüngUchen  gleiche  Ellipse.  Leicht 
ergiebt  sich  hieraus,  dass  jede  durch  den  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  gehende 
Gerade,  welche  von  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  begrenzt  ist,  in  jenem 
Punkte  halbiert  wird;  derselbe  ist  folglich  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoids. 
ÄhnUches  gilt  für  dasjenige  Ellipsoid,  welches  durch  Drehung  der  Ellipse 
um  ihre  kleine  Achse  entsteht 

Der  Durchschnitt  einer  beliebigen  Ebene  SQR  mit  dem  Ellipsoid 
wird  nun,  genau  wie  in  40)  konstruiert  —  Die  Ausfuhrung,  welche  ki 
Fig.  91  angedeutet  ist,  bedarf  keiner  weiteren  Erklärung. 

42)  Durchschnitt  einer  Ringfläche  mit  einer  Ebene  (Fig.  92). 
Eine  Ringfläche   entsteht,   wenn  eine  geschlossene  Kurve  um  eine 
ausserhalb  der  Kurve,  aber  in  der  Ebene  derselben  hegende  Gerade  ge- 
dreht  wird.     Die  Kurve   sei    ein 
Kreis,   und   die  Drehachse  stehe 
senkrecht  zu  P^. 

Die  erste  Projektion  des  Rin- 
ges wird  von  den  Projektionen  der 
beiden  Kreise  begrenzt,  welche  die 
Endpunkte  c^  und  d^  desjenigen 
Durchmessers  des  rotierenden  Krei- 
ses beschreiben,  welcher  senkrecht 
zur  Drehachse  steht.  Die  erste 
Projektion  des^  rotierenden  Kreises 
erscheint  bei  allen  Lagen  dessel- 
ben als  gerade  Linie,  welche  ver- 
längert durch  den  Punkt  a^,  die 
erste  Projektion  der  Drehachse, 
geht  Sind  c^d^  und  e^fj  die  bei- 
den zu  P,  parallelen  Lagen  dieser 
Projektion,  so  erscheinen  die  zwei- 
ten Projektionen  des  Kreises  in 
wahrer  Gestalt,  und  die  äusseren  Hälflen  ijCgg^,  kjCgh^  gehören  dem 
äusseren  Umrisse  der  zweiten  Projektion  der  Ringfläche  an.  Die  letztere 
wird  ausserdem  von  den  beiden  Geraden  g^hj  und  ig  kg  begrenzt,  welche 
die  Projektionen  der  von  den  Punkten  ig  und  gg  beschriebenen  Kreise  sind. 
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Den  Durchschnitt  irgend  einer  Ebene  SQR  mit  der  Bingflüche  findet 
mao,  wie  bei  den  vorhergehenden  BeiBpielen,  indem  man  beide  mit  Ebenen 
durchschneidet,  welche  parallel  zur  ersten  Projektionsebene  sind.  Jede 
derartige  Ebene  schneidet,  wie  aus  der  Entetehungsweise  der  RJngääcbe 
berrorgeht,  die  letztere  in  zwei  Kreisen,  und  SQK  in  einer  zu  S(j  pa- 
rallelen Oeraden,  wodurch  sich  im  allgemeinen  vier  Schnittpunkte  er- 
geben. — 

Von  Interesse  ist  es,  die  Gestalt  der  Dnrchachmttslninre  für  einige 
besondere  Lagen  der  Schnittebene  kennen  zu  lernen.  In  Fig.  93  sind 
die  beiden  Projektionen  der  einen 
anf  P,  liegenden  Ringhälite  dar- 
gestellt, wenn  die  vordere  Ab- 
Bcbnittefiäcbe,  welche  aus  zwei 
Kreisen  besteht,  parallel  zu  P,  ist 
Es  sei  MN  eine  Ebene,  welche 
parallel  zur  zweiten  Projektions- 
ebene liegt.  Diese  schneidet  den 
Kng  in  einer  Kurve,  deren  erste 
Projektion  die  Gerade  c,d,  ist. 
Dm  die  zweite  Projektion  dieser 
Kurve  zu  finden,  durchschneidet 
man  wieder  den  King  mittelst  einer 
2u  P,  parallelen  Ebene  EF.  Der 

Durchschnitt  Ist  ein  Halbkreis,  dessen  zweite  Projektion  die  mit  EF  zu- 
sammenfaUende  Gerade  g,h,  ist.  Die  erste  Projektion  ist  der  um  a, 
beschriebene  Halbkreis  g|i|h,,  wenn  gi  und  h,  senkrecht  unter  g,  und 
h,  hegen.  Dieser  Kreis  wird  nun  von  MN  in  den  Punkten  k,  und  1, 
geschnitten,  welche  die  Projektionen  von  zwei  Punkten  der  gesuchten 
DnrcbBchnittskurve  sind.  Die  zweiten  Projektionen  k,  und  1,  dieser 
Punkte  liegen  senkrecht  über  k,  und  1,  auf  g,h,.  Auf  diese  Weise  koD- 
stniiert  man  beliebig  viele  Punkte  der  Kurve.  Leicht  erkennt  man,  dass 
gii,h,  auch  die  erste  Projektion  eines  zweiten  Kreises  der  Ringfläche  ist, 
Teicher  in  gleicher  Entfernung  von  der  Mitte  unterhalb  derselben  liegt, 
wodurch  sich  dann  leicht  zwei  neue  Punkte  des  Durchschnittes  ergeben. 

In  Fig.  93  sind  noch  zwei  zu  MN  parallele  Schnitte  angegeben, 
welche  in  der  zweiten  Projektion  in  wahrer  Gestalt  erscheinen.  Die 
Schnittebene  QR  berührt  den  inneren  kleinsten  Kreis  der  Ringfläche;  in 
diesem  Falle  hat  die  Durchschnittskurve  eine  schleifenförmige  Gestalt 
(Lemniskate).    Sie  erscheint  in  ihren  Mitten  etwas  eingedrückt,  wenn  die 
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Schnittebene  der  vorigen  sich  nähert;  dagegen  ähnelt  sie  der  Ellipse, 
wenn  dieselbe  von  QR  um  den  Halbmesser  des  rotierenden  Kreises  oder 
mehr  entfernt  liegt. 

Zu  weiteren  Beispielen  über  den  Durchschnitt  einer  Ebene  mit  ün- 
drehungsflächen  kann  man  noch  die  beiden. in  Fig.  94  durch  ihre  zweiten 
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Vig.  94. 


Projektionen  dargestellten  Flächen  benutzen,  deren  Drehachsen  die  Ge- 
raden ab  bez.  cd  sind.  Ebenso  kann  man  auch  die  Flächen  verwenden, 
welche  durch  Drehung  einer  Parabel  oder  einer  Hyperbel  um  eine  Haupt- 
achse entstehen. 


V.  Abschnitt. 

Die  Durchdringangen. 

Mit  dem  Namen  „Durchdringungen^^  bezeichnet  man  in  der  dar- 
stellenden Geometrie  diejenigen  Durchschnittsfiguren,  welche  entstehen, 
wenn  zwei  oder  mehrere  Körper  sich  durchschneiden.  Dieselben  kommen 
in  den  praktischen  Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie  sehr  häufig 
vor;  es  ist  deshalb  von  der  grössten  Wichtigkeit,  dass  der  Anfänger  sich 
mit  den  Methoden,  welche  zur  Ermittelung  dienen,  vollständig  vertraut 
macht.  Ausserdem  bildet  das  sorgfältige  Studium  der  Durchdringungen 
eines  der  vorziigUchsten  HüUsmittel  zur  Förderung  der  räumlichen  Vor- 
stellungskraft. 

Die  Durchdringungen  solcher  Körper,  welche  von  ebenen  Flächen 
begrenzt  sind,  werden  lediglich  mit  Hülfe  der  Aufgabe  (HI,  18)  bestimmt. 
Es  ist  auch  hier  von  Vorteil,  mit  den  einfachsten  Fällen  zu  beginnen. 
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1)  Durchechnitt  zweier  geraden  dreiseitigen  Prismen,  welche  auf  P^ 
hegen  (Fig.  95). 

Es  seien  K^  und  K,  die  beiden  Projektionen  des  einen,  K^'  und  E,' 
<]ie  Projektionen  des  an- 
deren Prisma's.  Die  Grund- 
flächen des  letzteren  sind 
parallel  zu  P,  angenommen, 
80  dass  die  zweiten  Pro- 
jektionen derselben  durch 
das  Dreieck  a^b^c,  darge- 
stellt werden.  In  der  ersten 
Projektion  erscheinen  diese 
Gnmdflächen  als  die  Ge- 
raden SL^hiCi  und  diC^f^, 
and  die  Kanten  a^d^,  h^e^ 
und  Cjfj  stehen  senkrecht 
ZOT  Achse.  Unter  dieser 
Voraussetzung  fallen  die 
zweiten  Projektionen  der 
Seitenflächen  dieses  Pris- 
ma's mit  den  Seiten  des 
Dreiecks  Aib^c^  zusammen. 

Es  ist  nun  leicht  ersichtlich,  dass  die  vier  auf  P^  liegenden  Kanten 
der  beiden  Prismen  sich  in  den  Punkten  r^,  S|,  tj  und  u^  durchschneiden. 
Femer  triffl;  die  Kante  (hil^,  h^l,)  die  Seitenfläche  des  Prisma^s  (K^'K,') 
in  zwei  Punkten,  deren  zweite  Projektionen  n,  und  o^  gegeben  sind. 
Die  ersten  Projektionen  n^  und  o^  liegen  senkrecht  unter  n,  und  o^  auf 
h|lj.  Die  Durohschnittsfigur  besteht  aus  den  Geraden  r^n^,  n^s^,  o^t^, 
o^Uj,  deren  zweite  Projektionen  wieder  mit  a^b,  bez.  b^c^  zusammenfallen. 

2)  Die  Durchdringung  zu  ermitteln,  wenn  in  der  vorigen  Aufgabe 
statt  des  dreiseitigen  Prisma's  (K^^  K,')  ein  solches  gegeben  ist,  dessen 
Grundfläche  ein  halbes  regelmässiges  Achteck  bildet  (Fig.  96). 

Die  Seitenflächen  des  Prisma's  (Ej^  K^O  erscheinen  in  der  zweiten 
Projektion  als  gerade  Linien,  welche  mit  a,b,,  b,Cg,  c^d^ ,  d^e,  zusammen- 
Men.  Man  findet  deshalb  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die  Kante 
(m|Pj,  Tn^'P2)  dieses  Prisma  schneidet,  zunächst  im  Aufriss  in  s,  und  v,, 
deren  erste  Projektionen  s^  und  v^  auf  m^p^  liegen.  Der  Einschnitt, 
welchen  Kj  auf  der  Seitenfläche  aib^gi^  macht,  ist  leicht  zu  bestimmen, 
wenn  man  sich  die  letztere  erweitert  denkt     Die  zweite  Projektion  a^b. 
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dieser  Seitenfläche  wird  verlängert,  bis  sie  von  nigp»  in  u,  getroffen  wird. 
Die  erste  Projektion  u^  dieses  Punktes  liegt  senkrecht  unter  u^  auf  m^p^. 


Hieraus  erkennt  man  leicht,  dass  K,  die  erweiterte  Seitenfläche  a^b^gif^ 
in  dem  Dreiecke  w^u^z^  schneiden  wird,  von  welchem  aber  der  Teil 
riUjti  ausserhalb  aibig^fi  Uegt,  also  wieder  hinwegfällt.  Von  r^  und  t^ 
gehen  noch  zwei  Schnittlinien  nach  s^.  Der  übrige  Teil  der  Durch- 
dringung ist  in  gleicher  Weise  zu  finden. 

Die  beiden  Punkte  r^  und  t|  lassen  sich  auch  folgendermassen  be- 
stimmen. Man  lege  durch  die  Kante,  deren  erste  Projektion  b^g^  ist, 
eine  Ebene,  welche  parallel  zur  Horizontaiebene  ist  Dieselbe  erscheint 
in  der  zweiten  Projektion  als  eine  zur  Achse  OX  parallele  Gerade,  welche 
durch  bj  geht,  und  sie  schneidet  das  Prisma  (KjE,)  in  einem  Rechtecke, 
dessen  Ecken  x^',  y^,  ^2j  Ji  i™  AuMss  in  jener  Geraden  liegen.  Die 
erste  Projektion  x/y^'x^yi  des  Rechtecks  ergiebt  sich  leicht  durch  die 
beiden  projicierenden  Geraden  x^'x,'  und  yi'ji'.  Die  Seiten  x^x^'  und 
y^ji'  sind  parallel  zu  m,Pi ;  sie  werden  von  bjgj  in  den  gesuchten  Punkten 
Ti  und  ti  geschnitten. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  beiden  projicierenden  Geraden  x^'x,' 
und  yi'y2'  die  Gerade  n^li  unter  sehr  spitzem  Winkel  treffen,  wodurch 
die  Punkte  x/  und  y/  nicht  deutlich  genug  bestimmt  erscheinen.     In 
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diesem  Falle  klappe  man  die  Grandääche  iDiliUi  des  Prisma's  K}  in  die 
erste  Projektionsebene  nieder.     Sie  erhält  die  Lage  m'^l^n^,  wo  m^'m^ 


m 


(fl) 
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gleich  der  aus  der  zweiten  Projektion  su  entnehmenden  Höhe  des  Drei- 
ecks m2l2n2  ist. 

Das  Dreieck  m^lin^  ist  nun  parallel  zu  seiner  Grundlinie  njl^  durch 
die  Gerade  x"y",  deren  Abstand  von  n^li  gleich  der  Höhe  von  x^'y,' 
über  OX  ist,  zu  durchschneiden.  Hierdurch  erhält  man  die  Punkte  x" 
und  y".  Bei  der  Drehung  des  Dreiecks  m^ljUi  um  n^l^  in  die  frühere 
Lage  beschreiben  x'^  und  y"  Kreisbögen,  deren  Projektionen  die  zu  l^n^ 
Senkrechten  x"xi'  und  y"yi'  sind.  Hierdurch  erhält  man  die  Punkte 
Xj'  und  y^'  ebenfalls. 

Die  oben  gegebenen  Erläuterungen  sind  auch  auf  die  Ermittelung 
der  in  den  Figuren  97,  (a),  (ß)  und  (y)  dargestellten  Durchdringungen 
anwendbar,  welche  wir  der  eigenen  Übung  überlassen. 

3)  Durchschnitt  eines  dreiseitigen  Prisma's  mit  einer  Py- 
ramide (Fig.  98). 

Das  Prisma  liegt  mit  einer  Seitenfläche,  und  die  Pyramide  steht  mit 

einer  Grundfläche  (welche 

fm   /^«  ^ ^  in   Fig.  98    als  Quadrat 

MtA-.J L .N angenommen  ist)  auf  der 

ersten     Projektionsebene. 
Um    den   Punkt   zu    be- 
stimmen, in  welchem  die 
Kante    (k^n^,  k^n,)    die 
Seitenfläche      (%  bi  e^  h^ , 
a2b2e2h2)  tnffl;,  legt  man 
durch   jene    Kante    eine 
Ebene,  welche  senkrecht 
zu    P^    steht.      Dieselbe 
schneidet    diese    Seiten- 
fläche in  einer  Geraden, 
deren  ersteProjektionu^  v^ 
mit  k^n^  zusammenfällt. 
Die  zweite  Projektion  der 
SchnittUnie,  nämhch  u^v^, 
erhält  man  leicht   durch 
die  projicierenden  Geraden  UjU^,  v^v,.    Der  Schnittpunkt  p^,  in  welchem 
UjV,  von  k^n^  getrofien  wird,  ist  nun  die  zweite  Projektion  des  gesuchten 
Durchschnittspunktes,  dessen  erste  Projektion  pi  senkrecht  unter  p,,  auf 
k^Uj  hegt 

a^b^  ist  die  erste  Spur  der  Seitenfläche  aib^eih,.     Denkt  man  sich 
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4Üe  Iflbtee  erweitert  (a^bi  also  verlängert),  to  Bchnetdet  das  Prisma  diese 
Fläche  in  einem  Dreieck,  dessai  erste  Projektion  Piqir^  ist.  (q^  und  r^ 
sind  die  Schnittpunkte  von  %b|  mit  l^Oj  bez.  iim^.)  Da  aber  die  Seiten- 
fläche der  Pyramide  au  b^Cj  aufhört,  so  fällt  von  der  Schnittlinie  p^r^ 
ein  Teil,  nämlich  r^Sj  wieder  fort,  und  von  s^  geht  noch  eine  Durch- 
schnittslinie  nach  dem  Punkte  t|,  in  welchem  i^m^  die  Kante  b|C^  schneidet. 
Der  andere  Teil  der  Durchdringung  ist  ebenso  zu  ermitteln.  Auch  die 
Bestimmung  der  zweiten  Projektion  ist  leicht  und  kann  der  eigenen  Übung 
überlassen  werden. 

4)   Durchschnitt  zweier  geraden  Prismen,   wenn  das  eine  mit  der 
Grundfläche  auf  der  ersten  Projektionsebene  steht  (Fig.  99). 

Änl.  zur  Aufl.  Das  ftinf- 
seitige  Prisma  (E^,  K,)  steht 
auf  Pj,  und  das  vierseitige 
Prisma  (M^,  M,)  liege  so,  dass 
seine  Grundflächen  senkrecht 
und  die  den  letzteren  nicht  an- 
gebörigen  Kanten  parallel  zu  P^ 
sind.  Man  erweitere  nun  eine 
der  Seitenflächen  von  K,  z.  B. 
diejenige,  deren  erste  Projek- 
tion die  Gerade  a^b^  ist,  so 
weit,  bis  das  andere  Prisma 
Ton  dieser  vollständig  durch- 
schnitten wird.  Die  Kanten  des 
Prisma's  M  werden  in  vier  Punk- 
ten getroffen,  deren  erste  Pn>- 
jektionen  e^t^g^  und  fa^  sich 
unmittelbar  ergeben,  und  deren 
zweite  Projektionen  e^f^g^  undh| 
leicht  bestimmt  werden  können. 
Soweit  nun  das  hi^^aus  sich  ergebende  Viereck  0,4^2^«  innerhalb 
a^hgCgd^  liegt,  gehört  dasselbe  der  zw^ten  Projektion  des  gesuchten 
Durchschnittes  an. 

In  gleicher  Weise  konstruiere  man  den  in  Fig.  100  dargestellten 
Durchschnitt  eines  geraden  Prisma's,  welches  auf  P^  steht,  mit  einer 
Pyramide.  Bestimme  die  Abwickelung  der  Mantelfläche  der  Pyramide 
imt  den  4aanMd  liegenden  ]>iffdMchnitt8limen. 

Fecner  tfkette  msn  Fig.  ^9  imd  100  durch  scUefe  Projektionen  dar, 

6* 
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5)  Durchschnitt  eines  geraden  dreiseitigen  Prisma's  und  eines  halben 
Cylinders,  wenn  beide  Körper  auf  Pj  liegen  (Fig.  10t). 


Tlg.  100. 


Flg.  101. 


Der  Cylinder  liegt  auf  P^  so,  dass  seine  Achse  senkrecht  zu  OX 
steht;  die  zweite  Projektion  desselben  ist  demnach  der  Halbkreis  G|.   liian 
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durchschneidet  wie  in  (2)  d.  ÄbBchn.  beide  Körper  mit  Ebenen,  welche 
parallel  zu  P^  sind.  Das  PriBiua  wird  in  einem  Etochteclc  geschnitten, 
dessen  zweite  Projektion  a,biC,d,  eine  zur  Achse  OX  parallele  Gerade 
nt,  mid  dessen  erste  Projelction  a,b,c,d[  wie  in  Fig.  96  bestimmt  wird. 
Die  Cflinderääche  wird  in  zwei  Seitenlinien  geschnitten,  deren  zweite 
Projeküoiien  die  Punkte  \  und  1,  sind.  Diese  schneiden  jenes  Rechteck 


n»  10». 


Hg.  10«. 


in  Tier  Punkten,  welche  dem  gesuchten  Durchschnitt  angehören.  Die 
ersten  Projektionen  derselben  liegen  in  h,,  i,,  k^,  1^  senkredit  unter  h, 
nnd  1,.  Axd  diese  Weise  lassen  sich  beliebig  viele  Punkte  des  Durch- 
schnittes bestimmen.  Die  auf  den  Seitenflächen  des  Prisma's  liegenden 
KoTfen  sind  Teile  von  Ellipsen.  Die  letzteren  berühren  in  m,,  n,,  r, 
und  B,  die  beiden  Seitenlinien  T,ti  bez.  u,w,  der  Cylinderfläche. 


6)  Als  weätere  Ubongabei^iele  nägea  die 
102— Ul  dargesteUten  Dorchdringwigra  dienaii. 


fidguideB  i&  den  Fignrui 


Fl«.  111 


ng.  113. 


7)  Durchechnitt  zweier  Kegel. 

Änl.  z.  Ana.     In  Fig.  115  dnd  die  Elften  zweier  Eegel  gegeben; 
die  Achsen  derselben  Hegen  in  P^  und  die  Grundflächen  stehen  seDkredit 
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zu  der  letstesen,  weshalb  die  Prqjektionen  derselben  die  Geraden  ah  und 
df  sind.  Die  erweiterten  Ebenen  der  beiden  Grundflächen,  deren  Spuren 
gh  und  gi  sind,  schneiden  sich  in  einer  Geraden  gt,  welche  durch  g 
geht  und  senkrecht  zu  P^  steht.    Werden  die  beiden  Grandfläohen  um 


Fig.  115. 


ikie  Spuren  in  P^  niedergeklappt,  so  gelangt  jepe  DurchschnittsUnie  ein- 
mal nach  gt',  odep  nach  gt"  (wenn  gt'__Lgh  und  gt"J_gi)  und  die 
umgeklappten  Gnindfläohen  sind  die  über  ab  und  df  gezeichneten  Halb- 
kreifie.  Man  lege  nun  durch  die  beidoi  Spitzen  e  und  e  eine  Ebene, 
A&t&i  Spur  die  Gerade  hi  ist.  Diese  schneidet  die  Ebenen  der  beiden 
Grundflächen  in  zwei  Geraden,  welche  gt  in  demselben  Punkte  1  treffen. 
Durch  die  vorhin  erwähnten  Upaklappungen  gelangt  dieser  Punkt  nach  Y 
oder  nach  T  (wo  gl'  =  gl''  sein  muss).  Zieht  man  demnach  die  Geraden 
hr  und  il",  so  stellai  diese  die  Spuren  einer  durch  c  und  e  gehenden 
Eboie  mit  den  Grundflächen  der  beiden  Kegel  dar.  Disse  Spuren  treflisn 
nuu  die  Kreise  in  n',  m'  bez.  p'  und  o';  und  wenn  man  von  diesen 
Punkten  Senkrechten  zu  ab,  bez.  df  zieht,  so  erhält  man  in  den  Fuss*- 
punkten  n,  m  und  o,  p  die  Projektion^  der  Schnittpunkte.  Hiernach 
werden  die  beiden  Kegel  von  der  Hülfsebene  in  Geraden  geschnitten, 
deren  Prqjektionen  cm,  cn  bez.  eo  und  ep  sind,  und  diese  treffian  sich 
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in  den  Punkten  a,  ß,  y,  8,  welche  der  Projektion  des  DurchBchnittes 
angehören. 

Man  bestimme  anch  die  zweite  Projektion  der  beiden  Kegel  und 
ihres  Durchschnittes. 

8)  Durchschnitt  einer  Halbkugel  mit  einem  halben  Kegel,  welche 
beide  auf  der  ersten  Projektionsebene  liegen  (Fig.  116). 

Anl.  zur  Aufl.  Man  lege  durch  die  Spitze  des  Kegels  eine  Ebene 
senkrecht  zu  P^.    Dieselbe  schneidet  den  Kegel  in  einer  Seitenlinie  und 

die  Kugel  in  einem  Halb- 
kreis. Die  ersten  Projek- 
tionen beider,  nämlich  s^Cj 
bez.  f^gi  fallen  in  dieselbe 
Gerade,  weshalb  die  ersten 
Projektionen  ihrer  Schnitt- 
punkte nicht  zu  erkennen 
f  sind.  Man  klappe  die  Hülfs- 
ebene  in  P^  nieder,  ziehe 
also  c,c^  I  SiCt  und  mache 
c^c'  gleich  der  zu  a^b^  in 
Ci  errichteten  Senkrechten 
c,c'',  welche  an  dem  über 
B,i\  als  Durchmesser  ge- 
zeichneten Halbkreise  endet. 
Der  letztere  ist  die  umge- 
klappte Grundfläche  des 
Kegels.  Die  Gerade  c's^  und 
der  über  f^g^  gezeichnete  Halbkreis  sind  nun  die  umgeklappten  Durch- 
schnitte der  Hülisebene  mit  Kegel  und  Kugel.  Ihre  Schnittpunkte  d' 
und  e'  werden  durch  d'd^  und  e'e^  auf  c^s^  projidert,  wodurch  nun  die 
ersten  Projektionen  d^  und  e^  zweier  Schnittpunkte  bestimmt  sind.  Die 
weitere  Ausführung,  sowie  die  Ermittelung  der  zweiten  Projektion  bleibt 
dem  Anfänger  überlassen. 

9)  Die  vorigen  Aufgaben  sind,  mit  Ausnahme  von  (7)  durch  An- 
wendung von  Hülfsebenen  gelöst,  welche  zu  einer  der  Projektionsebenen 
P^  oder  P,  senkrecht  stehen.  Bei  den  folgenden  Aufgaben  gestaltet  sich 
die  Lösung  durch  Annahme  anderer  Hül&ebenen  einfacher  und  eleganter. 

Durchschnitt  zweier  auf  der  ersten  Projektionsebene  stehen- 
den schiefen  Prismen  (Fig.  117). 

Anl.  z.  Auflösung.     Man  lege  durch  die  Kanten  des  einen  Prisma's 
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Ebenen,  welche  zu  denen  des  anderen  Prisma's  parallel  sind.  Die  Hülfis- 
ebenen  werden  dann  den  Kanten  beider  Prismen  parallel  sein.  Nach 
(in,  13)  zieht  man  durch  den  beliebig  auf  einer  der  Kanten  z.  B.  (ajbi, 
a,b,)  gewählten  Punkt  (cj,  Cp)  die  Gerade  (Cjdi,  Cjd,)  parallel  zu  den 


Flg.  117. 

Kanten  des  anderen  Prisma's.  Die  letztere  schneidet  P^  im  Punkte  d^, 
und  folglich  ist  die  erste  Spur  der  durch  beide  Geraden  gelegten  Ebene 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  a^  und  d^.  Diese  Spur  schneidet 
die  Grundfläche  des  andern  Prisma's  in  den  Punkten  e^  und  f^,  und  die 
Seitenflächen  in  den  beiden  zu  den  Kanten  parallelen  Geraden  e^g^  und 
f|hi.  Da  wo  die  letzteren  von  a^b^  getroffen  werden,  sind  nun  die  ersten 
Projektionen  zweier  Schnittpunkte. 

Um  die  übrigen  Schnittpunkte  zu  finden,  verschiebt  man  die  ange- 
wandte Hül&ebene  parallel  mit  sich  selbst  nach  den  übrigen  Kanten  u.  s.  f. 

10)  Durchschnitt  eines  Prisma's  mit  einer  Pyramide  (Fig.  118). 

Anl.  zur.  Aufl.  In  ahnUcher  Weise  wie  vorhin,  legt  man  durch  eine 
der  Kanten  der  Pyramide,  z.  B.  (b^Sj,  hfy)  eine  Ebene,  welche  den 
Kanten  des  Prisma's  parallel  ist  Die  Spur  a^b^  dieser  Ebene  wird  mit 
Hülfe  der  durch  die  Spitze  der  Pyramide  zu  den  Kanten  des  Prisma's 
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gezogeaea  Parallelen 
(a^s^,  a^Sg)  gefunden. 
Bierduroh  ergeben  sich 
wie  in  der  yorigen  Auf- 
gäbe  die  ersten  Projek- 
tionen  ej  und  fj  zweier 
Schnittpunkte. 

Durdi  (aiSi^asSj)  und 
je  eine  Kante  der  Pyra- 
mide kann  man  eine 
Ebene  legen,  welche  den 
Kanten  des  Prisma's  pa- 
rallel ist  und  durch  die 
selbe  Gerade  und  je  eine 
Kante  des  Prisma's  eine 
Ebene,  welche  durch 
die  Spitze  der  Pyramide 
geht.  Nach  diesen  An- 
deutungen konstruiere 
man  die  beiden  Projek- 
tionen des  Durchschnit- 
tes. 

11)  Durchschnitt 
zweier  Pyramiden, 
welche  auf  der  ersten 

Projektionsebene 
stehen  (Fig.  119). 

Die  ^zuwendenden 
Hülfsebenen  legt  man 
am  besten  durch  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden 
Spitzen  und  je  eine  Kante» 
Die  Ausführung  ist  in 
Fig.  119  angedeutet  und 
wird  9  weil  sie  den  vo- 
rigen ähnlich  ist,  der 
eigenen  Übung  über- 
lassen. 


Flg.  tl9. 


Die  Diiichdiiiigaiigen. 


n 


Man  zeichne  die  drei  letzten  Dnrohdringongen  auch  in  schiefer  Pro- 
jektion. 

12)  Durchschnitt  einer  abgestumpften  Pyramide  mit  einem  Prisma^ 
wenn  erstere  auf  P^  steht,  das  letztere  keine  Fläche  mit  einer  der  Pro- 
jektionsebenen gemeinschafUich  hat  (Fig.  120). 

Die  Dorchschnittspunkte  sind  leicht  mit  Hülfe  yon  Ebenen  zu  be« 
&timiaeny  welche  durch  die  Kanten  senkrecht  ^u  P^  oder  P^  gelegt  werdea» 


Hg.  120. 

Erweitert  man  z.  ß.  die  obere  Grundfläche  der  Pyramide,  welche  im  Auf- 
riss  als  Gerade  e^gg  erscheint,  so  schneidet  dieselbe  das  Prisma  in  dem 
Viereck  (1234, 1'2'3'4').  Diejenigen  Teile  der  Seiten  des  letzteren,  welche 
iimerhalb  der  oberen  Grundfläche  der  Pyramide  liegen,  wie  im  Grundriss 
die  Geraden  2kj,  21,,  miU^,  gehören  dem  gesuchten  Durchschnitte  an. 
Man  konstruiere  hiernach  den  ganzen  Durchschnitt^  femer  die  Abwickelung 
der  Mantelfläche  der  Pyramide. 
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Flg.  121. 


VI-  Abschnitt. 

Bertthmngsebenen  krununer  Flüchen. 

Die  Benihrungsebenen  krummer  Flächen  kommen  in  den  Anwen- 
dungen der  darstellenden  Geometrie,  besonders  auf  Schattenkonstruktionen 
häufig  vor.  Die  zunächst  zu  beti-achtenden  Flächen,  für  welche  die  Be- 
nihrungsebenen leicht  zu  bestimmen  sind,  umfassen  die  bereits  aus  der 
Stereometrie  bekannten  Cylinder-,  Kegel-  und  Kugelflächen.  Zur  Lösung 
der  hierher  gehörigen  Aufgaben  dienen  die  folgenden  Sätze. 

1)  Ist  ab  (Fig.  121)  die  Tangente  für  einen  beliebigen  Punkt  a  des 
Grundkreises  (oder  der  Leitlinie)  und  ac  eine  Seitenlinie  einer  Cylinder- 

fiäche,  so  berührt  die  durch  ab  und  ac 
gelegene  Ebene  E  die  Gylinderfläche  in 
der  Seitenlinie  ac.  Der  Beweis  ergiebt 
sich  leicht,  wenn  man  ac  parallel  mit 
sich  selbst  an  der  Tangente  ab  entlang 
gleiten  lässt,  wobei  dieselbe  die  Ebene 
E  durchläuft.  Bei  jeder  anderen  Lage, 
z.  B.  de,  wird  d  als  Punkt  der  Tangente 
ab  ausserhalb  der  Grundfläche  liegen,  und  weil  de  parallel  zu  den 
Seitenlinien  der  Gylinderfläche  ist,  so  kann  sie  keine  derselben  treffen. 
Folglich  liegt  auch  de  ausserhalb  der  Gylinderfläche.  Die  letztere  hat  mit 
der  Ebene  E  also  nur  die  Gerade  ac  gemeinschaftlich. 

Schneidet  eine  Ebene  Q  den  Gylinder  und  die  Berührungsebene  E, 
so  ist  die  SchnittUnie  fg  von  Q  imd  E  die  Tangente  der  Durchschnitts- 
kurve  in  demjenigen  Punkte  i^  in  welchem  dieselbe  von  ac  getroflen  wird. 

Alle  Berührungsebenen  einer  Gylinder- 
fläche sind  den  Seitenlinien  derselben  parallel. 
Folglich  schneiden  sich  je  zwei  Berührungs- 
ebenen in  einer  Parallelen  zu  den  Seiten- 
linien. 

2)  Die  Ebene  E,  welche  man  durch  eine 
Seitenlinie  as  einer  Kegelfläche  (Fig.  122) 
und  durch  die  in  a  an  den  Grundkreis  (oder 
an  die  Leitlinie)  gezogene  Tangente  ab  legt, 
berührt  die  Kegelfläche  in  der  Seitenlinie 
as.  Ist  nämlich  m  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  E,  so  trifft  die  durch 
8  und  m  gelegte  Gerade  es  die  Tangente  ab  im  Pimkte  c.   Der  letztere 


Flg.  121 
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liegt  aber  ausserhalb  der  Grandfläche,  und  da  es  sämtliche  Seitenlinien 
in  8  trifit,  so  liegt  es  und  mithin  auch  m  ausserhalb  der  Itegelfläche. 
Folglidi  berührt  E  die  Eegelfläche  nur  in  as. 

Die  Schnittlinie  von  zwei  Berührungsebenen  einer  Eegelfläche  geht 
durch  die  Spitze  derselben. 

3)  Steht  eine  Ebene  E  in  dem  Endpunkte  a  des  Halbmessers  ac 
einer  Engel  (Fig.  123),  senkrecht  zu  demselben,  so  hat  sie  mit  der  Eugel- 
oberfläche  nur  den  Punkt  a  gemeinschaft- 
lich. E  ist  also  eine  Berühmngsebene  der 
Kngel.  Zieht  man  nämlich  durch  einen 
andern  Punkt  m  der  Ebene  E  die  Geraden 
am  und  cm,  dann  ist  in  dem  bei  a  recht- 
winUigen  Dreieck  acm  die  Hypothenuse 
cm  >  ac.  Folglich  hegt  m  ausserhalb  der 
Kugelfläche. 

Jede  Gerade,  z.  B.  ab,  welche  man 
durch  a  in  der  Ebene  E  zieht,    ist  eine 
Tangente  der  EugeL  Legt  man  durch  ab  eine  beUebige  Ebene  M,  so  ist 
ab  auch  Tangente  des  Durchschnittskreises  von  M  und  der  Eugelfläche. 

Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  s  eine 
Tangente  sa  und  die  Gerade  sc  nach  dem  Mittel- 
punkte c  eines  Ereises  (Fig.  124),  und  dreht  als- 
dann die  ganze  Figur  um  es  als  Achse,  so  durch- 
^uft  der  Umfang  des  Ereises  eine  Eugeloberfläche 
und  die  Tangente  as  eine  die  letztere  berührende 
Kegelfläche.  Die  Berührungskurve  beider  Flächen 
ist  der  Ereis,  welchen  a  bei  der  Umdrehung  durch- 
lauft. Hieraus  folgt  noch,  dass  die  Tangenten  von 
s  aus  bis  zu  den  Berührungspunkten  gleiche  Länge 
haben.  liegt  die  Spitze  s  unendlich  weit  entfernt, 
80  wird  der  Berührungskegel  zu  einem  Gjlinder, 
welcher  die  Eugel  in  einem  grössten  Ereise  berührt. 

An  zwei  in  einer  Ebene  liegenden  Ereise,  welche  sich  nicht  schneiden 
und  nicht  ineinander  liegen,  lassen  sich  vier  Tangenten  ziehen.  Zwei 
gehen  durch  den  äusseren,  und  die  beiden  anderen  durch  den  inneren 
Ähnlichkeitspunkt  Duroh  eine  Drehung  der  beiden  Ereise  um  ihre  Gentral- 
Unie  werden  die  Tangenten  zwei  Eegelflächen  beschreiben,  welche  die  von 
den  Ereisen  durchlaufenen  Eugelflächen  berühren.  Diese  Eegel-  und 
Eugelflächen  haben  gemeinschaftliche  Berührungsebenen. 


71g.  124. 
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Flg.  125. 


Von  den  yorstdlienden  SsAsa^  ist»  weil  dieselben  aue  der  Stereometrie 
bekannt  sind,  schon  in  (IV,  4,  31,  36)  Gtebrauch  gemacht  worden. 

4)  Für  andere  krumme  Flächen  findet  man  die  Bcrührnngsebene  m 
einem  beliebigen  Punkte  durch  folgende  Betrachtung,  welche  auch  dem 
Anfänger  wohl  einleuchtend  sein  dürfte  und  für  praktische  Anwendungen 

vollständig  genügt 

Durth  den  gegebenen  Punkt  n 

der  krummen  Fläche  0  (Fig.  125) 

lege  man  zwei  Kurven  mn  und  pq, 

welche  auf  O  liegen.     Ziehe  i&  a 

an  diese  Kurven  die  Tangenten  bc 

und  de,  und  lege  durch  die  letzteren 

die  Ebene  E,  so  ist  diese  die  gesuchte  Berührungsebene.  Die  Ausführung 

ist  demnach  immer  möglich,  wenn  sich  durch  a  Kurven  legen  lassen, 

für  welche  die  Tangentenkonstruktion  bekannt  ist 

6)  Wird  eine  krumme  Fläche  0  (Fig.  126)  von  einer  Ebene  E  ge- 
schnitten, imd  kann  man  für  einen  beliebigen  Punkt  a,  welcher  auf  der 

Durchschnittskurve  liegt,  die  Berüh- 
rungsebene M  an  0  bestimmen  y  so 
lässt  sich  auch  die  Tangente  in  a 
an  die  Durchschnittskurve  ziehen. 
Die  gesuchte  Tangente  liegt  nämlich 
in  der  Ebene  E  sowohl,  als  auch 
in  der  Berührungsebene  M;  sie  ist 
folglich  die  Durchschnittslinie  beider. 

6)  Schneiden  sich  zwei  krumme 
Flächen,  so  ist  die  Tangente  für 
einen  Punkt  a  ihrer  Durchschnittskurve  die  Schnittlinie  der  beiden  Be- 
rührnngsebenen,  welche  durch  a  an  die  krummen  Flächen  gelegt  werdea 
können. 


Fig.  1S6. 


Berührungsebenen  d^r  Gylinderflächen. 

7)  An  eine  durch  erste  und  zweite  Projektion  gegebene  Cylinder- 
fi&ohe  durch  einen  auf  derselben  liegenden  Punkt  die  Berührungsebene 
2H  fegen  (Fig.  127). 

Die  Grundfläche  -defe  Cyiinders  sei  ein  Kreis  oder  eine  Ellipse  tind 
liege  in  P^.  Die  Seitenlinien  stehen  xncht  «enkrecht  zur  Grundfläche. 
Man  bestimme  ^leSi  Dux^cAmili  der  Gylinderfläche  mit  Pg,  indem  utian 
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zweiten  Spuren  einer  Reihe  von  Seitenlinien  anfinoht  Der  Punkt, 
dordi  welchen  die  Berührungsebene  gelegt  wei*den  eoU,  ist  duroh  seine 
erste  Projektion  m|  gegeben.  Zieht  mati  durch  m^  die  erste  Projektion 
a^b^  einer  Seitenlinie)  deren  zweite  Projektion  a^b^  ist,  so  liegt  auf  der 


JLJL 


Fig  127. 


letzteren )  senkreobt  über  mj,  die  zweite  Projektion  m,  des  gegebenen 
BerührangspimkteB.  In  {^^>,  %h|)  berührt  nun  die  gesuchte  Ebene 
die  Cylinderääche,  folghoh  geht  die  erste  Spur  QS  der  Berührungsebene 
dürck  a^  und  ist  zugleich  Tangente  der  Grundfläche.  Die  zweite  Spur 
QR  geht  durch  b^  n)id  bi^ührt  in  diesem  Punkte  die  Schnittkurve  der 
Cfünderffibche  mit  P,. 

Der  gegebenen  Pirojektion  m^  entsprechen  zwei  Punkte  der  Cylinder- 
flsoh&  M«n  be^tittisie  auch  ftir  den  zweiten  Punkt  die  Spuren  der  Be- 
nDmoigsebeBe. 

8)  Von  einem  gegebenen  Punkte  (a^,  o,)  Berührungsebenen  an  eine 
gegebene  Cyhnderfläche  zu  legen« 

Man  flehe  durch  lien  Pankt  (a^,  o^)  die  Gerade  (ßiYi,  ßsYs)  pa- 
nUel  ZQ  den  Seitenlinien,  und  durch  die  Spur  ß^  eine  Tangente  ßi^^  an 
die  GrandAädue.  Zieht  man  durch  den  Berührungspunkt  \  der  letzteren 
die  za  (ßiYi,  ^Ts)  parallele  Seitenlinie  (SiSi,  \^%^^  so  ist  die  durch  diese 
beiden  Geraden   gelegte  Ebene   eine   der   gesuchten  Benihiomgsebenen. 
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Die  Spuren  derselben  sind  die  beiden  durch  ßj  und  y«  gehenden  Tan* 
genten  ß^Sj  bez.  y^^i  ^^  Endflächen  des  Cylinders.  Die  Spuren  der 
zweiten  Berührungsebene  sind  die  beiden  andern  von  ß^  und  y^  inög- 
liehen  Tangenten  ß^U  bez.  y^U.  Man  bestimme  die  Berührungspunkte 
der  Spuren  beider  Ebenen. 

9)  An  einen  Cylinder  Berührungsebenen  zu  legen,  welche  emer  ge- 
gebenen Geraden  6  parallel  sind. 

Anl.  zur  Aufl.  Durch  einen  beUebigen  Punkt  der  Geraden  G  ziehe 
man  eine  Parallele  zu  den  Seitenlinien  der  Cylinderfläche.  Die  Ebene, 
welche  durch  diese  beiden  Geraden  gelegt  werden  kann,  ist  den  Seiten- 
linien parallel  und  kann  deshalb  parallel  mit  sich  selbst  verschoben 
werden,  bis  sie  die  Cylinderfläche  berührt  Man  bestimme  nach  diesen 
Andeutungen  die  Spuren  der  beiden  mögUchen  Berührungsebenen. 


Berührungsebenen  der  Eegelflächen. 

10)  Ein  schiefer  Kegel,  dessen  in  P^  Hegende  Grundfläche  ein  Kreis 
oder  eine  EUipse  ist,  sei  gegeben.  Diese  Seitenlinien  sind  über  die  Spitze 

(SjSs)  hinaus  bis  zu  P,  verlän- 
gert Hierdurch  findet  man  die 
Schnittfigur  der  Kegelfläche  mit 
P,.  Man  soll  durch  einen  Pankt 
der  Kegelfläche,  deren  erste  Pro- 
jektion a|  gegeben  ist,  die  Be- 
rührungsebene an  dieselbe  legen 
(Fig.  128). 

Nach  (2)  berührt  die  ge- 
suchte Ebene  den  Kegel  in 
einer  Seitenlinie,  deren  erste 
Projektion  die  durch  a|  und  s^ 
gehende  Gerade  b^Ci  ist  Man 
bestimmt  hiemach  die  zwmte 
Projektion  b^c,  der  Seitenlinie 
und  diejenige  des  gegebenen 
Punktes,  welche  in  a,  liegt. 
Die  Spuren  der  gesuchten  Ebene 
sind  nun  die  Tangenten  QR 
^'  und    QS,    welche    durch    die 

Spuren   bj   bez.    c,   der  Seitenlinie  (bjCj,  bjC,)    gehen,   und  in  diesen 
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Punkten    die  Endflächen  des  Kegels  berühren.     Auch  in    diesem  Falle 
en^prechen  wie  in  (7)  der  Projektion  a^  zwei  Punkte  der  Eegelfläche, 

11)  Von  einem  gegebenen  Punkte  (a^,  a,)  Berührungsebenen  an  eine 
gegebene  Kegelfläche  zu  legen. 

Anl.  z.  Aufl.  Da  die  gesuchten  Ebenen  durch  die  Spitze  (s^,  s^) 
des  Kegels  gehen,  so  enthalten  dieselben  die  Verbindungslinie  dieses 
Punktes  mit  (a^,  a,).  Die  Spuren  der  Berührungsebenen  gehen  durch 
die  Spuren  dieser  Geraden. 

12)  An  einen  gegebenen  Kegel  Berührungsebenen  zu  legen,  welche 
einer  gegebenen  Geraden  G  parallel  sind. 

Anl.  z.  Aufl.  Man  ziehe  durch  die  Spitze  des  Kegels  die  Gerade 
G'  parallel  zu  G,  dann  wird  G'  in  den  gesuchten  Ebenen  liegen;  sie  ist 
nach  (2)  die  SchnittUnie  derselben.  Die  Spuren  der  Berührungsebenen 
gehen  nun  durch  die  Spuren  der  Geraden  G'. 

Berührungsebenen  einer  Kugelfläche. 

13)  Die  Spuren  der  Ebene  zu  finden,  welche  eine  gegebene  Kugel- 
fläche (Kj,  Kj)  in  dem  gegebenen  Punkte  (a^,  a^)  berührt  (Fig.  129). 

Der  Berührungspunkt  ist 
durch  seine  erste  Projektion  a^ 
gegeben.    Die  zweite  Projektion 

a,  wird  nach  (I,  9)  bestimmt. 
Durch  (a^,  a,)  ist  nun  die  ge- 
suchte Ebene  senkrecht  zum 
Halbmesser  (c^a^,  c^sl^)  zu 
legen.  Nach  (III,  19)  stehen 
die  Spuren  SQ  und  QR  der 
Berührungsebene  senkrecht  zu 
den  entsprechenden  Projektionen 
des  Halbmessers  (c^aj,  c^a,). 
Zieht  man  deshalb  durch  (a^ ,  a,) 
eine  Gerade  parallel  zu  SQ,  so 
liegt  dieselbe  in  der  gesuchten 
Ebene,  und  ihre  erste  Projek- 
tion a^bi  steht  senkrecht  zu 
Cja^.  Die  zweite  Projektion  a^bg  dieser  Geraden  ist  parallel  zur  Achse 
OX.    Durch  die  zur  Achse  Senkrechte  b^bj  bestimmt  man  die  zweite  Spur 

b,  der  Hül&geraden,  und  durch  b,  zieht  man  nun  die  Spur  QR  senkrecht 
zu  CgSj.     Die  erste  Spur  SQ  geht  durch  Q  und  ist  parallel  zu  aibj. 

Sehlotke,  Geometrie.    L    i.  Aafl.  7 


Vig.  129. 
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Man  kann  auch  nach  (VI,  4)  durch  den  Punkt  (a^,  a,)  zwei  Kreise 
legen,  von  denen  der  eine  parallel  zu  Pj,  der  andere  parallel  zu  P,  ist. 
An  diese  Kreise  lege  man  durch  (a^,  a,)  die  Tangenten  (a^bi,  Si^h^),  (a^d^, 
a^dg),  und  durch  die  letzteren  die  gesuchte  Berührungsebene. 

14)  Durch  eine  gegebene  Gerade  (aib^,  a^b,)  Berührungsebenen  an 
eine  gegebene  Kugel  (K^,  K,)  zu  legen  (Fig.  130). 


Fig.  isa 

Der  Mittelpunkt  der  Kugel  hege  in  der  ersten  Projektionsebene.    Der 
Gang  der  Lösung  ist  in  (ß)  in  schiefer  Projektion  dargestellt.    Die  erste 
Spur  A  der  gegebenen  Geraden  betrachte  man  als  die  Spitze  einer  die 
Kugel  einschliessenden  und  berührenden  Kegelfläche.     Die  beiden  Tan- 
genten AG  und  ADj  welche  von  A  aus  an  den  Grundkreis  der  auf  P^ 
liegenden  Halbkugel  gezogen  werden  können,  bilden  die  äussersten  Seiten- 
linien des  ebenfalls  auf  P^  hegenden  und  die  Kugel  berührenden  halben 
Kegels,  dessen  Achse  die  Gerade  yon  A  nach  dem  Mittelpunkt  der  Kugel 
ist     Die  Ebene  M    des  Berührungskreises    der  Kegel-  und  Kugelfläche 
steht  senkrecht  zu  P^,  und  ihre  Spur  FG  ist  die  Sekante,  welche  durch 
die  Berührungspunkte  C  und  D  der  beiden  Tangenten  AG  und  AD  geht. 
Zugleich  ist  CD   der  Durchmesser  dieses  Berührungskreises.     AB   trefife 
die  Ebene  M  in  E;  zieht  man  von  E  aus  die  beiden  Tangenten  EF   und 
EG  an  den  Berührungskreis,   so  treffen  dieselben  die  Spur  FG  in   den 
Punkten  F  und  G,  und  nun  sind  die  Ebenen  ABH  und  ABJ,   welche 
man  durch  AB  und  EF  oder  durch  AB  und  EG  legen  kann,  die    ge- 
suchten Berührunfi;sebonen.     Die  ersten   Spuren    derselben   sind  die    Ge- 
raden AF  und  A(j.     Diese  beiden  El)enen  berühren  nämlich  die  Kegel- 
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fläche  und  folglich  auch  die  Kugel;  die  letztere  in  den  Berührungs- 
punkten  L  und  E  der  beiden  Tangenten  EF  und  EG.  Mit  Hülfe  dieser 
Andeutungen  sollen  die  Spuren  der  beiden  möglichen  Berührungsebenen 
in  Fig.  130(a)  bestimmt  werden. 

Man  löse  die  Aufgabe  auch,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Kugel  nicht 

in  einer  der  Projektionsebenen  hegt. 

15)  An  eine  gegebene  Engel  Berührongsebenen  zu  legen,  welche  einer  gegebenen 
Geraden  parallel  sind. 

16)  Von  einem  Punkte  ans  Berührongsebenen  an  eine  gegebene  Engel  zn  legen. 
In  (15)  und  (16)  sind  unzählig  viele  Ebenen  möglich.    Im  ersten  Falle  liegen 

die  Berührungspunkte  auf  emem  grössten  Ereise  der  Eugel,  im  letzteren  bilden 
dieselben  einen  kleineren  Ereis.  Die  Projektionen  dieser  Beröhrungskreise  sind  zn 
bestimmen. 

17)  Die  Sparen  der  Berührongsebenen  zn  linden,  welche  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehen  und  zwei  gegebene  Engeln  berühren. 

Es  giebt  vier  Ebenen,  welche  mit  Hülfe  der  Berühmngskegel  beider  Eugehi 
leicht  nach  (11)  zu  bestimmen  sind. 

18)  An  zwei  Kugeln  gemeinschaftliche  Beriihrungsebenen  zu  legen, 
welche  einer  gegebenen  Geraden  parallel  sind. 

19)  An  einen  auf  P^  stehenden  geraden  Kegel  und  an  eine  gegebene 
Kugel  gemeinschafüiche  Berührungsebenen  zu  legen  (Fig.  131). 


Flg.  181. 


Anl.  zur  Aufl.    Man  lege  um  die  gegebene  Kugel  (K^  Kg)  einen 
berührenden  Kegel,  welcher  dem  gegebenen  Kegel  ahnhch  ist  und  ahn- 
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liehe  Lage  hat  Die  zweite  Projektion  desselben  ist  das  Dreieck  Igm^c^, 
welches  der  zweiten  Projektion  des  gegebenen  Kegek,  nämhch  dem  Dreieck 
o^PaSg  ähnlich  ist  Der  auf  P^  liegende  Grundkreis  des  Kegels,  dessen 
Durchmesser  gleich  l^m,  ist,  ergiebt  sich  hieraus  leicht.  Zieht  man  an 
die  beiden  Ghnindkreise  dieser  Kegel  die  gemeinschaftliche  Tangente  QV, 
und  durch  die  Berührungspunkte  a^  und  b^  die  SeitenUnien  (a^s^,  a^s,), 
(b^Cj,  bgCg),  so  sind  die  letzteren  parallel,  und  die  Ebene,  welche  durch 
beide  gelegt  werden  kann,  hat  die  Tangente  QY  zur  ersten  Spur.  Sie 
ist  deshalb  eine  gemeinschaftliche  Berührungsebene  beider  Kegel;  folglich 
berührt  sie  auch  die  Kugel,  und  zwar  in  demjenigen  Punkte  (f^,  4),  in 
welchem  die  Seitenlinie  (b^Ci,  b^c,)  den  Berührungskreis  schneidet. 

Die  Berührungsebene  enthält  die  Verbindungshnie  der  Spitzen  beider 
Kegel;  ihre  zweite  Spur  QR  gehi  deshalb  durch  die  zweite  Spur  d^  dieser 
Geraden.  Oder  man  kann  zur  Bestimmung  von  QR  durch  die  Spitze 
(sj,  Sj)  eine  Gerade  (siCi,  SiC,)  parallel  zur  Spur  QV  ziehen.  Diese 
Gerade  liegt  dann  ebenfalls  in  der  Berührungsebene.  Ihre  zweite  Pro- 
jektion s^e,  ist  parallel  zur  Achse  OX,  und  die  Spur  QR  geht  auch  durch 
die  zweite  Spur  e^  dieser  HülfeUnie. 

In  gleicher  Weise  bestimme  man  die  Spuren  der  übrigen  drei  noch 
möglichen  Berührungsebenen. 

20)  An  einen  schiefen  Kegel  und  an  eine  gegebene  Kugel  gemein- 
schaftliche Berührungsebenen  zu  legen. 

Aul.  z.  Aufl.  Man  lego  um  die  Kugel  elneu  berührenden  Kegel,  welcher  mit 
dem  gegebenen  Kegel  die  Spitze  gemeinschaftlich  hat.  An  diese  beiden  Kegel  lassen 
sich,  wie  leicht  eraichtlich  ist,  gemeinschaftliche  Berührungsebenen  legen. 

21)  An  einen  Cylinder  und  an  eine  Kugel  soUen  gemeinschaftliche 
Berührungsebenen  gelegt  werden. 

Anl.  zur  Aufl.  Man  lege  um  die  Kugel  einen  berührenden  Cylinder,  dessen 
Seitenlinien  denjenigen  des  gegebenen  Cylinders  parallel  sind.  An  diese  beiden  Cylinder 
kann  man  gemeinschaftliche  Berührungsebenen  legen.  Man  bestimme  hiernach  die 
Spuren  derselben. 

22)  An  drei  gegebene  Kugeln  K^,  K,,  K,  gemeinschaftliche  Be- 
rührungsebenen zu  legen. 

Anl.  zur  Aufl.  Man  lege  die  drei  Kugeln  so,  dass  ihre  Mittelpunkte 
in  einer  der  Projektionsebenen,  z.  B.  in  Pj  Hegen.  Je  zwei  Kugeln  werden 
von  einer  Kegelfläche  eingeschlossen  und  berührt,  deren  Spitze  auf  der 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Kugeln,  also  auch  in  P^  liegt.  Die 
Spur  einer  Ebene,  welche  den  Kegel,  also  auch  die  beiden  entsprechenden 
Kugeln  berührt,  muss  durch  diese  Spitze  gehen. 
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Man  bestimme  hiemach  die  ersten  Spuren  sämtlicher  Berühnings- 
«benen  und  die  ersten  Projektionen  ihrer  Berührungspunkte. 

Berührungsebenen  an  Umdrehungsflächen. 

Das  Umdrehungs-EUipsoid. 

23)  Die  Spuren  der  Ebene  zu  finden,  welche  das  gegebene  Um- 
drehnngsellipsoid  (E^,  E,)  in  einem  gegebenen  Punkte  (ai,  aj)  seiner 
OberaSche  berührt  (Fig.  132). 

Aufl.  Die  Umdrehungsachse  des  Ellipsoides  soll  senkrecht  zu  P^ 
angenommen  werden  wie  in  Fig.  91.  Die  Konstruktion  kann  nach  (4) 
folgendermassen  ausgeführt  werden.  Man  lege  durch  den  gegebenen  Punkt 
(a^,  a,)  einen  Meridianschnitt, 
und  einen  Schnitt  senkrecht  zur 
Drehadise.  Der  erste  Schnitt  ist 
eine,  der  erzeugenden  gleiche 
Ellipse,  deren  erste  Projektion  mit 
dem  durch  a^  gehenden  Durch- 
messer m^nj  zusanunenfällt,  wäh- 
rend die  zweite  Projektion  eine 
durch  a,,  d,  und  e^  gehende  El- 
lipse ist  (Zur  Lösung  der  Auf- 
gabe ist  die  Zeichnung  dieser 
sonst  leicht  zu  findenden  Kurve 
nicht  erforderKch.)  Der  zweite 
Schnitt  ist  ein  Kreis,  dessen 
zweite  Projektion  in  der  durch 
a^  zur  Achse  OX  gezogenen  Pa- 
rallelen k,^'^  lieg^  Durch  (a^, 
a,)  zieht  man  an  diesen  Kreis 
die  Tangente  (a^hj,  a^h^).  Die 
zweite  Projektion  a^hj  fällt  in 
die  Verlängerung  von  k^a",  und 
die  zweite  Spur  der  Tangente 
liegt  in  h,.     Femer   lege   man 

dorch  (aj,  a,)  auch  eine  Tangente  an  den  Meridianschnitt.  Die  erste 
Projektion  a^g^  fällt  in  die  Verlängerung  von  m^Uj;  um  die  zweite 
Projektion  der  Tangente  zu  finden,  drehe  man  den  Schnitt  um  die 
Achse  des  ElUpsoids,  bis  derselbe  parallel  zu  P,  wird.  Nach  der  Drehung 
fällt  die  zweite  Projektion  des  Schnittes  mit  der  Ellipse  d^kge^a"  zu- 
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sammen,  und  der  gegebene  Punkt  bewegt  sich  auf  dem  Umfang  des  ersten 
Schnittes  bis  a'^  Durch  diesen  Punkt  zieht  man  (s.  lY,  9)  die  Tangente 
^g'^  an  die  gedrehte  Ellipse.  Beim  Zurückdrehen  des  Schnittes  in  die 
ursprüngUche  Lage  gelangt  bI'  wieder  nach  %,  während  der  Punkt  4 
auf  der  Drehachse  an  der  Stelle  bleibt;  folgUch  ist  die  durch  4  ui^d  a, 
gezogene  Gerade  4g2  ^^  zweite  Projektion  der  gesuchten  Tangente.  Durch 
die  Spur  g^  der  letzteren  zieht  man  nun  die  erste  Spur  SQ  der  gesuchten 
Berührungsebene  parallel  zu  a^h^.  Die  zweite  Spur  der  Ebene  geht  von 
Q  durch  h,. 

24)    Von  einem  gegebenen  Punkte  A  aus  Berührungsebenen  an  das 
Yorige  UmdrehungselHpsoid  zu  legen  (Fig.  133). 

Anl.  zur  Aufl.   In  diesem  Falle  sind  unzähUg  Tiele  Ebenen  mögUch, 
welche  die  Fläche  in  einer  zu  konstruierenden  Kurve   berühren.     Legt 

man  durch  A  eine  Ebene 
M  senkrecht  zur  Dreh- 
achse EF,  so  schneidet 
sie  das  Ellipsoid  in  einem 
Kreise,  an  welchen  man 
von  A  aus  die  beiden  Tan- 
genten AB  und  AC  ziehen 
kann.  Die  Berührungs- 
punkte B  und  C  gehören 
der  gesuchten  Kurve  an. 
Es  sei  OR  ein  zweiter 
Kreis,  welcher  ebenfalls 
senkrecht  zur  Drehachse  EF  steht,  dessen  Ebene  aber  nicht  durch  A 
geht;  femer  sei  KFL  eine  das  Ellipsoid  in  diesem  Kreise  berührende 
Kegelfläche,  welche  von  der  Tangente  FL  an  den  Meridianschnitt  ODR 
durch  Drehung  um  die  Achse  EF  beschrieben  wird,  und  welche  die 
Ebene  M  in  dem  Kreise  KL  schneidet.  An  den  letzteren  ziehe  man  von 
A  aus  die  Tangenten  AG  und  AH,  und  durch  die  Berührungspunkte  G 
und  H  die  Seitenhnien  FG  und  FH  der  Kegelfläche.  Die  Ebene,  welche 
man  durch  FG  und  AG  legen  kann,  berührt  die  Kegelfläche  in  der 
SeitenUnie  FG.  FolgUch  berührt  sie  auch  das  Ellipsoid  in  demjenigen 
Punkte  N,  in  welchem  FG  den  Kreis  OR  trifft.  Ebenso  ist  der  Schnitt- 
punkt J  des  Kreises  OR  und  der  Seitenlinie  FH  der  Berührungspunkt 
der  Ebene,  welche  durch  AH  und  PH  gelegt  werden  kann. 

Auf  die  angegebene  Weise  lassen  sich  beliebig  viele  Punkte  der  Be- 
rührungskurve bestimmen.    Man   konstruiere   hiemach    die  beiden  Pro- 
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jektionen  derselben,  und  ermittele  noch  besonders  die  beiden  Punkte  der 
Kurve,  welche  in  der  durch  A  und  die  Achse  DE  gehenden  Ebene 
liegen. 

25)  An  dasselbe  Umdrehungsellipsoid  Berührungsebenen  zu  legen, 
welche  einer  gegebenen  Geraden  G  parallel  sind. 

Anl.  z.  Aufl.  Legt  man  an  jeden  der  in  (24)  benutzten  Hülfskegel  nach  (12) 
Berühnmgsebenen,  welche  der  Geraden  G  parallel  sind,  so  berühren  diese  auch  das 
EUipsoid.    Man  bestimme  hiemach  die  beiden  Projektionen  der  Berührongskurve. 

26)  An  eine  RingSäche  durch  einen  auf  derselben  gegebenen  Punkt 
(%}  ^)  <li6  Berührungsebene  zu  legen  (Fig.  134). 


Flg.  184. 

Die  Eingfläche  (s.  IV,  42)  liege  auf  Pj.  Durch  (a^,  %)  gehen  zwei 
Kreise,  welche  auf  der  Bingfläche  hegen.  Der  eine,  dessen  erste  Pro- 
jektion SLiBi  und  dessen  zweite  Projektion  die  Gerade  a^'m,  ist,  steht 
senkrecht  zur  Drehachse.  Der  andere  Hegt  in  der  Ebene,  welche  diirch 
(aj,  a^ )  und  durch  die  Drehachse  der  Bingfläche  geht.  Seine  erste  Pro- 
jektion ist  die  durch  Cj  und  a^  bestimmte  Gerade  gib^;  die  zweite  Pro- 
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jektion  würde  eine  durch  a^  gehende  Ellipse  sein,  welche  aber  nicht  ge- 
zeichnet zu  werden  braucht  An  beide  Kreise  zieht  man  in  (a^,  a^) 
Tangenten,  dann  ist  die  Ebene,  welche  durch  diese  gelegt  werden  kann, 
die  gesuchte  Berührungsebene. 

Die  Projektionen  der  Tangente  an  den  ersten  Kreis  sind  a^f^  und 
a,4>  von  denen  die  letztere  mit  der  Geraden  a^'m,  zusammenfällt.  In  4 
trifft  dieselbe  Pj.  Um  die  Tangente  an  den  zweiten  Kreis  zu  bestimmen, 
dreht  man  den  letzteren  um  die  Achse  (c^di,  c^d^),  bis  derselbe  parallel 
zu  Pj  wird.  Hierdurch  gelangt  (ai,  a^)  nach  (a',  a").  In  a"  zieht  man 
die  Tangente  a"b''  an  den  gedrehten  Kreis.  Die  erste  Projektion  a'b' 
ist  dann  parallel  zu  03^  und  die  erste  Spur  der  Tangente  liegt  senkrecht 
unter  b"  in  b'.  Wird  nun  der  Schnitt  mit  der  Tangente  wieder  in  seine 
erste  Lage  zurückgedreht,  so  beschreibt  b'  den  Kreisbogen  b'bj  um  den 
Mittelpunkt  c^  und  (a',  a")  kommt  wieder  nach  (%,  a,).  Hieraus  er- 
geben sich  die  beiden  Projektionen  a^b^  und  a^b^  der  Tangente,  und 
zugleich  deren  Spuren  b^  und  e,.  Durch  b^  zieht  man  die  erste  Spur 
SQ  der  gesuchten  Berührungsebene  parallel  zu  a^f^;  die  zweite  Spur  QR 
geht  durch  die  Punkte  e^  und  ^. 

Der  Punkt  (a^,  a^)  ist  in  Fig.  134  auf  der  inneren  Seite  der  Ring- 
fläche angekommen.  Die  gefundene  Berührungsebene  wird  deshalb  an 
anderen  Stellen  die  Bingfläche  schneiden.  Man  konstruiere  nach  (IV,  42) 
die  Durchschnittskurve  und  bestimme  nach  (5)  für  einen  behebigen  Punkt 
derselben  die  Tangente. 

27)  Von  einem  gegebenen  Punkte  ausserhalb  Berührungsebenen  an  eine  Bing- 
fläche zu  legen. 

Wie  in  (24)  zu  lösen. 

28)  An  eine  Ringfläche  Berührungsebenen  zu  legen,  welche  einer  gegebeneu 
Geraden  parallel  sind. 

Die  Berührungskurve  wird  nach  (25)  bestimmt 


Zur  weiteren  Übung  mögen  noch  folgende  Aufgaben  dienen. 

29)  An  zwei  gegebene  Kegelflächen  parallele  Berührungsebenen  zu  legen. 

Anl.  zur  Aufl.  Man  konstruiere  einen  Hülfskegel^  dessen  Spitze  mit  derjenigen 
des  eiuen  der  gegebenen  Kegel  zusammenfällt,  und  welcher  dem  andern  Kegel  ähn- 
lich ist  und  ähnliche  Lage  mit  demselben  hat.  An  zwei  Kegel  mit  gemeinschaftlicher 
Spitze  lassen  sich  gemeinschaftliche  Berührungsebenen  legen  u.  s.  f. 

30)  An  zwei  Cylinder  parallele  Berührungsebenen  zu  legen. 

31)  An  einen  Kegel  imd  einen  Cylinder  parallele  Berührungsebenen  zu  legen. 

32)  Gegeben  zwei  Kugeln  Kj  und  K,  und  ein  Kegel  M.  Man  soll  an  M  Be- 
rührungsebenen legen,  welche  parallel  zu  gemeinschaftlichen  Berührungsebenen  der 
Kugeln  Kl  und  K,  sind. 
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33)  In  eine  dreiseitige  Pyraoiide  eine  Kugel  zu  legen,  welche  die  Seitenflächen 
^or  Pyramide  berührt. 

34)  In  einen  geraden  Kreiskegel  eine  die  Mantelfläche  desselben  berührende 
Kugelfläche  zu  legen,  welche  durch  eineii  gegebenen  Punkt  geht.  Wie  viele  Kugel- 
füchen  sind  möglich? 

35)  Durch  drei  gegebene  Punkte  eine  Kugelfläche  zu  legen,  welche  eine  gegebene 
Ebene  berührt 

36)  Durch  drei  gegebene  Punkte  eine  Kugelfläche  zu  legen,  welche  eine  andere 
gegebene  Kugel  berührt. 

37 1  Durch  einen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen,  welche  von  einer  gegebenen  Ge- 
raden einen  gegebenen  Abstand  hat. 

38)  Durch  eine  Gerade  eine  Ebene  zu  legen,  welche  Yon  einem  gegebenen  Punkte 
einen  gegebenen  Abstand  hat 

Anwendung  der  Berührungsebenen  auf  die  Projektionen 

Yon  Umdrehungsflächen. 

39)  Wird  eine  beliebige  Kurve  AB  (Fig.  136)  um  eine  Gerade  CD 
gedreht,  so  durchläuft  AB  eine  Umdrehungsfläche.  Es  soll  dabei  voraus- 
gesetzt werden y  dass  AB  und  CD  in  einer  Ebene  liegen.  Ist  nun  EG 
eine  Tangente  an  AB,  E  der  Berührungspunkt  der- 
selben, und  EF  senkrecht  zu  EG,  so  heisst  EF  die 
Normale  der  Kurve  AB  für  den  Punkt  E.  Der  Kreis, 
welcher  mit  dem  Halbmesser  EF  um  F  als  Mittel- 
punkt beschrieben  wird,  hat  mit  der  Kurve  AB  die 
Tangente  in  E  gemeinschaftlich;  beide  Kurven  be- 
rühren sich  deshalb  in  diesem  Punkte.  Durch  Drehung 
des  Halbkreises  HEK  um  CD  entsteht  nun  eine  Kugel- 
flache, welche  die  von  AB  beschriebene  Umdrehungs-  ^^-  ^^ 
fläche  in  dem  Kreise  berührt,  welchen  der  Punkt  E  durchläuft.  Zur  Dar- 
stellung der  Projektionen  von  Umdrehungsflächen  werden  häufig  solche 
berührende  Kugeln  mit  Vorteil  benutzt,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt 
werden  soll. 

Umdrehungsellipsoid. 

40)  Die  zweite  Projektion  eines  Ellipseids  habe  die  in  Fig.  136  an- 
gegebene Lage.    Man  soll  die  erste  Projektion  desselben  bestimmen. 

Die  grosse  Achse  (c^di,  c^ds),  welche  zugleich  Drehachse  ist,  sei 
parallel  zu  F,,  jedoch  nicht  senkrecht  zu  P^.  In  diesem  Falle  ist  ihre 
erste  Projektion  Cjdj  parallel  zu  OX. 

In  einem  beliebigen  Punkt  m^  der  EUipse  Cgegd^^  ziehe  man  die 
Normale  m^n^  und  zeichne  aus  n^  mit  m^Uj  als  Halbmesser  einen  Kreis, 
welcher  die  zweite  Projektion  einer  das  ElUpsoid  berührenden  Kugel  dar- 
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stellt.  Die  erste  Projektioii  dieser  Eugel  iat  ein  gleicher  Ereis  mit  dem 
senkrecht  unter  n,  auf  c,di  liegenden  Mittelpunkte  n,.  Legt  man  nun 
beliebig  viele  Bolcher  berührenden  Kugeln  in  das  EUipsoid,  so  werden 
dieselben  von  der  Oberfläche  des  letzteren  eingehüllt,  der  UmriBe  der 
ersten  Projektion  ist  deshalb  diejenige  Kurve,  welche  die  eisten  Pro- 
jektionen aller  berührenden  Kugeln  einhüllt 


\ 

^ 

i 

(t 

41)  Die  schon  früher  dargestellte  Ringfläche  lässt  sich  auch  bei  be> 
liehiger  Stellung  leicht  mittelst  Hülfekugeln  projideren.  Es  ist  jedoch 
Torteilhait,  die  Mittelpunkte  der  berührenden  Kugeln  nicht  auf  der  Dreh- 
achse anzunehmen,  sondern  auf  demjenigen  Kreise,  welchen  der  Mittel- 
punkt des  Meridianschnittes  bei  der  Umdrehung  beschreibt.  In  diesem 
Falle  sind  sämtUche  Kugeln  gleich  gross.  Die  zweite  Projektioii  der 
Ringääche  habe  die  in  Fig.  137  angegebene  Lage,  dann  ist  diejenige  des 
eben  erwähnten  Kreises  die  Gerade  m,nt,  während  die  erste  Projektioa 
desselben  die  leicht  zu  konstruierende  Ellipse  m,e,n,f,  ist  Beschreibt 
man  nun  aus  beliebig  vielen  Pankten  der  letzteren  Kreise,  welche  den 
Meridianschnitten  gleich  sind,  so  kann  man  dieselben  als  die  ProjektioDen 
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Ton  Engeln  betrachten,  welche  der  Ringääche  einbeschrieben  sind.  Die 
eiste  Projektion  der  letzteren  ist  dann  die  einhüllende  Kurve  aller  dieser 
Kreise. 

Diese  Knrve  besteht  aus  zwei  getrennten  Teilen,  von  welchen  der 
innere  besondere  EigentümUchkeiten  zeigt.  Derselbe  hat  nämüch  in  den 
Tier  Pimkten  a,  b,  c  und  d  Spitzen.  Der  Zweig  von  a  bis  b  liegt  auf 
der  oberen  Seite  der  Ringääche  und  ist  deshalb  im  Grundriss  sichtbar;  der 
untere  Zweig  von  d  nach  c,  und  die  Bögen  von  a  nach  d  und  von  b  nach 
c  sind  gar  nicht  sichtbar. 

Man  kann  selbstverständlich  die  vorstehende  Konstruktion  nur  als 
eine  näherungsweise  betrachten,  welche  aber  fiir  den  praktischen  Gre- 
braach  nützlich  und  vollkommen  ausreichend  ist.  Es  sind  hauptsächlich 
keine  bestimmten  Punkte  des  Umrisses  der  ersten  Projektion  ermittelt, 
und  die  Berührungspunkte  desselben  mit  den  gezeichneten  Kreisen  sind 
auch  nicht  konstruiert  worden.  Es  lassen  sich  aber  beUebig  viele  Punkte 
der  Kurve  mit  Hülfe  von  Berührungsebenen  bestimmen,  wie  nun  an 
einem  andern  Beispiel  gezeigt  werden  soll. 


PlS.  138. 


42)  Es  seien  Kl  undK^,  Fig.  138  (a),  die  beiden  Projektionen  eines 
Unidrehungskörpers,  welcher  auf  P^  steht.  Der  untere  Teil  ist  cyhndrisch, 
der  obere  Teil  ist  von  einer  Fläche  begrenzt,  welche  durch  Drehung  eines 
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Viertelkreises  ab  um  die  Achse  cd  erzeugt  wird.  In  (ß)  ist  nun  der 
Körper  in  eine  andere  Lage  gebracht,  so  dass  die  Drehachse  zwar  noch 
parallel  zu  Pj,  aber  nicht  senkrecht  zu  P^  ist  Die  ersten  Projektionen 
der  beiden  Grundkreise  des  cylindrischen  Teiles  werden  nach  (HL,  39) 
bestimmt.  Der  Umriss  des  anderen  Teiles  ist  aber  die  Projektion  der- 
jenigen Kurve  auf  demselben,  welche  die  Berührungspunkte  aller  zur  ersten 
Projektionsebene  senkrechten  Berührungsebenen  enthält 

Es  sei  e2f2  die  Projektion  eines  Schnittes,  welcher  senkrecht  zur 
Drehachse  steht,  e24g2  diejenige  des  Kegels,  welcher  die  ümdrehungs- 
fläche  in  dem  Schnittkreise  berührt.  An  diesen  Kegel  legt  man  Be- 
rührungsebenen, welche  senkrecht  zu  Pj  stehen.  Man  ziehe  also  durch 
die  Spitze  gg  eine  zu  Pi  senkrechte  Gerade,  deren  zweite  Projektion  g^h, 
auf  OX  senkrecht  steht.  Diese  Gerade  trifft  die  erweiterte  Grundfläche 
des  Berührungskegels  in  h^.  Man  dreht  nun  den  Berührungskreis  um 
eghj  so  weit,  bis  derselbe  parallel  zu  P,  wird,  also  im  Aufiiss  in  wahrer 
Gestalt  erscheint,  zieht  alsdann  die  Tangente  h^kg  und  fällt  von  dem 
Berührungspunkte  k,  eine  Senkrechte  auf  e^f,,  welche  die  letztere  in 
dem  Punkte  m,  trifft.  Die  zu  P^  senkrechten  Berührungsebenen  des 
Kegels  e^ifgi  werden  nun  die  Umdrehungsfläche  in  zwei  Punkten  be- 
rühren, welche  dieselbe  zweite  Projektion  m,  haben  (s.  24).  Die  ersten  Pro- 
jektionen derselben  liegen  senkrecht  unter  m,  in  den  Abständen  m^n^  =' 
m'ui  =kjm2  von  der  ersten  Projektion  c^d^  der  Drehachse.  Auf  diese 
Weise  kann  man  beUebig  viele  Punkte  des  Umrisses  bestimmen,  und  zu- 
gleich findet  man  hierdurch  auch  die  zweite  Projektion  z^m^d^  der  Kurve. 
Zj  ist  der  Berührungspunkt  der  zur  Achse  senkrechten  Tangente  des 
Kreisbogens  is.  Der  Umriss  zeigt  im  Grundriss  zwei  Spitzen  bei  o^  und 
r^;  diese  letzteren  Punkte  liegen  auf  der  an  die  zweite  Projektion  der 
Kurve  gezogenen,  zur  Achse  OX  senkrechten  Tangente. 

Das  gleiche  Verfahren  ist  auch  bei  der  Bingfläche,  sowie  bei  allen 
anderen  Umdrehungsflächen  anwendbar. 
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Durchschnitte  kmmmer  FMcheiu 

Die  einfachsten  Fälle  von  Durchschnitten  krummer  Flächen  unter  sich 
sind  bereits  in  V.  vorgekommen.  Es  sollen  im  Folgenden  nun  die  all- 
gemeinen Methoden  gezeigt  und  an  entsprechenden  Beispielen  erläutert 
werden.  Hierbei  findet  auch  mit  Hülfe  der  in  VI.  aufgestellten  Gesetze 
das  Tangentenproblem  für  die  gefundenen  Durchschnittskurven  ent- 
sprechende Verwendung. 

1)  Das  erste  Verfahren,  Durchschnittspunkte  zweier  krummer  Flächen 
F  imd  f  zu  finden,  welches  auch  in  V  schon  mehrfach  angewendet  ist, 
besteht  darin,  dass  man  beide  krummen  Flächen  mit  einer  Ebene  E 
durchschneidet.  Die  Schnittkurven  von  E  mit  F  und  f  müssen,  weil  sie 
in  derselben  Ebene  hegen,  sich  schneiden,  und  die  Schnittpunkte  gehören 
dann  beiden  Flächen  F  und  f  an.  Dieser  Weg  führt  stets  zum  Ziele, 
wenn  E  die  Flächen  F  und  f  entweder  in  geraden  Linien  oder  in  Kreisen 
schneidet  Sind  aber  diese  Durchschnitte  Kiirven,  welche  punktweise 
konstruiert  werden  müssen,  so  sind  ihre  Schnittpunkte  nur  näherungs- 
weiße bestimmt.  Zuweilen  führt  dann  einer  der  später  zu  zeigenden  Wege 
zum  Ziele;  im  anderen  Falle  muss  man  sich  mit  einer  solchen  Annäherung, 
welche  bei  sorgfältiger  Ausfuhrung  auch  praktisch  sehr  wohl  brauchbar 
ist,  begnügen. 

Durchschnitt  zweier  schiefen  Cylinder. 

Es  seien  (Kj,  Kg),  (Lj,  L,)  die  Projektionen  zweier  auf  P^  stehenden 
Cylinder,  von  denen  der  erstere  in  Fig.  139  eine  Ellipse,  der  zweite  einen 
Kreis  zur  Grundfläche  hat.  Man  durchschneidet  beide  Cyhnderflächen 
mittelst  Ebenen,  welche  den  Seitenlinien  oder  Achsen  der  Cyhnder  parallel 
sind,  da  solche  Ebenen  die  Cyhnderflächen  in  geraden  Linien  schneiden. 

Ist  nun  (a^bi,  a^b,)  eine  behebige  Seitenhnie  des  einen  Gyhnders, 
so  ziehe  man  durch  einen  Punkt  derselben,  z.  B.  (a^,  a,)  die  Gerade 
(a^c^,  a^Cj)  parallel  zu  den  Seitenhnien  des  anderen  Cy linders.  Durch 
die  ersten  Spuren  b^  und  c^  dieser  beiden  Geraden  geht  nun  die  erste 
Spur  bjCi  der  Ebene  E,  welche  sich  durch  (aibi,  a^b^)  und  (ajCi,  a^Cg) 
legen  lässt,  und  diese  Ebene  ist  den  Seitenlinien  beider  Cyhnder  parallel. 
bjCi  schneidet  die  Grundflächen  in  den  Punkten  bi,fi  bez.  di,ei.  Zieht 
man  durch  diese  die  Seitenlinien  (aibi,  a^bg),  (firj,  fgr^)  bez.  (djmj,  d^m,), 
(eittj,  e^Uj),  so  treffen  sich  dieselben  in  den  vier  Punkten  (g^,  g^),  (h^  hg), 
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(ii,  ig),  (Ij,  lg),  welche  dem  gesuchten  Durchschnitt  angehören.  Die  Ebene 
E  kann  nun  parallel  mit  sich  selbst  verschoben  werden,  dann  schneidet 
sie  beide  Cylinderflächen  stets  in  Seitenlinien,  wodurch  man  neue  Schnitt- 
punkte erhält.  Die  Spuren  aller  Hülfsebenen  sind  parallel  zu  b^c^.  Man 
vergl.  hiermit  die  Aufgabe  (V,  9). 


Flg.  139. 


Um  für  einen  behebigen  Punkt,  z.  B.  (iiig),  die  Tangente  zu  finden, 
legt  man  nach  (VI,  6)  an  beide  Cylinderflächen  Berührungsebenen  durch 
diesen  Punkt.  Die  Spuren  derselben  sind  die  beiden  Tangenten  b^Sj  und 
djSj,  welche  man  durch  die  Fusspunkte  h^  und  d^  der  durch  (iii^) 
gehenden  Seitenlinien  an  die  Grundflächen  ziehen  kann.  Die  gesuchte 
Tangente  ist  als  Schnittlinie  jener  beiden  Berührungsebenen  die  Gerade 
ijSj,  deren  zweite  Projektion  leicht  zu  finden  ist. 

2)  Durchschnitt  eines  Cylinders  mit  einem  Kegel  (Fig.  140). 

Man  lege  durch  die  Spitze  des  Kegels  eine  Gerade  (ajCi,  b^c^),  welche 
den  Seitenlinien  des  Cyhnders  parallel  ist    Jede  Ebene,  welche  durch  diese 
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Gerade  gelegt  wd  und  beide  krummen  Flächen  schneidet»  trifit  dieselben 
in  Seitenlinien;  die  ersten  Spuren  dieser  Ebenen  gehen  sämtlich  durch  a^. 
Ist  nun  a|b|  die  erste  Spur  einer  solchen  Ebene,  so  schneidet  die- 
selbe den  Gylinder  in  den  Seitenlinien  (f^li,  j^l^)  und  (e^mi,  e^m,);  den 
Kegel  dagegen  in  (b^c^^  b^c,)  und  (c^d^;  c^d,).    Diese  yier  Seitenlinien 


ng.i4o. 


treffen  sich  in  den  Punkten  (gi,  g,),  (hj,  h,),  (ij,  i,),  (kj,  k,),  welches 
Dim  Durchschnittspunkte  der  beiden  krummen  Flächen  sind.  Man  führe 
hiernach  die  Konstruktion  aus  und  zeichne  auch  für  einen  beUebigen  Punkt 
der  Durchschnittskurve  die  Tangente  (vergl.  V,  10). 

3)  Die  vorige  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  der  Kegel  nicht  mit  seiner 
Grundfläche  auf  einer  der  Projektionsebenen  steht  (Fig.  141). 

Anl.  zur  Aufl.  Wir  geben  in  Fig.  141(ß)  den  Gang  der  Lösung  und 
überlassen  die  Ausfuhrung  in  (a)  dem  Schüler.  Es  sei  QRT  die  er- 
weiterte Ebene  der  Grundfläche  E  des  Kegels,  QR  ihre  erste  Spur.  Durch 
die  Spitze  s  ziehe  man  die  Gerade  ab  parallel  zu  den  Seitenlinien  des 
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Cylinders  und  bestimme  ihre  Schnittdunkte  a  und  b  mit  P^  bez.  E.  Jede 
Ebene,  welche  durch  ab  geht  und  die  Gylinder-  und  Kegelääche  schneidet, 
triffl;  dieselben  in  Seitenlinien.  Die  erste  Spur  einer  solchen  Ebene  sei 
die  durch  a  gehende  Gerade  ac,  dann  wird  E  von  dieser  Ebene  in  bc 


(U) 


Fig.  141  (a  und  /9). 

geschnitten.     Durch  d  und  e  zieht  man  auf  der  Cylinderfläche  zwd  Seiten- 
linien und  durch  f  und  g  die  Linien  f  s  und  gs  auf  der  Kegelääche.   Diese 

Seitenlinien  treffen  sich 
in  den  vier  Punkten  h, 
i,  k,  1  der  gesuchten 
Durchschnittskurve. 

Man  konstruiere  auch 
für  einen  beUebigen  Punkt 
der  Kurve  die  Tangente. 
4)  Durchschnitt 
zweier  Kegel  (Fig.  142). 
In  Fig.  142  stehen 
beide  Kegel  mit  ihren 
Grundflächen  auf  P| .  Die 
Hülf sebenen  werden  durch 
die  VerbindungsUnie  der 
beiden  Spitzen  (a^,  a,) 
und  (bj,  b,)  gelegt  Die 
letztere  schneidet  P^  in  c, . 
Durch  c^  ziehe  man  die 
erste  Spur  Cjdj  einer  sol- 
^g  143,  eben  Hülfsebene;  dieselbe 
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trifil  die  Grundflächen  in  den  Punkten  d^,  e^  bez.  fj  und  g,.  Die  Hülfe- 
ebene  schneidet  dann  die  Kegelfiäx^hen  in  den  Seitenlinien  (a^ei,  a^e,)  bez. 
(bifi,  \ii)j  welche  sich  in  dem  der  gesuchten  Durchschnittskurve  zuge- 
hörigen Punkte  (m^,  m,)  treffen.  Die  beiden  anderen  Seitenlinien,  in 
welchen  die  Kegelflächen  von  der  Hül&ebene  noch  geschnitten  werden, 
smd  weggelassen,  weil  ihr  Schnittpunkt  nicht  mehr  innerhalb  der  ge- 
gebenen Grenzen  der  Eegelfläche  liegt.  Man  bestimme  ftir  einen  beliebigen 
Punkt  des  Durchschnittes  die  Tangente. 

Sind  die  Grundflächen  beider  Kegel  Kreise,  so  kann  man  den  Durch- 
schnitt auch  durch  Hülfeebenen  finden,  welche  parallel  zu  P^  sind. 

Die  vorige  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  die  VerbindungsUnie  der  Spitzen 
beider  Kegel  P^  innerhalb  der  Grenzen  der  Zeichenfläche  nicht  mehr 
schneidet 

Zur  wdteren  Übung  dienen  folgende  Aufgaben. 

5)  Durchschnitt  eines  auf  P^  stehenden  Kegels  mit  einem  Cylinder, 
dessen  Achse  zu  P^  parallel  ist  (Fig.  143). 

Anl.  zur  Aufl.  Man  lege  durch  die  Spitze  (s^,  s,)  des  Kegels  die 
Gerade  (a^bi,  a^b,)  parallel  zu  den  Seitenlinien  des  Cylinders  und  be* 
stimme  die  Diux^hschnitte 
dei^lben  mit  den  Grund- 
flächen des  letzteren. 
Die  Projektionen  der 
Schnittpunkte  sind  (a^^ 
Bj)  und  (bj,  bj).  Durch 
die  Gerade  (ajbi,  a^bg) 
lege  man  die  Hülfe- 
ebenen,  deren  erste  Spu- 
ren den  Seitenlinien  des 
Cylinders  parallel  sein 
müssen.  Ist  c^dj  die  Spur 
einer  solchen  Ebene,  so 
achneidet  die  letztere  die 
Gnmdflächen  des  Cy- 
linders in  den  beiden 
Geraden  (a^c^,  a^Cg), 
(bj  dj ,  bj  dj  ).  Diese  tref- 
fen die  Grundflächen  in  den  Punkten  (gj,  gg),  (ii,  ig)  und  (hj,  hg),  G^i,  k,); 
diejenige  des  Kegels  wird  in  e^  und  f^  geschnitten.  Hiemach  liegen  in 
der  angenommenen  Hülfsebene  die  Seitenlinien  (gib^,  gghg),  (iikj,  ig  kg) 

Sehlotke,  Oeometrie.    I.    4.  Auf.  8 
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und  (eiSj,  e^s,),  (f,Si,  i^Sg),  welche  die  vier  dem  gesuchten  Durchschnitte 
angehörigen  Punkte  (Ij,  l,),  (mj,  m^),  (n,,  n^),  (o^,  o,)  ergeben. 

Die  Punkte  gj  und  ij  kann  man  auch  durch  eine  Seitenprojektion 
auf  eine  zur  Achse  des  Cylinders  senkrechte  Ebene  tu  bestimmen.  Diese 
Konstruktion  ist  in  Fig.  136  angedeutet.  Man  zeichne  noch  die  Tangente 
fiir  einen  beliebigen  Punkt  des  Durchschnittes. 

Man  löse  noch  die  vorige  Aufgabe,  wenn  die  SeitenUnien  des  Cylin- 
ders nicht  parallel  zu  P|  sind.  Man  kann  in  diesem  Falle  einen  ähnlichen 
Weg,  wie  oben  angegeben,  einschlagen,  oder  eine  Projektion  des  ganzen 
Gegenstandes  auf  einer  zu  den  Seitenlinien  des  Cyhnders  senkrecht 
stehenden  Ebene  benutzen. 

6)  Den  Durchschnitt  zweier  Kegel  zu  finden,  deren  Grundflächen 
nicht  in  einer  Ebene  hegen.     Tangentenkonstruktion. 

7)  Es  sind  drei  Punkte  A,  B,  G  durch  ihre  Projektionen  gegeben. 
Von  einem  Punkte  D  aus  sind  diejenigen  Winkel  gemessen,  welche  die 
Geraden  AD,  BD  und  CD  mit  dem  in  D  zu  P^  errichteten  Lote  bilden. 
Man  soll  hieraus  die  Lage  des  Punktes  D  (d.  h.  seine  Projektionen)  be- 
stimmen. 

Mit  Hülfe  der  Durchschnitte  von  drei  auf  P^  stehenden  geraden  Kreis- 
kegeln zu  lösen. 

Durchschnitte  von  Umdrehungsflächen  mit  Gylindern  oder 
Kegeln. 

8)  Hülfssätze. 

a)    Zwei  Cyhnderflächen,  welche  parallele  Achsen  haben,  schneiden 

sich   in   Seitenlinien.     Sind    nänüich    G^ 

yCT     .'^?____r^      und  Gg  (Fig.   144)  ihre  in  der  Ebene  E 

/         '7  ''  /       liegenden  Grundflächen,  femer  a  und  b 

/        // /  /  Schnittpunkte  der  Umfange  der  letzteren, 

/        /£/         _  /^         so  hegen  die  Geraden  ab  und  cd,  welche 

/['"ä — f/7^^ryi\        ^^^    durch    a   und    c   parallel    zu    den 

/ —  ^ ^       Achsen  zieht,  auf  beiden  CyMuderäächen. 

"«•***•  .      ß)    Zwei    Kegelflächen,    welche     die 

Spitze  gemeinschaftlich  haben,  schneiden  sich  in  Seitenlinien.  Beweis  leicht. 

9)  Durchschnitt  eines  Umdrehungsellipsoids  mit  einem  schiefen  Cy- 
hnder  (Fig.  145). 

Die  Drehachse  (c^d^,  c^dg)  des  Ellipsoids  (E^,  Ej)  stehe  senkrecht 
zu  Pj.  Man  durchschneide  das  EUipsoid  mittelst  einer  zu  P^  parallelen 
Ebene,  dann  ist  der  Durchschnitt  ein  Kreis,  dessen  zweite  Projektion  die 
Gerade  e,^  luid  erste  Projektion  der  Kreis  e^fi  ist.   Man  betrachte  diesen 
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Kreis  als  Grundfläche  eines  Gylinders,  dessen  Achse  (gihj,  g^h,)  mit  der- 
jenigen des  gegebenen  Gylinders  parallel  ist.  Der  erweiterte  Gyhnder 
schneidet  P^  in  einem  Kreise  vom  Halbmesser  e^g,  mit  dem  Mittelpunkt 
\,  und  dieser  Kreis  trifft  in  k^  und  1^  den  Umüang  der  Grundfläche 
des  gegebenen  Gylinders.    Beide  CjUnder  schneiden  sich  deshalb  in  den 
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Seitenlinien  (kin^,  k,n,)  und  (lim^,  I^mj).  Die  letzteren  treffen  nun  den 
Kreis  (e^f^,  ^^)y  ^^il  sie  mit  diesem  auf  derselben  Cylinderfläche  liegen, 
in  den  Punkten  (n^,  n,),  (m^,  m,),  welche  der  gesuchten  Durchschnitts- 
korve  angehören. 

Man  ziehe  eine  Tangente  an  die  Schnittlinie. 

10)  Den  Durchschnitt   einer  Bingfläche   mit   einem   Gylinder   von 
elliptischer  Grundfläche  zu  zeichnen. 

11)  Ebenso  den  Durchschnitt  der  Umdrehungsfläche,  Fig.  94  a,  mit 
einem  Gylinder  zu  finden. 

12)  Die  in  (9)  angegebene  Methode  ist  auch  verwendbar,  wenn  die 

eine  der  Flächen  nicht  gerade  eine  Umdrehungsfläche  ist,  sobald  nur  alle 

Schnitte,  welche  z.  B.  parallel  zu  P^  sind,  Kreise  werden.  —  Dies  trifft 

bei  dem  Beispiel  (1),  Fig.  139,  zu,  wo  der  eine  Gylinder  eine  kreisförmige 

Grundfläche  hat   Man  konstruiere  den  Durchschnitt  auch  auf  diese  Weise. 

8* 


116 


Yn.  Abschnitt. 


13)  Den  Durchscimitt  eines  Umdrehungfiell^MSoids  mit  einem  Kegel 
zu  finden  (Fig.  146). 

Die  Grundfläche  des  Kegels  sei  eine  in  P|  liegende  Ellipse.  Das 
Ellipsoid  ist  durch  die  Drehung  einer  halben  Ellipse  um  ihre  kleine  Achse 
entstanden  und  liegt  mit  seiner  Grundfläche,  einem  KreiSy  dessen  Durch- 
messer gleich  der  grossen  Achse  ist,  ebenfalls  auf  P^. 


Hg.  146. 

Man  durchschneide  wie  in  (9)  das  Ellipsoid  mit  einer  Ebene  ajib,, 
welche  parallel  zu  P^  ist,  und  betrachte  den  Durchschnittskreis  als  Grand- 
fläche eines  Kegels,  dessen  Spitze  (s^,  s^)  diejenige  des  gegebenen  Kegels 
ist  Wird  nun  diese  neue  Kegelfläche  erweitert,  so  schneidet  sie  P^  in 
einem  Kreise,  dessen  ^ttelpunkt  der  Durchschnitt  h^  der  durch  (s^,  s^) 
imd  (c^,  C2)  gehenden  Achse  mit  P^  ist.  Die  zweite  Projektion  dieses 
Kegels  ist  das  Dreieck  k^Sgl«,  der  Halbmesser  des  Schnittkreises  mit  P^ 
ist  gleich  k^h,.  Der  letztere  trifft  die  Grundfläche  des  gegebenen  Kegels 
in  d^  und  e^,  folgUch  schneiden  sich  beide  Kegelflächen  nach  (8,  ß)  in 
den  SeitenUnien  (d^Si,  d^Sg)  und  (e^Sj,  e^s^).  Die  Punkte,  in  welchen 
diese  den  Kreis  (a^bi,  agbg)  treffen,  liegen  auf  der  gesuchten  Durch- 
schnittskurve. 


Durchsohrntte  krummer  Flllchen. 
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Für  einen  beliebigen  Punkt  des  Durchsdmittes  bestunme  man  die 
Tangente. 

14)   Den  Dnrchschnitt  einer  Ringfläche  mit  einem  Kegel  zu  finden. 
Dnrchschnitt  zweier  UmdrehungBflächen. 
16)    Zwei    Umdrehungsfläcben    mit    gemeinschafilicher    Drehachse 
sctmdden  sich  nur  in  Kreisen. 

Es  seien  M  und  L  (Fig.  147)  zwei  Kurren  und  6  eine  Gerade, 
wdche  in  derselben  Ebene  liegen.  Werden  die  Kurven  um  G  gedreht, 
so  beschreiben  dieselben  zwei  Umdrehungsflächen,  und  die 
Schmttpunkte  a  und  b  durchlaufen  Kreise,  deren  Halb- 
messer die  senkrechten  Abstände  der  Punkte  a  und  b  von 
6  sind.  Diese  Kreise  liegen  auf  beiden  (Jmdrehungs- 
flächen  zugleich,  sie  sind  also  die  Durchschnitte  derselben. 
Eme  Kugelfläche  ist  eine  Umdrehungsfliäche  von  der 
besonderen  Eigenschaft,  dass  jeder  Durchmesser  derselben 
als  eine  Drehachse  angesehen  werden  kann.  Diese  Eigen- 
schaft der  Kugel  dient  dazu,  die  Durchschnitte  von  zwei  Um- 
drehungsflächen  zu  finden,  deren  Drehachsen  sich  schneiden. 

16)  Den  Durchschnitt  der  beiden  geraden  Kreiskegel  (K^,  K^),  (L|,  Lg) 
zu  finden  (Fig.  148). 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass 
die  Drehachsen  (a^b^,  a^b,)  und 
(Cidj,  Cyd,)    der   beiden   Kegel 
parallel  zu  P^    liegen  und  sich 
in  (m„  m^)  schneiden.  Die  ersten 
Projektionen    der    Grundflächen 
erscheinen  dann  als  gerade  Li- 
nien, welche  senkrecht  zu   den 
entsprechenden    Achsen    stehen. 
Um  den  Schnittpunkt  m^  zeich 
net  man  mit   beliebigem  Halb- 
messer einen  die  äussersten  Sei- 
tenUnien  der  ersten  Projektionen 
schneidenden     Kreis.      Derselbe 
kann  als  Projektion  einer  Kugel 
betrachtet   werden,    für    welche 
sowohl  die  Achse  des  einen,  wie  Fig.  14a. 

die  d^  anderen  Kegels  Drehachse 
sein  kann.     Diese  Kugel  schneidet  deshalb  beide  Kegelflächen  nach  (15) 
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in  Kreisen,  deren  Projektionen  die  Geraden  e|fi,  g^hj  bez.  i^ki,  l^ni 
sind.  Da  diese  Ereise  auf  derselben  Eugelfläche  liegen,  so  treffen  sie 
sich,  und  die  Schnittpunkte  o^,  p^,  q^  sind  demnach  die  ersten  Projek- 
tionen Ton  Punkten  der  gesuchten  Durchschnittskurve.  Um  andere  Punkte 
zu  erhalten,  ist  der  Halbmesser  der  angenommenen  Kugel  zu  verändem. 
Man  bestimme  auch  die  zweite  Projektion  der  Durchschnittskurve 
und  lege  durch  einen  beliebigen  Punkt  eine  Tangente  an  dieselbe. 

17)   Durchschnitt  zweier  ümdrehungsellipsoide  (Fig.  149). 

Die  Drehachsen  beider  Ellip- 
soide  liegen  in  einer  zu  P,  paral- 
lelen Ebene  und  treffen  sich  im 
Punkte  (mj^,  m,).  Ihre  zweiten  Pro- 
jektionen sind  c^d,  und  eg^-  Man 
zeichne  um  m,  als  Mittelpunkt  einen 
Kreia,  welcher  die  zweite  Projek- 
tion einer  Kugel  darstellt  Da  jede 
der  Achsen  der  beiden  EUipsoide 
als  Drehachse  für  die  Kugelfläche 
angesehen  werden  kann,  so  schnei- 
det die  letztere  die  beiden  ersten 
in  Kreisen.  Die  zweiten  Projek- 
tionen derselben  sind  die  Geraden 
a^bg  und  g^h,,  welche  sich  nun  in 
einem  Punkte  p,  des  gesuchten 
Durchschnittes  treffen.  In  p^  fallen 
übrigens  die  Projektionen  von  zwei 
Punkten  der  Kurve  zusammen. 

Man  konstruiere  hiemach  die 
beiden  Projektionen  desDurchschnit- 
tes  und  eine  Tangente  desselben.  Die  erste  Projektion  des  einen  Ellip- 
soids  ist  ein  Kreis,  weil  die  Drehachse  desselben  senkrecht  zu  Pi  steht. 
Die  Projektion  des  andern  EUipsoids  kann  nach  (VI,  39)  bestimmt 
werden. 


ng.  149. 
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Untersuchnng  krummer  FlScheiL 

In  den  vorhergehenden  Abschnitten  sind  ausser  der  Gylinder-,  Eegel- 
und  Eugelfläche  noch  einige  andere  krumme  Flächen,  soweit  als  nötig, 
hinsichtUch  ihrer  Eigenschaften  in  Bezug  auf  Berührungsebenen  betrach- 
tet worden.  Es  sollen  nun  im  folgenden  weitere  Eigenschaften  solcher 
Flächen,  welche  für  die  darstellende  Geometrie  von  Wichtigkeit  sind, 
näher  untersucht  und  elementar  begründet  werden.  Zunächst  betrachten 
wir  diejenigen  Umdrehungsflächen,  welche  durch  Drehung  eines  Eegel- 
schnittes  um  eine  Hauptachse  erzeugt  werden. 

Das  Umdrehungsellipsoid. 

1)  Der  Durchschnitt  einer  Ebene  E  mit  einem  Umdrehungsellipsoid 
ist  eine  ElUpse.  Dieselbe  geht  in  einen  Ki-eis  über,  wenn  E  senkrecht 
zur  Drehachse  steht. 

Zum  Beweise  dient  folgender  Hülfssatz. 

Drei  Ebenen  E^,  Ej,  E3,  welche  durch  dieselbe  Gerade  ab  gehen, 
schneiden  auf  parallelen  Geraden  G^  und  G,  proportionierte  Stücke  ab 
'(Fig.  150). 

Die  parallelen  Geraden  G^  und  Gg  mögen  die  drei  Ebenen  in  c,  d, 
e  bez.  f,  g,  h  treffen.  Legt  man  durch  G^  und  G^  eine  Ebene,  so  schnei- 
det dieselbe  E^,  E,  und  E3  in  den  Geraden  cf, 
dg,  eh,  welche  verlängert  in  einem  Punkte  m 
der  Linie  ab  sich  treffen  müssen.  Geraden,  welche 
durch  einen  Punkt  gehen,  schneiden  aber  nach  • 
einem  bekannten  Satze  der  Planimetrie  auf  pa- 
rallelen Linien  proportionierte  Stücke  ab.  Es 
verhält  sich  also: 

cd :  ce  =  fg  :  fh.  ^-  ^^• 

Umgekehrt  folgt  hieraus:  Werden  beliebig  viele  parallele  Geraden 
von  zwei  Ebenen  Ej  und  Ej  geschnitten,  und  trägt  man  von  denjenigen 
Schnittpunkten,  welche  in  der  einen  Ebene,  z.  B.  Ej  hegen,  auf  diesen 
ParaQelen  Strecken  ab,  welche  dasselbe  Verhältnis  zu  den  von  E^  und 
Ej  abgeschnittenen  Stücken  haben,  so  hegen  die  Endpunkte  jener  Strecken 
in  einer  durch  die  Schnittlinie  von  E^  und  E,  gehenden  Ebene. 
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Flg.  151. 


Es  sei  das  Ellipsoid  AHCKBD  durch  Drehung  der  Ellipse  ABCD 
um  die  kleine  Achse  BD  entstanden.  Dreht  man  den  Hauptkreis  AFCG 
gleichzeitig   um    dieselbe  Achse,   so  beschreibt  dieser  eine  Kugelfläche. 

AH  CK  sei  der  von  dem  Endpunkt 
der  grossen  Achse  durchlaufene 
Kreis,  welcher  der  zu  BD  senk- 
recht stehende  grösste  Kreis  der 
Kugel  ist.  Das  von  einem  belie- 
bigen Punkte  M  der  Kugelfläche 
auf  die  Ebene  dieses  Kreises  ge- 
fällte Lot  MQ  taiffl  das  EUipsoid 
in  einem  Punkte  P.  Wenn  man 
nun  durch  M  und  die  Drehachse 
eine  Ebene  legt,  so  schneidet  diese 
das  Ellipsoid  in  der  Ellipse  BKDH, 
imd  die  Kugel  in  dem  Hauptkreise 
derselben.  Diese  Ellipse  stellt  aber 
eine  der  Lagen  der  bewegUchen  Ellipse  dar  und  hat  also  dieselben  Achsen 
wie  diese.  Bezeichnet  man  also  AO  mit  a,  BO  mit  b,  so  verhält  sich 
nach  (IV,  6): 

PQ:MQ  =  b:a. 
Alle  Lote,  welche  man  von  beliebigen  Punkten  der  Kugelfläche  auf 
die  Ebene  des  Kreises  AH  CK  fällen  kann,  werden  deshalb  von  der  Ober- 
fläche des  EUipsoids  nach  diesem  Verhältnis  geteilt. 

Nun  sei  der  Kreis  ce  ein  ebener  Durchschnitt  der  Kugel,  fg  seine 
Schnittlinie  mit  dem  Kreise  AK  GH.  Fällt  man  von  allen  Punkten  des 
Umfanges  dieses  Kreises  Lote  auf  die  Ebene  AKCH,  so  werden  dieselben 
durch  die  Oberfläche  des  EUipsoids  sämüich  nach  demselben  Verhältnis 
(PQ :  MQ  =  b  :  a)  geteilt;  folgUch  hegen  die  Schnittpunkte  der  Lote  mit 
dem  EUipsoid  nach  dem  vorhin  angegebenen  Hülfesatze  in  einer  Ebene, 
welche  durch  fg  geht.  Jene  Schnittpunkte  bilden  demnach  die  Durch- 
schnittskurve dieser  Ebene  mit  dem  EUipsoid.  Da  die  letztere  als  eine 
schiefe  Projektion  des  Kreises  erscheint,  so  folgt,  dass  dieselbe  eine 
EUipse  ist. 

Leicht  ergiebt  sich  hieraus,  dass  paraUele  Schnitte  des  ElUpsoids 
ähnUche  EUipsen  (d.  h.  von  gleichem  Achsenverhältnis)  sind,  weü  die- 
selben als  Projektionen  von  parallel  hegenden  Kreisen  der  Kugel  ange- 
sehen werden  können. 

Mit  Berücksichtigung  von  (VI,  6  Anm.)  ergiebt  sich  leicht,  dass  der 
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eben  bewiesene  Satz  sowie  auch  der  folgende  für  dasjenige  Ellipsoid 
gültig  sind,  welches  durch  Drehung  einer  Ellipse  um  ihre  grosse  Achse 
entsteht. 

2)  Es  sei  ABGD  (Fig.  162)  die  zweite  Projektion  eines  Umdrehungs- 
ellipsoids,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Drehachse  BD  parallel  zu 
Pjist.  Der  um  AC  ge- 
zeichnete Kreis  stellt 
die  Projektion  der  um- 
beschriebenen Kugel 
dar^  während  der  von 
den  Endpunkten  der 
grossen  Achse  AG  be- 
schriebene Kreis  als 
die  Gerade  AC  er- 
scheint. Legt  man  um 
die  Kugel  eine  berüh- 
rende Gylinderfläche, 
deren  Seitenlinien  pa- 
rallel zu  Pf  sind,  so 
TOti  die  Projektion  der- 
selben von  zwei  parallelen  Tangenten  EH  und  JG  begrenzt.  Sie  berührt 
die  Kugelääche  in  einem  grössten  Kreise,  dessen  Projektion  die  Verbin- 
dungslinie der  beiden  Berührungspunkte  H  und  J  ist.  Fällt  man  nun 
Ton  allen  Punkten  dieses  Kreises  Lote  auf  die  Ebene  AC,  so  treffen  diese 
das  EUipsoid  in  einer  Ellipse,  deren  Projektion  durch  die  Gerade  KL 
dargestellt  wird  (HK  und  JL  _]_  AC).  Die  Tangenten  der  Ellipse  ABGD 
in  den  Punkten  K  und  L  treffen  nach  (IV,  8)  in  E  und  G  mit  den  Tan-^ 
genten  EH  und  GL  auf  AG  zusammen. 

Legt  man  durch  die  Kugel  und  durch  das  Ellipsoid  eine  Ebene 
paraUel  zu  P,,  so  wird  das  letztere  in  einer  Ellipse  MNOP  und  die  erste 
in  dem  Hauptkreise  derselben  getroffen.  Als  parallele  Schnitte  sind  aber 
die  ElUpsen  MNOP  und  ABGD  ähnlich,  und  in  Fig.  162  konzentrisch 
und  ähnlich  gelegen.  Die  Punkte  Q  und  R,  in  welchen  KL  die  Ellipse 
MNOP  trifft,  können  durch  die  zur  Achse  AG  Senkrechten  SQ  und  TR 
bestimmt  werden  (s.  die  Aufgabe  IV,  11).  Die  Tangenten  in  Q  und  R 
sind  wegen  der  Ähnlichkeit  parallel  zu  EK  und  GL.  Das  letztere  gilt 
aber  für  alle  Punkte  des  Schnittes  KL. 

Da  nun  alle  derartigen  Tangenten  eine  GyUnderffäche  bilden,  so 
folgt  hieraus: 


Flg.  15S. 
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Jede    das  Ellipsoid   umhüllende  Cylinderfläche  berührt  dasselbe  in 
einer  Ellipse,  deren  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoids  geht. 
Man  löse  nach  diesem  Satze  die  Aufgabe  (VT,  25). 

3)  Man  beweise  ebenso,  dass  die  Kurve,  in  welcher  ein  umhüllender 
Kegel  ein  Umdrehungsellipsoid  berührt,  eine  Ellipse  ist  und  löse  hiemach 
die  Aufgabe  VI,  24. 

4)  Die  Durchschnittspunkte  einer  gegebenen  Geraden  G  mit  einem 

gegebenen  Umdrehungselhpsoid  zu  finden. 

Anl,  zur  Aufl.  Man  lege  durch  G  eine  Ebene,  welche  das  EDipsoid  in  einer 
EUipse  schneidet  Bestimme  die  Achsen  der  Ellipse  und  ermittele  nach  (IV,  11)  die 
Punkte,  in  welchen  G  die  ElÜpse  trifft 

6)  Zwei  konzentrische  Umdrehungsellipsoide  (d.  h.  solche  mit  gemein- 
samem Mittelpunkt),  deren  Meridianschnitte  in  denjenigen  Achsen  über- 
einstimmen, welche  nicht  Drehachsen  sind,  schneiden  sich  in  zwei  El- 
hpsen  (Fig.  153). 

Sind  nämUch  BGDE  und  FHG  J  zwei  in  derselben  zu  P,  parallelen 
Ebene  liegende  Ellipsen,  mit  dem  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  A,  deren 

halbe  Achsen  AD  und  AF  gleich  gross  sind,  und 
drehen  sich  dieselben  um  die  Achsen  BC  bez. 
HJ,  so  kommt  in  beiden  Fällen  AD  sowohl  als 
AF  in  senkrechte  Lage  zu  Pg.  A  ist  deshalb 
die  Projektion  yon  zwei  gemeinsamen  Punkten 
der  Oberfläche  beider  ElUpsoide.  Legt  man  durch 
die  Schnittpunkte  Q  und  B  eine  Ebene  senkrecht 
zu  Pg,  so  ist  deren  Projektion  die  durch  A  gehende 
Gerade  QB.  Diese  Ebene  schneidet  jede  der 
Umdrehungsflächen  nach  (1)  in  einer  Ellipse, 
welche  aber  in  diesem  Falle  zusammenfallen, 
weil  beide  die  Achsen,  nämlich  QB,  und  die 
durch  A  gehende  zu  Pg  senkrecht  stehende  ge- 
meinschaftlich haben.  In  den  Endpunkten  der  letzteren  berühren  sich 
die  ElUpsoide.  Ebenso  ist  die  Gerade  ML  die  Projektion  einer  zweiten 
auf  beiden  krummen  Flächen  liegenden  EUipse. 

Dieser  Satz  dient  zur  Lösung  der  Aufgabe:  Den  Durchschnitt  zweier 
UmdrehungseUipsoide  zu  finden,  deren  Drehachsen  sich  nicht  schneiden*). 
Anl.  z.  Aufl.  Es  seien  E'  und  E''  die  zweiten  Projektionen  zweier 
UmdrehungseUipsoide,  deren  Drehachsen  cd  und  ef  parallel  zu  P,  sind. 
In  diesem  Falle  sind  die  Umrisse  den  Meridianschnitten  kongruent  Man 
zeichne  nun  ein  drittes  Umdrehungselhpsoid  E^'',  welches  dem  einen  z.  B. 

*)  S.  Darstellende  Geometrie  von  Dr.  Chr.  Wiener,  Bd.  II,  S.  282. 
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E^  ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage 
ist  und  dessen  Mittelpunkt  A,  mit 
demjenigen  des  Ellipsoids  E^^  zu- 
sammenfällt. DieBedingung  ist  er- 
füllt, w6nn  die  Achsen  vonE'"  paral- 
lel und  proportioniert  denen  von  E' 
sind.  Femer  sollen  noch  diejenigen 
Achsen  von  E''  und  E'"  gleich 
gl  OBS  sein,  welche  nicht  Umdre- 
hungsachsen  sind.  Die  durch  A, 
gehende  Gerade  Im  stellt  alsdann 
die  Projektion  einer  der  Durch- 
*  schnittseUipsen  von  E''  und  E 
dar.  NuB  werden  E',  E"  und  E 
von  jeder  zu  Im  parallelen  Ebene 
in  ähnlichen  und  ähnhch  hegen- 
den Ellipsen  geschnitten;  man  lege 
deshalb  die  Achse  OX  so,  dass 
die  Projektionen  dieser  Ellipsen 
auf  Pj  zu  Kreisen  werden,  dann 
erhalt  man  die  erste  Projektion 
des  Durchschnittes  leicht  und 
hieraus  auch  die  zweite  Projektion 
desselben. 


ttt 


,/// 


Fig.  154. 


Das  einschalige  Umdrehungshyperboloid.  , 

6)  Wird  eine  Gerade  AB  um  eine  andere  Gerade  CD,  welche  mit 
AB  nicht  in  einer  Ebene  liegt,  gedreht,  so  durchläuft  AB  eine  krumme 
Fläche,  welche  man  ein  Umdrehungshyperboloid  nennt.  Es  lässt  sich 
nämUch  zeigen,  dass  alle  durch  die  Drehachse  CD  gelegten  Schnitte 
dieser  Fläche  kongruente  Hyperbeln  sind,  woraus  sich  dann  leicht  die 
zweite  Entstehungsweise  ergiebt. 

Die  Drehachse  (Cid,,  c^dg)  stehe  senkrecht  zu  Pj,  so  dass  ihre  erste 
Projektion  der  Punkt  (cjdj)  ist;  ajbj  und  a^b,  seien  die  beiden  Projek- 
tionen der  beweghchen  Geraden,  wenn  dieselbe  parallel  zu  Pg  hegt.  In 
diesem  Falle  ist  a^bj  parallel  zur  Achse  OX.  Der  Abstand  der  beiden 
Geraden  (ajbi,  ajbg)  und  (c^di,  Cjdj)  (Achse  der  Windschiefen)  ist  gleich 
dem  Abstand  des  Punktes  c^  von  aibj.   Ein  behebiger  Punkt  (m^,  mg). 
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welcher  auf  der  beweglichen  Geraden  liegt,  beschreibt  bei  der  Umdrehung 
einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  c^m^.     Die  erste  Projektion  desselben 

ist  der  um  C|  mit  c^mj  als 
Halbmesser  gezeichnete  Kreis, 
und  die  zweite  Projektion  die 
Gerade  g^h^,  welche  gleich  dem 
Durchmesser  g^h^  und  parallel 
zur  Achse  OX  ist.  Man  sieht 
leicht,  dass  die  Punkte  g,  und 
hg  dem  Umrisse  der  zweiten 
Projektion  der  gesuchten  Fläche 
angehören.  Durch  Wieder- 
holung dieses  Verfahrens  kann 
man,  wie  in  Fig.  155  ange- 
geben ist,  beliebig  viele  Punkte 
des  Umrisses  finden.  Aus  der 
ersten  Projektion  geht  hervor, 
dass  dieser  Umriss  zugleich  die 
wahre  Gestalt  eines  durch  die 
Drehachse  gehenden  und  zu  Pg 
parallelen  Schnittes  der  Fläche 
ist.  Femer  ist  aus  der  Ent- 
stehungsweise der  Fläche  klar, 
dass  jeder  andere  Achsenschnitt 
der  Fläche  dieselbe  Gestalt 
haben  muss. 

Um  zu  zeigen,  dass  der  oben  gefundene  Umriss  (oder  Achsenschnitt) 
«ine  Hyperbel  ist,  ziehe  man  durch  o^  die  Gerade  e^^  parallel  zu  OX 
und  mache  o^e^  =  0,4  gleich  der  Achse  c^o^  =  r  der  beiden  Wind- 
schiefen (c^dj,  c^d^),  (aib^,  a^bj).  Dann  ist  Cj^  ^^^  zweite  Projektion 
des  kleinsten  Kreises,  welcher  auf  der  Umdrehungsfläche  möglich  ist  Um 
O2  zeichne  man  mit  dem  Halbmesser  r  einen  Kreis  und  ziehe  in  den 
Pimkten  p  und  q,  in  welchen  derselbe  a^b^  schneidet,  die  Tangenten  ql 
und  pn.     Diese  treffen  e^f^  in  1  bez.  n.     Es  sei  nun: 

Cimi  =  Cihi  =  OjU  =  x;  a202  =  L,  ajC2  =  A,  haU  =  y,   02l  =  02n  =  5, 

dann  ist 

lh;  =  y«  +  ($  +  x)« 


Flg.  1&5. 


(1) 


Uh5  = 
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AuB  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  a^c^o,  und  o^lq  folgt: 

lo, :  o^q  =  a,o, :  a,c,     oder 
5:   r   =  L    :  A 

*        A 
Femer  sind  die  Dreiecke  a,c,0(  und  o,m,m"  ähnlich,  woraus  sich 
ergiebt: 

m  TB^'.Ofia  =  OfCf'. SigCff 

oder  da  m"m|  =  h,u  =  y,  femer  Ojin"  =  Oim^  =  yx*  —  r*, 

und  o,c,  =  yL«— A«, 
y:Vx»  — r»  =  VL»— A«:A 

VÖT»  — r»)(L»  — Ä») 

y= Ä -' 

Setzt  man  die  gefundenen  Worte  von  ^  und  y  in  die  Gleichungen 
(1),  80  kommt: 

■b;  =  "'-'\?--^''+(^+0' 

.hi=y-\?-'-^''+(^-.)', 

oder  nach  gehöriger  Reduktion: 

Ih.  —  L'x'      2rLx 

.,      L»x»      2rLx  ,     , 

nhi  =  -^j- --  +  T\ 

woraus  folgt: 

Hieraus  ergiebt  sich  endlich:  Ih,  — nh,  =  2r. 

Es  ist  also  die  Differenz  der  Entfernungen  des  Punktes  h,  von  den 
beiden  Punkten  1  und  n  gleich  2r.  Da  dasselbe  für  jeden  anderen  Punkt 
der  Kurve  ebenso  bewiesen  werden  kann,  so  folgt  nach  IV,  32,  dass  der 
Achsenschnitt  eine  Hyperbel  ist,  deren  Hauptachse  die  Länge  2r  hat. 

Die  Fläche  lässt  sich  auch  gut  durch  eine  Reihe  von  Lagen  der  be- 
wegUchen  Geraden  (Erzeugenden)  darstellen  (Fig.  156).  Die  letzteren  er- 
scheinen in  der  zweiten  Projektion  als  einhüllende  Tangenten  des  Um- 
risses. Die  a:sten  Projektionen  der  Erzeugenden  berühren  sämtlich  die- 
jenigen des  Kehlkreises;  die  zweiten  Projektionen  bestimmt  man  leicht 
durch  Projideren  der  Endpunkte.    Es  ist  in  Fig.  166  angenommen,  dass 
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die  Abschnitte  der  Erzengenden  zu  beiden  Seiten  desjenigen  Pnnlctes,  in 
welchem  sie  den  Eehlkreis  treffen,  gleich  gross  sind.  Das  Hyperboloid 
erscheint  deshalb  durch 
zwei  gleiche  Kreise  be- 
grenzt, deren  erste  Pro- 
jektionen zusammenfallen 
und  deren  zweite  Projek- 
tionen die  Geraden  a,b,, 
d,ej  sind.  Die  vollstän- 
dige Fläche  erstreckt  sich 
natürlich  bis  ins  Unend- 
liche. 

Ist  (miD,,  mjii,)  eine 
der    Erzeugenden,    so    ist 
leicht  zu  sehen,   dass  die- 
jenigen Gerade,  deren  erste 
Projektion  m^nj  und  zweite 
Projektion  m"n"   ist,    bei 
der  Drehung  um  die  Achse 
(Cid,,  Cjdj)    dasselbe  Hy- 
perboloid   durchläuft.      Es 
gicbt  demnach  zwei  Scha- 
ren von  Erzeugenden    auf 
dieser  Fläche,  Durch  einen 
beliebigen    Punkt    M    des 
Hyperboloids  gehen   dem- 
nach zwei  Geraden,  welche  den  beiden  Scharen  angehören.     Die  Ebene, 
welche  durch   diese  Geraden  gelegt  werden  kann,  ist  demnach  die  Be- 
rührungsebene  für  den  Punkt  M  (VI,  4).     Sie  schneidet  aber  in  jenen 
Geraden  das  Hyperboloid  und  berührt  dasselbe  in  M. 

7)  Der  Durchschnitt  eines  ümdrehungshyperboloids  mit  einer  Ebene 
ist  eine  Ellipse,  eine  Hyperbel,  Parabel,  oder  besteht  aus  zwei  Geraden 
(Fig.  157). 

Der  letzte  Fall  ist  durch  das  vorhergehende  schon  erledigt.  Wir  wollen 
hoch  den  elliptischen  Schnitt  näher  betrachten,  welcher  entsteht,  wenn 
die  schneidende  Ebene  Q  sämtliche  Erzeugenden  der  beiden  Scharen  triffl^ 
Ein  Ereis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Umdrehungsacbse  liegt,  und 
welcher  die  Hyperbel  in  einem  Punkte  6  berührt  (d.  h.  in  G  die  Tan- 
gente mit  der  erzeugenden  Hyperbel  gemeinschaiUicb  hat),  beschreibt  bei 
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C 


€ 


Fig.  157. 


der  Drehung  um  CD  eine  Kugel  K^.  Diese  berührt  das  Hyperboloid  in 
dem  Yon  G  durchlaufenen  Kreise  GH.  Es  seien  nun  Kj  und  K^  die- 
jenigen Kugeln  oberhalb  und  unterhalb  Q,  welche  das  Hyperboloid  in 
den  Kreisen  GH  bez.  JL,  und  die 
Ebene  Q  in  den  Punkten  A,  bez.  B 
berühren.  Durch  einen  beliebigen 
Punkt  M  der  Durchschnittskurve  von 
Q  mit  dem  Hyperboloid  ziehe  man 
auf  der  letzteren  Fläche  die  Erzeu- 
gende ON.  Dieselbe  berührt  die 
Eugeb  Kj  und  K,  in  den  Punkten 
£  und  F.  Man  ziehe  noch  AM  und 
BM,  welche  ebenfalls  Tangenten  der 
Engeln  sind,  dann  ist: 
AM  =  EM, 
BM  =  FM; 
folglich:  AM'+BM=EM+FM=EF. 

Die  Abschnitte  der  Erzeugenden?  welche  zwischen  den  beiden  Be- 
rühruQgskreisen  GH  und  JL  hegen,  haben  aber  sämtlich  die  Länge  EF; 
folglich  ist  für  jeden  Punkt  der  Durchschnittskurve  die  Summe  der  Ent- 
fernungen von  A  und  B  dieselbe.  Die  Kurve  ist  deshalb  nach  (IV,  3) 
eine  Ellipse. 

Ist  die  Schnittebene  parallel  zu  zwei  Seitenlinien,  so  ist  die  Schnitt- 
fignr  eine  Hyperbel,  oder  sie  besteht  aus  zwei  Geraden.  Der  Beweis  ist 
in  gleicher  Weise  wie  oben  zu  führen.  Man  vergL  auch  die  Beweise  in 
aV,  4)  und  (IV,  37). 

Bei  welcher  Lage  der  Schnittebene  entsteht  eine  Parabel? 

Diejenige  Umdrehungsfläche,  welche  durch  Drehung  einer  Hyperbel 
um  ihre  Hauptachse  entsteht,  wird  ein  zweischaliges  Hyperboloid  genannt. 

Aulgaben:  8)  Die  Dorchschnittspunkte  einer  gegebenen  Geraden  mit  einem 
einschaligen  oder  zweischaligen  Hyperboloid  zu  finden. 

9)  An  ein  zweischaliges  Hyperboloid  durch  einen  auf  demselben  gegebenen  Punkt 
eine  Berührungsebene  zu  legen. 

10)  Von  einem  gegebenen  Punkte  aus  Berührungsebenen  an  ein  Umdrehungs- 
hyperboloid (ein-  oder  zweischaliges)  zu  legen.   (Die  Berührungskurve  ist  zu  zeichnen.) 

11)  An  ein  Umdrehungshyperboloid  Berührungsebenen  zu  legen,  welche  einer 
gegebenen  Geraden  parallel  sind. 

12)  Die  Aufgaben  9,  10,  II  für  diejenige  iläche  zu  lösen,  welche  durch  Drehung 
iier  Parabel  um  ihre  Achse  entsteht  (Umdrehungsparaboloid). 


Anmerkung.    Über  den  Beweis  des  Satzes  6  s.  auch  Seite  22  des  IV.  Teiles. 
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Das  hyperbolische  Paraboloid. 

13)  Es  sei  abcd  (Fig.  158)  ein  windschiefes  Viereck,  und  das  Par 
rallelogramm  aecd  die  gerade  oder  schiefe  Projektion  desselben  auf  eine 

Ebene  E,  welche  durch  die  bei- 
den Seiten  ad  und  cd  gelegt 
ist.     Man  ziehe  die  Gerade  hi 
zwischen    ad   und  bc  parallel 
zu    der    projiderenden    Ebene 
abe;    ebenso    die    Gerade   fg 
zwischen    ab  und  de  parallel 
zu  der  Ebene  bce,  dann  wer- 
den fg  und  hi  sich  in  einem 
Punkte  m  tre£Pen. 
Projidert  man  nämlich  beide  Geraden  auf  E,  und  sind  gk  bez.  il 
die  Projektionen,  so  ist:  fk  ||  be  |{  hl;  gk  ||  ce  ||  ad;  il  ||  ae  ||  cd.     Durch 
den  Schnittpunkt  n  ziehe  man  die  projiderende  Gerade  mn.    Betrachtet 
man  nun  m  als  Punkt  der  Geraden  fg,  so  findet  man  leicht: 


Flg.  158. 


=  .^L     und     4^  = 


mn gn 


be 


ak 
ae 


woraus  durch  Multiplikation  sich  ergiebt: 

^1.^         ■•••••  4 


be-gn*ak 

mn  = i 

gk-ae 


Nimmt  man  an,  m  läge  auf  ih,  so  ergiebt  sich  ebenso* 

hl         cl 


mn 
"hT 


in 
TT 


woraus  folgt: 
(2)    .     .     . 


mn  = 


und    -z —  = 
be 


be  -cl'in 
ce«il 


CO 


Berücksichtigt  man  nun,  dass  cl==gn,  ins=ak,  ce^gk  und 
il  =  ae  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  die  in  (1)  und  (2)  gefundenen  Aus- 
drücke für  mn  gleich  gross  sind.  Folglich  ist  m  der  Schnittpunkt  der 
beiden  Geraden  fg  und  ih. 

Gleitet  nun  die  Gerade  ih  an  den  beiden  festen  Geraden  ad  und 
bc  derart,  dass  sie  stets  parallel  der  Ebene  abe  bleibt,  so  beschreibt  sie 
eine  krumme  Fläche.  Dieselbe  Fläche  wird  aber  auch  von  der  Geraden 
fg  durchlaufen,  wenn  diese  an  den  beiden  Geraden  ab  und  cd  so  glei- 
tet, dass  sie  immer  parallel  zu  der  Ebene  bce  bleibt.  Denn  nach  dem 
oben  bewiesenen  Satze  schneiden  sich  fg  und  ih  bei  jeder  ihrer  Lagen 
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in  einem  Punkte,  welcher  der  erzeugten  Fläche  angehört.  Es  giebt  demnach 
auf  dieser  Fläche  zwei  Scharen  gerader  Linien.  Zwei  Linien,  welche  derselben 
Schar  angehören,  sind  windschief  und  können  sich  deshalb  nicht  schneiden; 
dagegen  schneidet  jede  Linie  der  einen  Schar  sämtliche  Linien  der  andern 
Schar.  Diese  krumme  Fläche  wird  nun  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ge- 
nannt    Selbstverständlich  erstreckt  sich  dieselbe  ins  Unendliche. 

Man  stellt  diese  Fläche,  oder  vielmehr  einen  Teil  derselben  durch 
die  Projektionen  einer  Reihe  von  Erzeugenden  dar.  In  Fig.  169  sei  das 
Parallelogramm  ajbiCjdi  die  erste  Projektion  eines  windschiefen  Vierecks. 
Die  Lage  ist  so  angenommen, 
dass  in  der  zweiten  Projektion 
je  zwei  Seiten  a^b^  und  a^dj  so 
wie  bjC,  und  c^d^  zusammen* 
Men.  Lässt  man  nun  eine  Ge- 
rade parallel  zu  einer  Ebene, 
welche  durch  a^d^  geht  und  senk- 
recht zu  Pj  steht,  an  den  beiden 
festen  Geraden  (a^b,  ^a^b,),  (c^d^, 
c^d,)  gleiten,  so  durchläuft  die- 
selbe nach  der  obigen  Erklärung 
ein  hyperbolisches  Paraboloid. 
Die  ersten  Projektionen  der  Er- 
zengenden sind  parallel  zu  a^d^ 
und  b^Cj.  In  Fig.  159  ist  a^b^ 
in  acht  gleiche  Teile  geteilt,  und 
durch  die  Teilpunkte  sind  die 
Erzeugenden  gezogen.  Die  zwei- 
ten Projektionen  der  letzteren 
findet  man,  wenn  man  jene  Teil- 
punkte auf  a^bg  und  c^ds  proji- 
ciert,  oder  besser,  wenn  man  diese 
beiden  Geraden  in  dieselbe  An- 
zahl gleicher  Teile  teilt  wie  a^bj 
und  Cjdi,  und  die  Teilpunkte  der 
ersten  Projektion  entsprechend 
diuch  Geraden  verbindet.  Der 
Vergleich  dieser  zweiten  Projek- 
tion mit  Fig.  77  zeigt,  dass  die 
Erzeugenden  eine  Parabel  einhüllen. 

Schlotke,  Geometrie.    I.    4.  Aufl. 


Fig.  159. 
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In  Fig.  159  (a)  ist  die  Fläche  der  grösseren  Anschaulichkeit  wegen 
in  schiefer  Projektion  dargestellt. 

Die  Erzeugenden  der  zweiten  Schar  sind  parallel  zu  einer  durch  a^b^ 
gehenden  und  zu  P|  senkrechten  Ebene;  ihre  ersten  Projektionen  werden 
hiernach  parallel  zu  a^b^  und  c^dj.  Teilt  man  a^dj  in  dieselbe  Anzahl 
gleicher  Teile  wie  vorhin  a^bi  und  legt  durch  diese  Teilpunkte  die  ersten 
Projektionen  der  Erzeugenden ,  so  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  die  zwei- 
ten Projektionen  derselben  mit  denjenigen  der  ersten  Schar  zusammen- 
fallen. 

Da  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des  ursprünglich  gegebenen 
windschiefen  Vierecks  der  einen  oder  anderen  Schar  von  Erzeugenden  an- 
gehören, so  ist  die  Lage  der  Ebene  E,  zu  welcher  die  Erzeugenden  der 
einen  Schar  parallel  sein  müssen,  bestimmt  durch  diejenigen  Seiten  des 
Vierecks,  welche  dieser  Schar  angehören.  E  muss  parallel  zu  diesen 
beiden  Geraden  sein. 

Die  Berührungsebene  fiir  einen  gegebenen  Punkt  M  der  Fläche  ist 
bestimmt  durch  die  beiden  Erzeugenden,  welche  durch  M  gehen.  Ihre 
Spuren  sind  deshalb  leicht  nach  (III,  9)  zu  finden.  Diese  Ebene  schnei- 
det die  krumme  Fläche  in  jenen  beiden  Erzeugenden,  berührt  sie  aber 
in  dem  Schnittpunkte  derselben. 

Man  konstruiere  noch  zwei  ebene  Schnitte,  welche  über  bez.  unter 
dem  Scheitel  der  Parabel  der  zweiten  Projektion  in  Fig.  169  parallel  zu 
Pj  gelegt  werden.  Die  leicht  zu  findenden  ersten  Projektionen  derselben 
sind,  wie  hier  beiläufig  bemerkt  werden  mag,  Hyperbeln.  (Näheres  findet 
man  im  vierten  Teil  d.  W.) 

Das  gerade  Konoid. 

14)  Es  sei  ajbgCgd,  (Fig.  160)  ein  in  P,  liegender  Kreis;  (b^d^jb^d,) 
eine  Gerade,  welche  senkrecht  zu  P^  steht  und  deren  zweite  Projektion 
mit  dem  Durchmesser  b^d^  des  Kreises  zusammenfällt.  Bewegt  sich  nun 
eine  Gerade  parallel  zu  P^  so,  dass  sie  stets  den  Kreis  und  die  Gerade 
(b^d^,  bgdj)  schneidet,  so  beschreibt  dieselbe  eine  krumme  Fläche,  welche 
man  ein  gerades  Konoid  nennt.  Je  zwei  Seitenlinien  dieser  Fläche  sind 
windschief;  es  ist  deshalb  ein  zwischen  zwei  unendlich  nahen  Seitenlinien 
hegendes  Flächenelement  nicht  (wie  etwa  bei  einer  Kegelfläche)  als  ebenes 
Element  anzusehen.  Die  Darstellung  der  Projektionen  des  Konoids  ist 
sehr  einfach.  Die  zweiten  Projektionen  der  Seitenünien  erscheinen  als 
Seliuen  des  gegebenen  Kreises,  welche  der  Achse  OX  parallel  sind.  Die 
^ersten  Projektionen  derselben  gehen  sämüich  durch  den  Punkt  (b^d^). 
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In  (a)  ist  die  Fläche  in  schiefer  Projektion  anschaulicher  dargestellt 
Jeder  zu  P,  parallele  Schnitt  dieser  Fläche  ist  eine  Ellipse. 
Beweis:    Es  sei  rnjUi  die  erste  Projektion  eines  solchen  Schnittes 

(wo  miU^  II  OX)   und   die 

Kurve  bymgd^n,  die  zweite 

Projektion  desselben.    Die 

letztere  stellt  zugleich  die 

wahre  Gestalt  des  Schnittes 

dar.  Ist  der  auf  bje^  lie- 
gende Punkt  gl  die  erste 

Projektion    eines    Punktes 

der  Kurve,  so  findet  man 

die   zweite   Projektion   g,  £ 

desselben  durch  die  zu  OX 

senkrechte    Gerade    gig^. 

Leicht  findet  man  nun,  dass 

sich  verhält: 
figi:h,ei  =  fini:hiCi 

oder 

b  gg :  V'e^  =  hgUg :  h^Cj . 
(Dieübereinander  stehen- 
den  Glieder    beider   Pro- 

s 

Portionen  stellen  je  gleich 
lange  Strecken  in  Fig.  160 
dar.) 

Nach  (IV,  5)  folgt  hier- 
aus, dass  die  Schnittkurve 
biDjd^m,  eine  Ellipse  ist. 

Der  eben  bewiesene  Satz 
ermöglicht  auch  die  Bestim- 
mung der  Berührungsebene 
in  einem  beliebigen  Punkte 
M  des  Konoids. 

Anl.  zur  Lösung.  Man 
lege  durch  M  einen  Schnitt 
parallel  zu  P,  und  ziehe  die  Tangente  in  M  an  die  Durchschnittvsellipse. 
Die  Ebene,  welche  durch  diese  Tangente  und  durch  die  den  Punkt  M 
enthaltende  SeitenUnie  des  Konoids  gelegt  werden  kann,  ist  die  gesuchte 
Berührungsebene. 

9* 


Flg.  160. 
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Eine  andere  Konstruktion,  welche  die  Zeichnung  eines  elliptischen 
Schnittes  nicht  erfordert^  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Betrachtung. 

Es  sei  QL  (Fig.  160  a)  die  durch  M  gehende  Seitenlinie  des  Konoids, 
welche  Pj  in  Q  trifiFt  Man  ziehe  in  Q  die  Tangente  QR  an  den  Kreis; 
verbinde  den  Punkt  B,  in  welchem  sie  die  Achse  OX  schneidet,  mit  dem 
Durchschnittspunkte  K  der  Geraden  BD  undP^.  Hierdurch  entsteht  das 
windschiefe  Viereck  KLQR.  Die  Seitenlinie  QL  ist  parallel  zu  P^  und 
KB  hegt  in  der  letzteren.  Gleitet  deshalb  KR  an  BQ  und  BK  parallel 
zu  P|  hinauf,  so  beschreibt  sie  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Bei  dieser 
Bewegung  gelangt  die  Gerade  einmal  nach  QL,  aber  sowohl  unmittelbar 
Yor,  wie  nach  Überschreitung  dieser  Lage  befindet  sie  sich  ausserhalb  des 
Konoids.  Folghch  berührt  das  Hyperboloid  in  der  Geraden  QL  das  Ko- 
noid, deshalb  haben  beide  Flächen  auch  in  M  eine  gemeinschaftliche  Be- 
rührungsebene. Um  die  Spuren  der  letzteren  zu  bestimmen,  ist  noch  die 
durch  M  gehende  Erzeugende  MS  der  zweiten  Schar  des  Hyperboloids  zu 
ermitteln.  Da  nun  BQ  in  P,  hegt  und  BK  parallel  zu  P^  ist,  so  wird 
MS  die  beiden  Geraden  QL  und  BK  schneiden  und  ebenfalls  parallel  zu 
Pg  sein.  Hieraus  ergiebt  sich  leicht  die  Lage  von  MS.  Durch  QL  und 
MS  legt  man  nun  die  gesuchte  Ebene,  deren  erste  Spur  TS  parallel  zu 
QL  ist  und  durch  S  geht.     Die  zweite  Spur  QT  ist  parallel  zu  MS. 

Auch  in  diesem  Falle  berührt  die  gefundene  Ebene  nur  in  M,  während 
sie  in  allen  übrigen  Punkten  der  Geraden  das  Konoid  schneidet. 

Man  zeichne  nach  diesen  Angaben  in  Fig.  160  die  Spuren  der  Be- 
rührungsebene und  bestimme  noch  den  vollständigen  Durchschnitt  der- 
selben mit  dem  Konoid. 

15)  Wenn  eine  Gerade  G  an  einer  anderen  Geraden  Gj  und  an  einer 
Kugelfläche  K  so  entlang  gleitet,  dass  sie  stets  einer  gegebenen  Ebene  £ 
parallel  bleibt,  so  durchläuft  G  ein  schiefes  Konoid.  Man  konstruiere  die 
Berührungskurve  desselben  mit  der  Kugel,  die  Durchschnittskurven  mit 
den  Projektionsebenen  und  lege  durch  einen  gegebenen  Ptmkt  auf  dem 
Konoid  die  Berührungsebene  an  dasselbe. 

Schraubenlinie  und  Schraubenflächen. 

16)  Zieht  man  auf  der  abgewickelten  Mantelfläche  M  (Fig.  161)  eines 
geraden  CyUnders  mit  kreisförmiger  Grundfläche  eine  Gerade  ab,  welche 
die  SeitenUnien  nicht  rechtwinklig  schneidet,  so  bildet  ab  nach  wieder 
erfolgter  Aufwickelung  der  Mantelfläche  eine  Kurve,  die  Schraubenlinie. 
Da  der  Winkel,  unter  welchem  ab  die  Seitenlinien  der  Cy linderfläche  trifft, 
durch  die  Aufwickelung  unverändert  bleibt,  so  schneidet  die  Schrauben- 
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Knie  alle  Seitenlinien  ebenfalls  unter  demselben  Winkel  Es  folgt  hier- 
aus leicht,  dass  die  Schraubenlinie  überall  gleiche  Krümmung  hat.  Ein 
beliebiges  Stück   derselben   kann   deshalb    an  jeder  anderen  Stelle  der 


Flg.  161. 

Schraubenlinie  mit  einem  entsprechenden  Stück  zur  Deckung  gebracht 
werden.  Diese  Eigenschaft  besitzen  in  der  Ebene  nur  der  Kreis  und  die 
gerade  Linie. 

Ist  ac  der  ausgestreckte  Umfang  des  Gnindkreises,  so  fällt  bei  der 
Aufwickelung  des  Mantels  die  Seitenlinie  cd  mit  ad^  zusammen.  Der 
Punkt  b  gelangt  nach  b',  und  die  Kurve  ah'k'b'  bildet  nun  einen  Schrauben- 
gang; ab'  heisst  die  Ganghöhe.  Zieht  man  b'd  parallel  zu  ab,  so  geht 
diese  Gerade  in  die  Fortsetzung  der  Schraubenlinie  über  und  bildet  einen 
zweiten  Gang  derselben.  Je  zwei  Punkte  der  Schraubenlinie,  welche  wie 
g  und  h'  auf  derselben  Seitenlinie  hegen,  sind  um  die  Ganghöhe  von  ein- 
andei'  entfernt. 

Wird  das  dreieckige  Stück  ae'h'  der  Cylinderfläche  in  diejenige  Be- 
rührungsebene  abgewickelt,  welche  den  Mantel  in  der  Seitenlinie  eT  be- 
rührt, dann  geht  dasselbe  in  ein  rechtwinkliges  Dreieck  a'e'h'  über,  in 
welchem  die  Kathete  a'e'  die  Tangente  in  dem  Punkte  e'  des  Grundkreises 
ist.  Die  Strecke  a'e'  hat  die  Länge  des  Bogens  ae'.  Die  abgewickelte 
Schraubenlinie  a'h'  bildet  die  Hypotenuse  des  Dreiecks  a'e'h',  und  ist 
zugleich  die  Tangente  in  dem  Punkte  h'  der  Schraubenlinie. 

Hiemach  kann  die  Tangente  für  jeden  Punkt  der  SchraubenUnie  leicht 
gefunden  werden. 

Die  Darstellung  der  geraden  Projektionen  der  Schraubenlinie  ist  sehr 
einÜEUih,  wenn  man  berücksichtigt^  dass  der  Höhenunterschied  zweier  Punkte 
der  Sdiraubenliniei  welche  auf  je  zwei  gleich  weit  voneinander  entfernten 
Seitenlinien  liegen,  stets  derselbe  ist,  wie  sich  aus  der  Abwickelung  so- 
fort ergiebt 


134 


Vin,  ibsohnitt 


Man  teile  den  Umfaag  der  Gnmdääche  (erste  Projektion  des  Cylin- 

dere)  (Fig.  162)  und  die  Ganghöhe  a,b,  in  dieselbe  Anzahl,  z.  B.  16 
gleicher  Teile.  Soll  (a,i,  a^)  der  Anfangspunkt 
der  Schraubenlinie  sein,  so  sind  durch  die 
Teilpunkte  des  Grundkreises  die  Seitenlinieu 
zu  ziehen.  Auf  den  zweiten  Projektionen  der 
letzteren  sind  dann,  wie  in  Fig.  162  ange- 
deutet ist,  der  Reihe  nach  i'si  tV>  A  •  •  ■ 
der  Ganghöhe  u.  s.  f.  abzutragen.  Durch  die 
Endpunkte  dieser  Höben  geht  die  zweite  Pro- 
jektion der  Schraubenlinie. 

Um  die  Taugente  im  Funkte  (h,,  \)  zu 
ziehen,  zeichnet  man  eine  solche  zunächst 
in  h,  tiir  den  Gnmdkreis.  Diese  Tangente 
k,hi  ist  die  erste  Projektion  der  Tangente 
der  Schraubenlinie.  Macht  man  k,h,  =  a,h, , 
so  ist  k,  die  erste  Spur,  und  wenn  man  k, 

auf  OX  projiciert,  so  erhält  man  noch  in  k,hj  die  zweite  Projektion  der 

Tangente. 

17)  Eine  Gerade  G  von  unveHlnderlicher  Länge  bewege  sich  so,  dass 

sie  mit  einem  Punkt  an  einer  Schraubenlinie,  und  mit  dem  anderen  aaf 
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der  Achse  des  zugehörigen  Gylinders  gleitet.  6  beschreibt  bei  dieser  Be- 
wegung eine  krumme  Fläche,  welche  eine  windschiefe  Schraubenfläche 
genannt  wird.  Da  alle  Punkte  der  SchraubenUnie  gleich  weit  yon  der 
Achse  des  Gylinders  entfernt  sind,  so  bildet  die  Gerade  G  in  allen  Lagen 
denselben  Winkel  mit  dieser  Achse.  Steht  also  die  letztere  senkrecht  zu  P| 
(Fig.  163),  so  sind  die  ersten  Projektionen  der  Erzeugenden  Halbmesser 
des  Gnmdkreises.  Die  zweiten  Projektionen  sind  ebenfalls  leicht  zu  finden. 
Sind  a,,  b,,  c^  .  .  .  Punkte  der  Schraubenlinie,  die  (wie  in  Fig.  162)  auf 
gleich  weit  voneinander  entfernten  Seitenlinien  der  Gylinderfläche  hegen, 
und  a,a  diejenige  Erzeugende,  welche  parallel  zu  P^  liegt,  no  mache  man 

aß  =  ßY  =  yS =  den  Höhenunterschieden  der  Punkte  a,,  b^,  c,, 

d, Die  Verbindungslinien  a,ac,  b^ß,  c^y,  d^S  ....  sind  alsdann  die 

zweiten  Projektionen  der  Erzeugenden.  In  Fig.  163(ß)  ist  die  windschiefe 
Schraubenfläche  dargestellt,  bei  welcher  die  SeitenUnien  derselben  parallel 
zu  Pj  sind.  Denkt  man  sich  die  bewegliche  Erzeugende  nach  beiden 
Seiten  ins  Unendliche  erweitert,  so  erstreckt  sich  auch  die  Schraubenfläche 
ins  Unendliche.  Alle  Schnitte,  welche  senkrecht  zur  CyUnderachse  oder 
parallel  mit  P^  hindurchgelegt  werden,  sind  Spiralen.  Man  konstruiere 
einen  Teil  des  Durchschnittes  der  erweiterten  Schraubenfläche  in  Fig.  163(a) 
mit  Pj. 

Aufgaben.   Die  Spuren  der  Benihrungsebene  für  den  Punkt  (m^mi) 
der  Schraubenfläche  zu  bestimmen. 

Den  Durchschnitt  einer  GyUnderfläche  mit  der  windschiefen  Schrauben- 
fläxihe  zu  finden,  wenn  beide  die  Achsen  gemeinschafUich  haben. 

Die  Spuren   der  Berührungsebene   fiir   einen  beUebigen  Punkt  der 
Schraubenfläche  zu  finden. 

18)  Die  abwickelbare  Schraubenfläche  (Fig.  164a  und  ß). 
Diese  Fläche  wird  von  allen  Tangenten  einer  Schraubenlinie  gebildet. 
In  Fig.  164  (a)  sind  für  einen  Gang  der  Schraubenlinie  die  beiden  Pro* 
jektionen  der  Schraubenfläche  durch  eine  Reihe  yon  Tangenten  darge- 
stellt Die  letzteren  werden  nach  (16)  bestimmt.  Die  Durchschnittspunkte 
aller  Tangenten  mit  Pj  bilden  eine  Eunre,  welche  Kreisevolyente  ge- 
nannt wird.  Für  eine  beliebige  Tangente,  deren  erste  Projektion  bc  ist, 
folgt  aus  16,  dass  bc  =  ab,  wenn  a  der  Anfangspunkt  der  Schrauben- 
linie ist,  und  da  gleiches  für  alle  anderen  Tangenten  gilt,  so  kann  man 
sich  die  Kurve  auch  folgendermassen  entstanden  denken.  Man  lege  um 
den  Grandkreis  abe  einen  Faden,  welcher  in  a  befestigt  ist,  und  dessen 
Länge  dem  Umfange  des  Kreises  gleich  ist.  Wird  nun  der  Faden  ab- 
gewickelt, so  ist  das  fi*eie  zur  geraden  Linie  ausgestreckte  Stück  fort- 
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während  Tangente  des  Kreises,  und  der  Endpunkt  des  Fadens  durchläuft 
die  Durchschnittskurve.  Werden  die  erzeugenden  Tangenten  über  die 
Berahrangspunkte  hinaus  bis  zu  einer  zu  P^  parallelen  Ebene  yerlängert^ 
welche  durch  den  oberen  Endpunkt  des  ersten  Ganges  der  Schraubenlinie 
geht,  so  schneidet  die  Schraubenfläche  diese  Ebene  in  einer  zweiten  Kreis- 
evolyente  von  derselben  Gestalt.  In  Fig.  164  (ß)  ist  die  Schraubenääche 
in  schiefer  Projektion  dargestellt. 

Aus  der  Entstehungsweise  der  Fläche  ist  leicht  zu  sehen,  dass  zwei 
Stücke  der  Schraubenfläche,  welche  zwischen  je  zwei  Tangenten  liegen, 
deren  Berührungspunkte  gleich  weit  voneinander  entfernt  sind  (wie  die 
in  der  ersten  Projektion  von  Fig.  164 (a)  mit  bfg  und  hik  bezeichneten 
Teile),  zur  Deckung  gebracht  werden  können. 

Die  Fläche  ist  abwickelbar,  d.  h.  sie  kann  zu  einer  ebenen  Fläche 
ausgebreitet  werden. 

Man  bestimme  für  einen  beUebigen  Punkt  der  Schraubenfläche  die 
Spuren  der  Berührungsebene. 

Die  Schraubenröhrenfläche. 

19)  Bewegt  sich  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  auf  einer  Schrauben» 
linie,  während  die  Ebene  des  Kreises  fortwährend  senkrecht  zu  derselben 
(d.  h.  senkrecht  zu  der  im  Mittelpunkte  des  beweglichen  Kreises  an  die 
Schraubenlinie  gelegten  Tangente)  bleibt,  so  durchläuft  der  Kreisumfang 
die  Oberfläche  eines  schraubenförmig  gewundenen  Rohrs.  Dieselbe  ist 
auch  die  Umhüllungsfläche  für  alle  Kugeln,  welche  denselben  Halbmesser 
ine  der  bewegliche  Kreis  haben,  und  deren  Mittelpunkte  auf  der  Schrauben- 
hnie  liegen.  Nach  dieser  letzten  Angabe  sind  die  Projektionen  des  ge- 
wundenen Rohres  in  Fig.  165  gezeichnet  (Man  vgl.  diese  Darstellung 
mit  deijenigen  der  Ringfläche  in  Fig.  137). 

Der  Umriss  der  zweiten  Projektion  zeigt  bei  den  Punkten  a  und  b 
Spitzen,  ähnlich  wie  diejenigen,  welche  bei  der  Projektion  der  Ringfläche 
vorkommen.  Alle  Punkte  des  Umfanges  des  bewegUchen  Kreises  be- 
schreiben Schraubenlinien  von  gleicher  Ganghöhe.  Man  konstruiere  hier- 
nach für  einen  beUebigen  Punkt  der  Oberfläche  die  Berührungsebene. 
Femer  bestimme  man  Punkte  des  Umrisses  der  zweiten  Projektion  durch 
Berührongsebenen,  welche  senkrecht  zu  P^  stehen. 

Aufgabe.  Den  Durchschnitt  einer  zu  P^  parallelen  Ebene  (aß)  nüt 
der  Röhrenfläche  zu  ermitteln. 
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Aufl.    Da  der  bewegliche  Kreis  in  allen  Lagen  dieselbe  Neigung  zu 
P}  hat,  so  wird  seine  erste  Projektion  eine  Ellipse  sein,  deren  Achsen 


Fig.  165. 


sich  während  der  Bewegung  nicht  ändern.    0|P|  und  m^nj  seien  diese 
Achsen,  wenn  der  Kreis  senkrecht  zu  P,  steht,  wobei  o^Pi  senkrecht  sa 
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OX  nach  dem  Mittelpunkte  q  gerichtet,  und  gleich  dem  Durchmesser  des 
beweglichen  Kreises  ist;  mjn^  wird  leicht  aus  der  als  gerade  Linie  er- 
scheinenden zweiten  Projektion  m^n^  des  Kreises  gefunden.  Die  Schnitt- 
ebene aß  gehe  durch  den  Mittelpunkt  (r^,  r,)  dieser  Lage  des  Kreises, 
dann  sind  o^  und  p^  zwei  Punkte  der  gesuchten  Kurve.  Sind  nun  gjhj 
und  kjlj  die  Achsen  dieser  ElUpse  für  eme  andere  Lage  des  bewegUchen 
Kreises,  so  liegt  der  Mittelpunkt  (Cj,  c,)  nicht  mehr  in  der  Schnittebene 
7.^  sondern  um  c^y  tiofei*  ^  dieselbe.  Man  zeichne  nun  in  der  Neben- 
figur den  Durchmesser  gh  gleich  und  parallel  zu  m^n^  und  bestimme  y 
auf  demselben  so,  dass  der  Höhenunterschied  dy^  der  Punkte  y  und  c 
gleich  (^Y  ist  Femer  denke  man  sich  den  Kreis  um  den  Durchmesser 
gh  80  weit  gedreht,  bis  derselbe  parallel  zu  P,  wird,  und  ziehe  nun  ef 
durch  f'  senkrecht  zu  gh;  dann  ist  ef  die  Länge  der  Sehne,  in  welcher 
aß  den  Kreis  bei  dieser  Lage  schneidet.  Diese  Sehne  erscheint  in  der 
ersten  Projektion  in  wahrer  Länge.  Man  trage  auf  c^gi  die  Strecke 
Cjdj  =  cd  ab,  ziehe  durch  d^  eine  Parallele  zu  kjli  und  trage  auf  dieser 
die  Langen  d^e^  =  djf^  =  ey  =  fy'  ah;  dann  sind  e^  xmd  fj  zwei  Punkte 
der  gesuchten  Durchschnittskurve,  welche  in  der  ersten  Projektion  in 
wahrer  Gestalt  erscheint 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  alle  zu  P^  parallelen  Schnitte  der 
Sdiraubenfläche  kongruent  sind. 


Anhang. 

Yermischte  Aufgaben  und  Sätze. 

1)  Auf  einer  durch  ihre  Spuren  gegebenen  Ebene  denjenigen  Punkt 
zu  bestinunen,  welcher  von  drei  durch  ihre  Projektionen  gegebenen  Punkte 
gleiche  Abstände  hat. 

2)  Die  Projektionen  eines  Punktes  zu  finden,  welcher  von  drei  ge- 
gebenen Ebenen  gegebene  Abstände  hat.  Wie  viele  Punkte  genügen  der 
Lösung  der  Aufgabe? 

3)  Durch  einen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen,  welche  einer  gegebenen 
Geraden  parallel  ist  und  senkrecht  zu  einer  gegebenen  Ebene  steht. 

4)  Den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Ebene  eines  durch  seine 
Projektionen  gegebenen  Dreiecks  zu  finden.  (Man  soll  die  Spuren  der 
Ebene  nicht  benutzen.) 

5)  Drei  windschiefe  Geraden  G^,  G,  und  Q^,  und  ein  Punkt  A  sind 
gegeben.  Man  soll  ein  gleichschenkliges  Dreieck  bestimmen,  dessen  Spitze 
auf  Gl,  die  Endpunkte  der  Grundlinie  auf  G,  und  Gj  Hegen,  und  ausser- 
dem soll  die  Grundhnie  durch  A  gehen. 

6)  Eine  Ebene  E  ist  durch  ihre  Spuren  gegeben.  Eine  dreiseitige 
Pyramide,  welche  durch  ihre  6  Kanten  bestimmt  ist,  soll  mit  einer  Seiten- 
fläche auf  E  gestellt  werden.  Man  soll  die  Projektionen  der  Pyramide 
zeichnen. 

7)  Durch  eine  Gerade  eine  Ebene  zu  legen,  welche  von  zwei  gege- 
benen Punkten  gleiche  Abstände  hat. 

Wie  viele  Ebenen  sind  mögUch? 

8)  Durch  einen  Punkt  A  eine  Ebene  zu  legen,  welche  von  drd  ge- 
gebenen Punkten  gleiche  Abstände  hat 

Wie  viele  Ebenen  genügen  der  Aufgabe? 

9)  Ein  in  Pj  hegendes  Dreieck  aib^Ci  (Fig.  166)  ist  gegeben.  Man 
soll  die  Projektionen  einer  dreiseitigen  Pyramide  zeichnen,  welche  %biCi 
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zur  Grandfläche   hat   und   deren   übrige  Kanten   senkrecht  aufeinander 
stehen. 

Aufl.    Da  a^b^,  a^Cj  A 

und  \Ci  die  ersten 
Spuren  der  Seitenflächen 
sind,  und  die  drei  in  der 
Spitze  zusammenstossen- 
den  Kanten  auch  senk- 
recht zu  je  einer  Seiten- 
fiäche  stehen,  so  muss 
iiach]II,19:  CjS,  J_a,bi, 
biSiJ^ajCj  und  a,8i  | 
bjC^  stehen,  wenn  a^s^y 
bjSi,  CiSi  die  gesuchten 
Projektionen  der  drei 
noch  fehlenden  Kanten 
sind.  Diese  Projektio- 
nen &llen  demnach  in 
die  drei  Höhenperpen- 
dikel des  Dreiecks  a^  b^  c^ ; 
ihr  Schnittpunkt  Sj  ist  die  Projektion  der  Spitze.  Verlängern  wir  eine 
der  Projektionen,  z.  B.  c^Sj  bis  d^,  so  stellt  CiS^dj  die  Projektion  eines 
rechtwinkhgen  Dreiecks  dar.  Drehen  wir  dasselbe  um  c^di,  bis  es  in  P^ 
fällt,  so  gelangt  die  Spitze  nach  dem  Punkte  S,  welcher  auf  dem  über 
c^di  als  Durchmesser  gezeichneten  Kreise  hegt  (SiSJLcjdi).  Hierdurch 
erhalten  wir  in  s^S  die  Höhe  der  Pyramide,  wodurch  sich  nun  auch 
leidit  die  zweite  Projektion  derselben  ergiebt 

10)  Den  Mittelpunkt  und  den  Halbmesser  einer  Kugelfläche  zu  be- 
stimmen, welche  durch  die  Eckpunkte  einer  gegebenen  dreiseitigen  Pyra- 
mide geht 

11)  DieKanten  eines  rechtwinkhgen Parallelepipedums  zu  konstruieren, 
wenn  die  Diagonalen  der  Seitenflächen  gegeben  sind. 

12)  Die  regelmässigen  Körper. 

Regelmässige  Körper  heissen  diejenigen,  welche  von  kongruenten 
regelmässigen  Vielecken  begrenzt  sind.  Alle  Kanten  eines  regelmässigen 
Körpers  sind  gleich  lang,  alle  Kantenwinkel  und  Flächenwinkel  unter  sich 
gleich  gross,  alle  Ecken  kongruent. 

BekanntUch  beschränkt  sich  die  Anzahl  der  möglichen  regelmässigen 
Körper   auf  fünf.     Es   hängt  dies  von  der  Möglichkeit  ab,  körperUche 
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Ecken  zu  bflden,  deren  Eantenwinkel  den  Winkeln  eines  regelmässigen 
Vielecks  gleich  sind,  ohne  dass  ihre  Summe  4R  überschreitet 

Es  können  in  einem  Eckpunkte  zusammenstossen: 
3  gleichseitige  Dreiecke,  dann  beträgt  die  Summe  der  Eantenwinkel  180°, 

240°, 
300°, 
270°, 
324°. 
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3  Quadrate, 

3  regelm.  Fünfecke, 

Andere  Möglichkeiten  sind  nicht  vorhanden. 

13)  Das  Tetraeder  (Fig.  167).  Dieser  Körper  wird  von  vier  gleich- 
seitigen Dreiecken  begrenzt.  Legt  man  eines  der  Dreiecke  a^biCi  in  die 
erste  Projektionsebene  Pj  und  errichtet  in  der  letzteren  über  jeder  Seite 
ein  ebenso  grosses  Dreieck,  so  erhält  man  das  Netz  des  Körpers,  dessen 
äusserer  Umriss,  wie  man  leicht  erkennt,  wieder  ein  gleichseitiges  Dreieck 
ist 


f  ff  /// 
s  s  s 
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Drehen  wir  die  Dreiecke  bez.  um  a^b^,  ajCi,  bjCi,  so  beschreiben 
die  Spitzen  s',  s",  s'"  Kreisbögen,  deren  Projektionen  die  zu  a^b^,  a^c^,  biC^ 
senkrechten  Geraden  s's,,  s'^s^,  s'^Sj  sind,  welche  sich  in  s^  treflfen.  Dieser 
Punkt  ist  demnach  die  Projektion  der  Spitze.     Die  Höhe  dieses  Punktes 
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überP|  ergiebt  sich  durch  Umklappen  einer  Kante.  Wir  ziehen  SiS^  |  8,Ct 
und  zeichnen  um  c^  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  a|C|  einen 
Kreisbogen,  welcher  s^S'  in  S'  tciSt;  dann  ist  s^S'  gleich  der  gesuchten 
Höhe.    Hieraus  findet  man  nun  leicht  die  zweite  Projektion  des  Körpers. 

Stellen  wir  den  Grundriss  des  Tetraeders  so,  dass  eine  Kante  z.  B. 
b|Cj  senkrecht  zur  Achse  OX  steht,  Fig.  167a,  so  erhalten  wir  im  Auf- 
lisa  die  wahre  Grösse  eines  Flächenwinkels,  nämlich  /a,b,Sj|. 

Aufgaben. 

14)  Das  Tetraeder  mittelst  einer  Ebene  so  zu  schneiden,  dass  die 
Schnittfigur  ein  Quadrat  wird. 

15)  Die  Radien  r  und  R  der  ein-  und  umbeschriebenen  Kugel  zu 
finden. 

Leicht  mit  Hülfe  von  Fig.  167  o.    Man  findet  R  =  |,  r  =  {-  der  Höhe. 

16)  Der  Würfel  (Hexaeder)  Fig.  168.  In  jeder  Ecke  stossen 
3  Quadrate  zusammen.  Stellt  man  den  Würfel  mit  einer  Seitenfläche 
auf  P|,  80  dass  eine  andere  zugleich  parallel  zu  P,  wird,  so  bestehen  die 


Flg.  168. 


beiden  Projektionen  des  Würfels  aus  zwei  Quadraten,  Fig.  168(a).  Drehen 
wir  den  Grundriss  um  45°,  so  erhalten  wir  die  beiden  Projektionen, 
Fig.  168  (ß).  Aus  der  zweiten  Projektion  kann  man  die  wahre  Länge 
der  Diagonale  des  Würfels  erkennen.     Bringen  wir  die  zweite  Projektion 
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des  Wiirfels  in  die  in  Fig.  168(y)  angegebene  Lage,  bei  welcher  die 
Diagonale  a^b^  senkrecht  zur  Achse  OX  steht,  so  erscheint  der  Umriss 
der  ersten  Projektion  als  regelmässiges  Sechseck.     Warum? 

17)  Eine  Ebene  anzugeben,  welche  einen  Würfel  in  einem  regel- 
mässigen Sechseck  schneidet. 

18)  Die  Projektionen  eines  Würfels  zu  zeichnen,  dessen  Diagonale 
gegeben  ist. 

Leicht  mit  Hülfe  von  Fig.  168(ß)  zu  lösen. 

19)  Das  Oktaeder.  Bei  diesem  stossen  in  jedem  Eckpunkt  vier 
gleichseitige  Dreiecke  zusammen.  Der  Körper  besteht  aus  zwei  Pyramiden, 
welche  eine  gemeinsame  quadratische  Grundfläche  haben.    Li  Fig.  169 (a) 


(^) 


r/f) 


—O 


Vlg.  169. 

ist  der  Körper  so  dargestellt,  dass  eine  Achse  senkrecht  zu  P^,  die  beiden 
anderen  Achsen  mit  Pj  je  Winkel  von  45°  bilden.  Li  Fig.  169(ß)  steht 
eine  Achse  senkrecht  zu  P^,  eine  andere  senkrecht  zu  P,.  Grundriss 
und  Aufiiss  werden  in  diesem  Falle  ganz  gleich.  Jede  dieser  Projektionen 
wird  durch  ein  Quadrat  mit  seinen  beiden  Diagonalen  dargestellt.  Drehen 
wir  den  Aufriss  von  (a)  so  weit,  bis  derselbe  mit  a^d^  in  die  Achse  OX 
fällt,  so  nimmt  der  Grundriss  die  Gestalt  Fig.  169  (y)  an.  Eine  zu  P^ 
parallele  Ebene  m,  welche  durch  die  Mitte  der  Kante  bjd,  geht, 
schneidet  in  diesem  Falle  das  Oktaeder  in  einem  regelmässigen  Sechseck. 
Die  Radien  r  und  R  der  ein-  und  umbeschriebenen  Kugel  findet  man 
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aus  Fig.  169(a).  —  r  ist  der  Abstand  der  Mitte  k  von  c^d^,  tmd  B  ist 

Warum  ist  derUmriss  des  Grundrisses  bei(Y)  ein  regehnässiges  Sechseck? 

20)  Die  Mitten  der  Seiten  eines  regelmässigen  Tetraeders  sind  die 
Ecken  eines  Oktaeders.    Warum? 

21)  Das  Dodekaeder  wird  von   12  regelmässigen  Fünfecken  be- 
grenzt   In  jedem  Endpunkte  stossen  drei  Fünfecke  zusammen. 


Kg.  170. 


Wir  legen  ein  Fünfeck  aibjCidie^  in  die  erste  Projektionsebene  und 
zeichnen  in  derselben  £bene  über  den  Seiten  die  gleichen  durch  I,  11^ 
V  bezeichneten  Fünfecke.  Die  letzteren  können  wir  aufklappen,  bis  je 
zwei  in  einem  Eckpunkte  des  Fünfecks  a^biCidj^e^  aneinanderstossende 
Kanten    zusammenfaUen.     Drehen   wir  I  um  a^bj   und  11  um  biC,,  so 
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beschreiben  die  Punkte  f '  und  ?'  EreiBbögen,  deren  Projektionen  senkrecht 
zu  a^b^  bez.  bjC^  stehende  Geraden  sind.  Ihr  Schnittpunkt  ^  ist  des- 
halb die  Projektion  des  Punktes,  in  welchem  ?  iind  Ü'  nach  der  Auf- 
klappung der  Fünfecke  zusammenfallen.  In  gleicher  Weise  finden  wir 
die  entsprechenden  Punkte  g^,  h^,  i^  und  k|,  welche  auch,  wie  man  leicht 

sieht,  auf  einem  um  den  Mittel- 
punkt m  des  ersten  Fünfecks 
beschriebenen   Kreise    liegen. 
Die  Projektionen  der  übrigen 
Ecken  der  Fünfecke   können 
nun     auch    leicht    bestimmt 
werden.     Sie  liegen  auf  den 
von  m  zu  den  Seiten  des  ersten 
Fünfecks  gefälltenSenkrechten. 
Am    einfachsten   findet    man 
eine  solche  Ecke  durch  folgende 
Betrachtung.    Ziehen  wir  die 
Gerade  biT,  dann  ist  b^l'  |j  a,k' 
und     /a^biCi  =  l_\^V , 
Folglich  ist  auch  b|Ci  ||  a^k'. 
Hiemach  bilden  b^Cj  und  b^T 
eine  Gerade.     Femer  ergiebt 
sich  leicht,  dass  IT  und  f'n' 
in  einer  Geraden  liegen,   da 
beide  parallel  zu   d^e^    sind, 
und  dass  T,  n',  p',  q',  r'  wie- 
der  die    Ecken    eines    regel- 
mässigen Fünfecks  sind.  Wird 
demnach  das  Fünfeck  II   um 
b^c^  gedreht,  so  bleibt  X   als 
Punkt  der  Geraden   b^Ci    an 
der  Stelle,   und  Tn'^  gelangt 
nach  der  Drehung  nach  Tn^,  in  welcher  nun  auch  fjU^  liegt 

Sind  alle  Ecken  der  aufgeklappten  Fünfecke  bestimmt,  so  ist  die 
Projektion  der  halben  Oberfläche  des  Dodekaeders  gefunden.  Die  zweite 
Projektion  ergiebt  sich  leicht  durch  Ermittelung  der  Höhen  der  Eckpunkte 
über  Pj. 

Die  Projektion  der  zweiten  Hälfte  der  Oberfläche  kann  nim  in  ein- 
feu^hster  Weise  hinzugefugt  werden.     S.  Fig.  171. 


Flg.  171. 
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Aus   dem   Aiifriss   des   Dodekaeders   ergiebt   sich   der   Halbmesser 

der  embeschriebenen  Engel.     Derselbe  ist  gleich  der  halben  Höhe  der 

zweiten  Projektion. 

Dreht  man  den  Grundiiss  so,  dass  eine  Seite  des  nnteren  Fünfecks; 

z.  B.  a^b},  senkrecht  zu  OX 

Tiidy  Fig.  172,  dann  stellt 

die  Gerade  a^l^  die  zweite 

Projektion  einerSeitenfläche 

TOT,    und    folglich    stellt 

Zla^d,  die  wahre  Grösse 

eines   Flachenwinkels   des 

Dodekaeders  dar.  Der  Halb- 
messer der  umschriebenen 

Kugel  ist  durch  die  Strecke 

m^d,    oder   auch  m^l^  = 

n^hj  =  m^q^  bestimmt. 
22)    Das  Ikosaeder 

wird  Yon  20  gleichseitigen 

Dreiecken    begrenzt,    von 

welchen  je  fünf  in  einem 

Eckpunkte  zusammen- 
stossen.  Diese  fünf  Drei- 
ecke bilden  die  Mantelfläche 
einer  fünfceitigen  Pyramide, 
welche  leichtzu  konstruieren 
ist  Sind  a,biC]dieini  und 
a^biCgd^e^n^  die  beiden 
Projektionen  einer  solchen  Pyramide,  welche  in  Fig.  173  mit  der  Spitze 
auf  Pj  gestellt  ist,  so  hegt  dieser  eine  gleiche  Pyramide,  deren  Projektionen 
figihiiikili  und  ^g^hjijkjl,  sind,  gegenüber.  Im  Grundriss  feUen  die 
Projektionen  der  Spitzen,  nämlich  1|  und  n^  zusammen,  und  die  Projek- 
tionen der  Eckpunkte  der  Grundflächen  bilden  die  Ecken  eines  regel- 
mässigen Zehnecks.  Zwischen  beiden  Pyramiden  hegt  ein  Prismatoid, 
welches  ausser  von  jenen  Grundflächen  noch  von  zehn  gleichseitigen 
Dreiecken  begrenzt  wird.  Der  Grundriss  ist  hiemach  leicht  herzustellen. 
Die  Höhe  des  Prismatoids  ergiebt  sich  leicht.  Sie  ist  gleich  der  einen 
Kathete  hjh'  eines  rechtwinkhgen  Dreiecks,  dessen  Hypoihenuse  b^h' = 
a^b^,  d.  h.  gleich  der  wahren  Länge  einer  Kante  des  Usosaeders,  und 

10* 
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dessen  andere  Kathete  gleich  b^h^  ist    Ist  diese  Höhe  bestimmt,  so  ist 
auch  der  AuMss  leicht  herzustellen. 

Stellt  man  den  Grundriss  so  auf,  dass  eine  Kante,  z.  B.  a^bj,  des 
Fünfecks  %biC,diei  senkrecht  zur  Achse  OX  steht,  so  erhält  man  den 
in  Fig.  174  dargestellten  Aufriss. 


Da  die  Geraden  a^h^  und  a^n,  die  Projektionen  zweier  Seitenflächen 
darstellen,  welche  senkrecht  zu  F,  stehen,  so  ist/h^agU,  einem  Flächen- 
winkel des  Ikosaeders  gleich.  Ist  m  der  Mittelpunkt  der  Achse  l^n,,  so 
ist  ml,  gleich  dem  Halbmesser  der  umbeschriebenen  Kugel,  und  der 
senkrechte  Abstand  des  Punktes  m  von  a^h,  gleich  dem  Halbmesser  der 
einbeschriebenen  Kugel. 
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23)  In  Fig.  176 — 179  sind  die  fünf  regelmässigen  Körper  der 
grosseren  Anschaulichkeit  wegen  in  schiefen  Projektionen  dargestellt;  die- 
selben smd  ans  den  in  den  Fig.  167,  168  a,  169,  171,  173  angegebenen 
Stellungen  in  bekannter  Weise  übertragen. 


Hg.  17&. 


Flg.  176. 


Flg.  177. 


Flg.  l7o. 


Fig.  179. 


Verbindet  man  bei  jedem  der  fünf  regelmässigen  Körper  die  Mittel- 
punkte je  zweier  aneinanderstossenden  Seitenflächen  durch  gerade  Linien, 
80  bQden  die  letzteren  wiederum  die  Kanten  regelmässiger  Körper 
(s.  Fig.  175 — 179)  und  zwar  sind: 

die  Mitten  der  Seitenflächen  eines  Tetraeders     dieEcken  eines  Tetraeders, 

„     Würfels  „      „        „    Oktaeders, 

„     Oktaeders       „      i,        „    Würfels, 
„     Dodekaeders  „      „        „    Ikosaeders, 
,«       if      ji  ij  1}     Ikosaeders      „      „        „    Dodekaeders. 

Der  leicht  zu  führende  Beweis  kann  dem  Studierenden  überlassen 
werden. 
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24)  Drei  Tangenten  einer  £llipse  und  ein  Brennpunkt  dereelben  siiid 
gegeben;  man  soll  den  andern  Brennpunkt  und  die  grosse  Achse  bestimmen. 
Mit  Hülfe  Yon  IV,  25  oder  26  zu  lösen. 
26)  Dieselbe  Aufgabe  für  die  Hyperbel  zu  lösen. 
Leicht  nach  IV,  34. 

26)  An  zwei  Ellipsen,  welche  durch  grosse  Achse  und  Brennpunkte 
gegeben  sind,  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zu  ziehen,  wenn  die  ge- 
gebenen Ellipsen  einen  Brennpunkt  gemeinschaftlich  haben. 

Mit  Hülfe  ?on  IV,  26  zu  lösen. 

27)  Den  Ort  eines  Punktes  M  zu  zeichnen,  welcher  yon  einem  ge- 
gebenen Punkte  und  einem  gegebenen  Kreise  gleiche  Abstände  hat 

Man  findet  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel,  je  nachdem  der  gegebene 
Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises  liegt. 

28)  Den  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  zu  zeichnen,  welcher 
einen  gegebenen  Kreis  und  eine  gegebene  Gerade  berührt. 

Man  findet  eine  Parabel. 

29)  Eine  Parabel  zu  zeichnen,  wenn  zwei  Punkte  derselben  und  der 
Brennpunkt  gegeben  sind. 

Es  sind  zwei  Parabeln  möglich. 

30)  Die  Durchschnittspunkte  einer  Geraden  g  mit  einer  durch  Brenn- 
punkt und  Leitlinie  gegebenen  Parabel  zu  bestinmien.     Fig.  180. 

Anl.  zm:  Auflösung.  Ist  LL'  die  Leitlinie,  F  der  Brennpunkt,  so 
besteht  die  Aufgabe  darin,  auf  g  einen  Punkt  M  zu  bestimmen,  dessen 

Abstand  von  LL'  gleich  seinem  Abstand  von 
F  ist.  Oder:  Auf  einer  Geraden  g  den  Mittel- 
punkt M  eines  Kreises  zu  bestimmen,  wel- 
cher durch  einen  gegebenen  Punkt  F  geht 
und  eine  gegebene  Gerade  LL^  berührt  Fällt 
man  von  F  aus  ein  Lot  auf  g  und  verlängert 
dasselbe  um  sich  selbst,  so  gelangt  man  zu 
einem  zweiten  Punkt  G  des  gesuchten  Kreises. 
Man  gelangt  dadurch  zu  der  bekannten  Auf- 
gabe: Den  Mittelpunkt  M  eines  Kreises  zu 
finden,  welcher  durch  die  beiden  Punkte  F 
und  G  geht  imd  die  Gerade  LL'  berührt. 
Hiemach  lassen  sich  die  beiden  möglichen 
Schnittpunkte  nun  leicht  bestimmen. 
^  j^  Eine  ähnliche  Betrachtung  führt   nun 

auch  zur  Lösung  4er  folgenden  Aufgabe: 
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31)  Die  DurchschDittspunkte  einer  Geraden  g  mit  einer  durch  die 
beiden  Brennpunkte  und  die  Hauptachse  gegebenen  Hyperbel  zu  bestinunen. 

32)  Es  sind  drei  Punkte  (a^,  a^),  (b^,  b^),  (C|,  c,)  gegeben.  Man 
soll  durch  dieselben  die  Mantelfläche  eines  geraden  Kegels  legen,  dessen 
Achse  senkrecht  zu  P.  steht.  Der  Grundkreis  und  die  Projektionen  der 
Spitze  rind  za  bestimmen. 

Wie  yiele  Lösungen  sind  möglich? 

33)  Drei  Punkte  A,  B  und  G  einer  in  P^  liegenden  Geraden  g  sind 
gegeben.  Man  soll  die  Projektionen  eines  Tierten  Punktes  M  bestimmen, 
wenn  die  Neigungswinkel  der  Geraden  AM,  BM  und  CM  gegen  P|  be- 
kannt sind. 

Aufl.  mit  Hülfe  der  Durchschnitte  von  drei  geraden  Eegelflächen. 
Wie  viele  Lagen  des  Punktes  sind  möglich? 

34)  Es  sind  drei  in  P|  liegende  Punkte  A,  B  und  G  gegeben.  Man 
soll  die  Projektionen  eines  vierten  Punktes  M  bestimmen,  wenn  die  Winkel 
AMB,  AMC  und  BMC  gegeben  sind. 

36)    Den  Mittelpunkt  einer  Kugel  von   gegebenem  Halbmesser   zu 
bestimmen,  welche  drei  gegebene  Kugeln  berührt. 
Wie  viele  Kugeln  sind  möglich? 

36)  Drei  auf  P^  stehende  gerade  Kegel  mit  kreisförmigen  Grund- 
flachen sind  gegeben.  Den  Mittelpunkt  einer  Kugel  von  gegebenem 
Halbmesser  zu  finden,  welche  die  drei  Kegel  berührt. 

37)  Den  Abstand  zweier  durch  ihre  Projektionen  gegebenen  wind- 
schiefen Geraden  a  und  b  zu  bestimmen.    (Andere  Aufl.  der  Aufgabe  UI,  27.) 

Anl.  zur  Aufl.  Man  lege  durch  a  eine  Ebene  E  parallel  zu  b.  Um 
b  lege  man  eine  Cylinderfläche,  welche  die  Ebene  E  berührt.  Der  Halb- 
m^ser  der  Cylinderfläche  ist  dem  gesuchten  Abstand  gleich. 

38)  Der  Ort  eines  Punktes  M,  welcher  von  einem  gegebenen  Punkte 
F  und  einer  Ebene  E  gleiche  Abstände  hat,  ist  ein  Umdrehungsparaboloid, 
dessen  Achse  durch  F  geht  und  senkrecht  zu  E  steht.    Fig.  181. 

Ist  nämlich  LL'  die  Leitlinie,  und  F  der  Brennpunkt  einer  Parabel, 
M  em  Punkt  der  letzteren,  so  ist  nach  IV,  27  der  Abstand  des  Punktes 
M  von  LL',  nämUch  MN  =  MF. 

Drehen  vnr  die  ganze  Figur  um  die  Achse  AB  der  Parabel,  so  be- 
schreibt die  letztere  ein  Umdrehungsparaboloid,  tmd  LL'  eine  Ebene  E, 
woraus  die  Richtigkeit  des  Satzes  unmittelbar  hervorgeht. 

39)  Der  Ort  eines  Punktes  M  im  Baume,  welcher  von  einer  Geraden 
LV  und  einem  gegebenen  Punkte  F  gleiche  Abstände  hat,  ist  eine 
parabolische  Cylinderfläche.     Fig.  182. 
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Ist  wieder  LL'  die  Leitlinie,  und  F  der  Brennpunkt  der  Parabel 
DEG,  und  ziehen  wir  durch  einen  Punkt  N  der   letztem  die  Gerade 


Flg.  181.  Fig.  182. 

HE  senkrecht  zur  Ebene  der  Parabel, 
femer  die  Gerade  FN,  endlich  PN  j^LL', 
so  ist  PN  =  FN.  Verbinden  wir  nun 
einen  beliebigen  Punkt  M  der  Geraden 
'^  HK  mit  P  und  mit  F,  und  drehen 
das  Dreieck  FMN  um  MN,  so  kann 
dasselbe  in  die  Lage  MNP  gebracht 
werden.  Hieraus  folgt,  dass  MF  =  PM 
ist.  Alle  Geraden,  wie  HK,  hegen  aber 
auf  einer  parabolischen  Cylinderfläche. 
40)  Auf  einer  gegebenön  Geraden 
g  einen  Punkt  zu  bestimmen,  welcher 
von  einem  gegebenen  Punkte  A  und 
einer  anderen  gegebenen  Geraden  g' 
gleiche  Abstände  hat.     Fig.  183. 

Aufl.  Durch  den  Schnittpunkt  B 
von  g  und  g'  und  durch  A  ziehe  man 
die  Gerade  g";  man  ziehe  nun  eine 
beUebige  Senkrechte  mn  zu  g'  und 
zeichne  um  n  als  Mittelpunkt  einen 
Kreis  mit  dem  Halbmesser  mn,  welcher  g"  in  C  und  D  schneidet.  Zieht 
man  nun  AP  parallel  zu  nC  und  AP'  parallel  zu  Dn,  dann  sind  P  und 


Fig.  183. 
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Y  zwei  Punkte,  welche  von  A  und  von  g  gleiche  Abstände  haben.  Es 
ist  nämlich  A  BCn  ~  A  ABP  und  A  Bmn  ~  A  BPQ  (wenn  PQ  senk- 
recht zu  g'  steht),  folglich: 

PQ:mn  =  BP:Bn 

AP:Cn  =  BP:Bn 

Da  nun  mn  =  Cn  ist,  so  stimmen  die  beiden  Proportionen  in  drei 
gleichstehenden  Gliedern  überein,  folglich  sind  auch  die  vierten  GUeder 
einander  gleich,  d.  h.  PQ  =  AP.    Auf  gleiche  Weise  folgt:  Q'KssAP'. 

(Andere  Lösung  der  Aufgabe  30.) 

41)  Durch  zwei  Punkte  einen  Kreis  zu  legen,  welcher  eine  gegebene 
Gerade  berührt  —  Leicht  mit  Hülfe  der  vorigen  Lösung  zu  finden. 

42)  Auf  einer  durch  ihre  Projektionen  a^bj  und  a^b^  gegebenen 


Flg.  184. 
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Geraden  einen  Punkt  zu  bestunmen,  welcher  von  einem  gegebenen  Punkte 
(m^nig)  und  von  der  ersten  Projektionsebene  gleiche  Abstände  hat 

Aufl.  Es  sei  a^d^  die  erste  Spur  der  durch  die  gegebene  Gerade 
(a^bi,  a^b,)  und  durch  den  Punkt  (mim,)  gelegten  Ebene.  (lU,  7  u.  8.) 
Durch  Niederklappung  dieser  Ebene  in  die  erste  Projektionsebene  gelangt 
die  gegebene  Gerade  nach  a|b,  und  der  gegebene  Punkt  nach  m.  — 
Wir  ziehen  nun  die  Gerade  %m,  deren  Projektionen  nach  der  Zurück- 
drehung  jener  Ebene  in  die  ursprüngliche  Lage  a^m^  und  a,m,  sind. 
r^  und  r,  seien  die  Projektionen  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden 
(fii\i  ^\)j  dessen  Abstand  r^t,  von  der  ersten  Projektionsebene  aus 
dem  AuMss  zu  entnehmen  ist.  —  In  der  ümklappung  kommt  (rjrj) 
nach  r;  wir  bestimmen  nun  auf  a^m  einen  Punkt  p  so,  dass  rp  =  r2t, 
ist.  Durch  Zurückdrehen  der  Ebene  kommt  p  in  die  Lage  (PiPs)i  und 
rp  nach  (r^pj,  r^p,),  folglich  sind  nun  r^pj  und  r,p,  die  Projektionen 
einer  Strecke,  deren  wirkliche  Länge  rp  =  r^t,  ist  —  Ziehen  wir  durch 
(m^m,)  die  Gerade  (s^m^,  s^m,)  parallel  zu  (r^Pi,  r^p,),  so  sind  s^  und 
s,  die  Projektionen  des  gesuchten  Punktes. 

Der  ähnlich,  me  in  der  vorigen  Aufgabe  leicht  zu  führende  Beweis, 
kann  dem  Studierenden  überlassen  werden.  Man  bestimme  auch  den 
zweiten  noch  möghchen  Punkt. 

43)  Den  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  zu  finden,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  (a^a,)  geht  und  die  drei  Projektionsebenen  berührt 
(Leicht  mit  Hülfe  von  42.) 

44)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  a  eine  Gerade  so  zu  ziehen,  dass 
ein  gegebener  Kreis  K  eine  Sehne  von  gegebener  Länge  1  auf  derselben 
abschneidet 

Aufl.    Man  lege  1  beliebig  in  den  Kreis  K  als  Sehne,  zeichne  um 

den  Mittelpunkt  einen  zu  K  konzen- 
trischen Kreis  k,  welcher  1  berührt 
Zieht  man  von  a  Tangenten  an  den 
letzteren,  so  wird  auf  jeder  durch 
den  Kreis  K  die  Strecke  1  abge- 
schnitten. 

46)  Durch  einen  Punkt  (a^a,) 

eine  Ebene  zu  legen,  welche  eine  ge- 

j,^  jgj  gebene  Kugel  K  in  einem  Kreise  vom 

gegebenen  Halbmesser  r  schneidet 

Wie  viel  Lösungen  sind  möglich? 

46)   Durch  eine  gegebene  Gerade  g  eine  Ebene  zu  legen,  welche 
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eine  gegebene  Engel  K  in  einem  Kreise  von  gegebenem  Halbmesser  r 
schneidet.    Wie  viele  Ebenen  giebt  es? 

47)  Durch  einen  Pimkt  (ajE,)  eine  Ebene  zu  legen,  welche  zwei 
gegebene  Kugeln  K^  und  E,  in  zwei  gleich  grossen  Kreisen  von  gegebenem 
Halbmesser  r  schneidet. 

48)  Durch  den  Punkt  (a^a,)  eine  Ebene  senkrecht  zur  zweiten 
Projektionsebene  so  zu  legen,  dass  sie  zwei  gegebene  Kugeln  in  gleich 
grossen  Kreisen  schneidet. 

Anleitung  zur  Auflösung.  Die  Lösung  führt  zu  der  p\animetrischen 
Aufgabe:    Durch  den  Punkt  A  eine  Gerade  zu  ziehen,  auf  welcher  tou 


Zig.  186. 


zwei  gegebenen  Kreisen  K|  und  K^  gleiche  Sehnen  abgeschnitten  werden» 
Aufl.  Es  sei  EF  die  Chordale  der  beiden  Kreise,  D  die  Mitte  ihrer 
Zentrale  BC.  Zeichne  über  AD  als  Durchmesser  einen  Kreis,  welcher 
die  Ghordale  in  G  und  G'  schneidet  Die  Gerade  AG  wird  verlängert, 
dann  sind  die  innerhalb  der  beiden  Kreise  liegenden  Strecken  LM  imd 
NO  gleich  gross. 

Beweis.  Man  falle  von  G  und  B  Lote  auf  LO  und  ziehe  DG, 
dann  steht  DG  auch  senkrecht  zu  LO.  Da  CD  =  BD,  so  ist  nun  auch 
GH  =  GK.  —  Setzt  man  LH  =  MH  =  Si  und  NK  =  K0  =  82,  GH 
=  GK  =  e,  so  ist:  GN.GO  =  GL.GM  oder  (e  +  sj  (e  — sj  = 
(e  +  ß2)(e  —  Sg),  d.  h.  e*  —  sj  =  e*  —  sj,  folgUch  81=82.  Wann  ist 
eine  .Lösung  nicht  mögUch? 

49)  Eine  Ebene  anzugeben,  welche  die.  drei  Kugeln  K^,  Kg  und  K3 
in  Kreisen  schneidet,  deren  Halbmesser  bez.  r^,  r,  und  r,  sind.  Wie 
Tiele  Ebenen  sind  möglich? 
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60)  Durcli  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene  zu  legen,  welche  zwei 
gegebene  Kugeln  K^  und  E,  in  Kreisen  schneidet,  deren  Halbmesser  bez. 
Tj  und  rj  sind.     Wie  viele  Ebenen  giebt  es? 

51)  Parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden  sollen  zwei  gegebene 
Kugeln  Kj  und  K,  von  einer  Ebene  in  zwei  Kreisen  geschnitten  werden, 
deren  Halbmesser  bez.  r^  und  r,  sind.  —  In  welchen  Fällen  ist  die 
Lösung  möglich.     Wie  viele  Ebenen  kann  es  geben? 

52)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  (a^a,)  eine  Ebene  zu  legen, 
welche  einer  gegebenen  Geraden  g  parallel  ist  und  von  einem  anderen 
gegebenen  Punkte  (b^b^)  den  Abstand  m  hat. 

Sind  mehrere  Ebenen  mögUch? 

53)  Durch  3  Punkte  A,  B  und  C  eine  Kugelfläche  zu  legen,  welche 
eine  gegebene  Gerade  g  berührt.     Fig.  187. 

Anl.  z.  Aufl.  Durch  AB  und  G  lege  man  die  Ebene  Q.  Bestimme 
den  Mittelpunkt  D  des  durch  AB  und  C  gehenden  Kreises  K  und  ziehe 


Flg.  187. 

DE  senkrecht  zu  Q.  Auf  DE  liegt  der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kngel- 
fläche.  Die  Gerade  g  schneide  Q  in  F.  Ziehe  von  F  die  Tangente  FJ 
an  K  und  mache  FH  =  FJ,  dann  berührt  die  gesuchte  Kugelfläche  die 
Gerade  g  in  dem  Punkte  H.  Legen  wir  nun  diu-ch  H  die  Ebene  Q^ 
senkrecht  zu  g,  so  schneidet  sie  DE  in  dem  gesuchten  Mittelpunkte  M. 

Nach  diesen  Angaben  versuche  man  die  graphische  Darstellung  der 
Auflösung. 

54)  Durch  drei  gegebene  Punkte  eine  Kugelfläche  zu  legen,  welche 
eine  gegebene  Ebene  berührt. 


Näherangsweise  Lösungen. 
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66)   Durch  3  Punkte  eine  Kugelfläche  zu  legen,  welche  die  erste 
Projektionsebene  in  einem  Kreise  von  gegebenem  Halbmesser  schneidet 

Anl.  z.  Aufl.  Es  sei 
wieder  EF,  Fig.  188,  die 
Gerade,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  D  des  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte 
AB  und  C  gelegten  Kreises 
E  geht  und  senkrecht  zu 
dessen  Ebene  Q  steht.  EG 
sei  die  erste  Projektion 
dieser  Geraden.  Der  Mittel- 
punkt M  der  gesuchten 
Eugelfläche  liegt  auf  EF, 
imd  seine  erste  Projektion 
m  auf  EG.  m  ist  dann  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  in  welchem  die 
Kugel  die  erste  Projektionsebene  schneidet.  Ist  G  der  Punkt,  in  welchem 
E6  die  erste  Spur  s  der  Ebene  Q  trifll,  und  ist  GH  eine  Tangente  des 
Kreises  K,  so  muss  die  Länge  der  Tangente  Gn,  welche  yon  G  an  den 
Sjeis  K'  gezogen  wird,  gleich  GH  sein.  In  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
mGn  sind  demnach  die  beiden  Katheten  mn  und  Gn  bekannt.  Aus 
diesen  ergiebt  sich  die  Hypothenuse  Gm,  wodurch  die  Lage  des  Punktes 
m,  und  damit  auch  M  bestimmt  ist 


Vlg.  188. 


NShenmgsweise  Losungen. 

56)  Alle  Aufgaben  der  Geometrie  fuhren  schhesslich  immer  auf  die 
Ermittelung  der  Lage  eines  oder  mehrerer  Punkte.  Ein  Punkt  wird 
aber  bestimmt  als  Durchschnitt  zweier  Geraden,  oder  zweier  Kreise  oder 
einer  Geraden  mit  einem  Kreise,  in  welchen  Fällen  man  bei  graphischer 
Ausführung  der  Lösung  die  mechanischen  Hülfsmittel  Zirkel  und  Lineal 
benutzt  Bekanntlich  sind  auf  diese  Weise  alle  Aufgaben  ersten  und 
zweiten  Grades  lösbar,  und  man  pflegt  diese  Lösungen  ab  vollkommene 
oder  korrekte  zu  betrachten.  Wenn  die  Aufgabe  jedoch  den  zweiten 
Grad  übersteigt,  so  reichen  Zirkel  und  Lineal  nicht  mehr  aus,  man  ist 
dann  genötigt,  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  noch  eine  oder 
zwei   punktweise   zu   konstruierende  Kurren    zu  Hülfe  zu  nehmen,  aut 
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welchen  der  gesuchte  Punkt  liegen  muss.  Da  nun  der  letztere  nicht 
gerade  einer  der  konstruierten  Punkte  sein  wird,  so  hegt  er  auf  einem 
solchen  Teile  der  Hülfiskurve,  welcher  zwischen  zwei  ermittelten  Punkten 
aus  fiäer  Hand  gezogen  wird.  Man  kann  demnach  die  sich  daraus 
ergebende  Lage  des  gesuchten  Punktes  nur  als  eine  nähemngsweise  an- 
sehen, welche  aber,  von  der  Hand  eines  geübten  Zeichners  ausgeführt, 
durchaus  brauchbar  ist 

Wir  erläutern  dies  durch  ein  Beispiel  aus  der  ebenen  Greometrie. 
57)   Auf  dem  üm&ng  des  Kreises  E  denjenigen  Punkt  zu  bestim- 
men, für  welchen  die  Summe  sdner  Entfernungen  von  zwei  gegebenen 
Punkten  A  und  B  am  kleinsten  oder  am  grössten  ist 

Die  folgende  Überlegung  fuhrt  zur  Lösung  der  Aufgabe. 
Wenn  E  (Fig.  189)  eine  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  A  und  B 

ist,  welche  den  Kreis  K  berührt,  so  hat  der 
Berührungspunkt  M  die  verlangte  Eigen- 
schaft. Der  Beweis  ergiebt  sich  unmittelbar 
aus  IV,  24.  Es  ist  jetzt  nur  noch  die  Be- 
stimmung der  Lage  des  Berührungspunktes 
M  anzugeben. 

Der  Kreis  K  imd  die  Ellipse  E  haben 
in  M  eine  gemeinschaftliche  Tangente,  welche 
nach  IV,  25  die  beiden  Scheitelwinkel  AMD 
und  BMF  halbiert.  Folglich  werden  die 
Winkel  AMB  und  DMF  durch  die  Senk-, 
rechte  (Normale)  zur  Tangente  in  M,  d.  L 
durch  den  Halbmesser  CM  halbiert;  deshalb 
hat  der  Mittelpunkt  C  von  AF  und  BD 
gleiche  Abstände.  Man  kann  hiemach  AF 
und  BD  als  Tangenten  eines  zu  K  konzen- 
trischen Kreises  ansehen.  Hiemach  hegt  M 
auf  dem  geometrischen  Ort  der  Schnittpunkte 
der  Tangenten,  welche  von  A  und  B  aus  an  Kreise,  deren  Mittelpunkt 
C  ist,  gezogen  werden  können.  In  Fig.  190  ist  der  Ort  dieser  Punkte 
vollständig  dargestellt  Die  Kurve  hat  eine  Schleife;  sie  geht  durch  die 
beiden  gegebenen  Punkte  A  und  B  und  durch  den  Mittelpunkt  C.  Sie 
erstreckt  sich  mit  zwei  Zweigen  ins  Unendliche  und  besitzt,  wie  eine 
einfache  Überlegung  ergiebt,  eine  Asymptote  GZ,  welche  durch  C  geht 
und  AB  in  Z  halbiert  —  In  unserem  Falle  schneidet  diese  Kurve  den 
Kreis  K  in  den  vier  Punkten  M,  N,  0  und  Q.  —  Der  gestellten  Auf- 


n«.  189. 
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gäbe  genügen  aber  nur  die  Punkte  M  und  N.    Für  M  ist  die  Summe 
ÄM-f-BM  am  kleinsten,  für  N  aber  ist  die  Summe  am  grössten. 

Man  siehty  dass  es  zur  eigentlichen  Bestimmung  der  Punkte  M  und 
N  nicht   der  Zeichnung  der  ganzen  Kurve  ^   sondern  nur  einiger  ihrer 


Tlg.  190. 

Punkte  in  der  Nähe  yon  M  und  N  bedarf,  wodurch  die  Konstruktion 
dann  sehr  einfach  wird. 

Haben  A  und  B  gleiche  Abstände  von  C,  so  zerfallt  die  Kurve  in  eine  daroh 
C  gehende  Gerade  und  den  durch  A,  B  und  G  gehenden  Ereis.    Wamm? 

ünteiSQche  die  Fälle,  wenn  die  durch  A  und  B  gehende  Gerade  den  Ereis  E 
schneidet 
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68)    Auf  der  Geraden  g  den  Punkt  M  so  zu  bestimmen ^  dass  die 
nach  drei  gegebenen  Punkten  A,  B  und  C  gezogenen  Geraden  die  gleichen 

Winkel  AMB  und  BMC  (Fig.  191)  mit- 
einander bilden. 

59)  Durch  drei  gegebene  Punkte 
(%ä,),  0^1  b^),  (CjCg)  eine  Kugelfläche  zu 
legen,  welche  einen  geraden,  auf  P^ 
stehenden  Kreiscy linder  (K^Kj)  berührt. 
Fig.  192. 

a)  Die  drei  gegebenen  Punkte  liegen 
in  P^.  Aufl.  Man  bestimme  den  Mittel- 
punkt m^  des  durch  a^,  b^  und  c^  gehenden  Kreises.  Errichten  wir  in 
m^  eine  Senkrechte  zu  P^,  so  liegt  auf  dieser  der  Mittelpunkt  der  ge- 
suchten Kugel;  folgUch  fällt  die  erste  Projektion  des  letzteren  mit  m^ 
zusammen.    Da  femer  die  erste  Projektion  des  Umrisses  der  Kugel  ein 


Fig.  191. 


Flg.  IM. 


Flg.  193. 


grösster  Kreis  ist,  welcher  die  erste  Projektion  der  Cylinderfläche,  d.  h. 
den  Grundkreis  Ki  berührt,  so  ziehen  wir  mjO;  dann  ist  mjh  der  Halb- 
messer der  gesuchten  Kugel.  —  Hieraus  ergiebt  sich  die  erste  Projektion. 
Die  leichte  Ermittelung  der  zweiten  Projektion  kann  dem  Studierenden 
überlassen  werden. 
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ß)  Die  Punkte  (a^a,),  (bib,),  (c^c,)  liegen  in  der  zweiten  Projek- 
tionsebene. Fig.  193.  Der  Mittelpunkt  der  Kugel  liegt  auf  der  im 
Mittelpunkt  m,  des  durch  die  gegebenen  Punkte  gehenden  Kreises  zu  P, 
errichteten  Senkrechten  (miU^,  m^n,).  m,  ist  deshalb  die  zweite  Pro- 
jektion des  gesuchten  Mittelpunktes.  Die  erste  Projektion  d^e^  des  zur 
Achse  OX  parallelen  Durchmessers  d^e,  fällt  in  OX.  Durch  d^  und  e^ 
geht  nun  derjenige  grösste  Kreis,  welcher  den  Umriss  der  ersten  Pro- 
jektion der  Kugel  darstellt.  Die  Aufgabe  ist  somit  zurückgeführt  auf  die 
folgende:  Durch  die  beiden  Punkte  d|  und  e^  einen  Kreis  zu  legen, 
welcher  den  Kreis  Kj  berührt.  Man  zeichnet  demnach  einen  Kreis  Q, 
welcher  durch  d^  und  e^  geht  und  K^  schneidet  Durch  die  Schnitt- 
punkte f  und  g  geht  die  Chordale  der  beiden  Kreise  imd  trifit  die  Achse 
OX  in  1.  Zieht  man  von  1  die  Tangente  Ih  an  den  Kreis  K^,  so  ist 
der  Berührungspunkt  h  auch  die  Projektion  des  Punktes,  in  welchem  die 
gesuchte  Kugel  den  Cylinder  berührt  Zieht  man  oh,  so  triffi  diese  m^Uj 
in  dem  Mittelpunkt  m^  der  j^esuchten  Kugel.    Die  zweite  Projektion  er- 

giebt  sich  leicht 

Anm.  Es  giebt  noch  eine  zweite  Xogel,  welche  den  gegebenen  Cylinder  berfihrt, 
aber  auch  zugleich  schneidet. 

Y)  Die  3  Punkte  (a^a,),  (b^bg),  {c^c^)  haben  eine  beliebige  Lage. 
Aufl.  Man  kann  unbeschadet  der  Allgemeinheit  annehmen,  dass  die 
Ebene,  welche  durch  die  3  Punkte  geht,  senkrecht  zur  zweiten  Pro- 
jektionsebene steht,  weil  man  ja  stets  P^  so  legen  kann.    Fig.  194. 

Aufl.  Wir  konstruieren  wieder  die  Gerade  (fjgi,  48«)>  welche  durch 
den  Mittelpunkt  des  durch  die  3  gegebenen  Punkte  gelegten  Kreises  geht 
und  senkrecht  zur  Ebene  des  letzteren  steht  Auf  dieser  muss  der  Mittel- 
punkt der  gesuchten  Kugel  liegen.  Sind  dessen  Projektionen  m^  und  m,, 
so  würde  der  Halbmesser  der  Kugel  gleich  dem  Abstand  m^n^  des  Punktes 
m^  TOD  dem  Kreise  K^  sein,  m^n^  erscheint  aber  im  Grundriss  in  wahrer 
Lange.  —  Sjdchnet  man  die  zweite  Projektion  des  durch  die  3  gegebenen 
Punkte  gehenden  Kreises,  so  ist  diese  eine  zu  ^g^  senkrechte  Gerade  d^e,, 
deren  Länge  gleich  dem  Durchmesser  des  Kreises  ist.  Die  zweite  Projektion 
des  Umrisses  der  Kugel  ist  ein  grösster  Kreis,  welcher  durch  d^  und  e, 
geht;  die  wahre  Länge  des  Halbmessers  würde  gleich  m^d^  sein,  weil 
dessen  erste  Projektion  parallel  zur  Achse  ist  Zur  Bestimmung  der 
Lage  der  Projektionen  m^  und  m,  bemerken  wir,  dass  in  dem  Linienzug 
om^ni^df  die  Strecke  m3d2=minj  sein  muss,  und  nun  benutzen  wir 
eine  naherungsweise  Lösung,  indem  wir  den  Ort  der  Punkte  suchen, 
welche  auf  Senkrechten  zu  f^g^  liegen  und  von  d,  einen  Abstand  haben, 

Scblotlca,  Oeometrie.    I.    4.  Aufl.  H 
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welcher  gleich  der  Entfernung  des  Fusspunktes  der  betreflfenden  Senk- 
rechten auf  f^gi  von  dem  Umfang  des  Kreises  K^  ist.    Ziehen  wir  z.  B. 


Fig.  194, 


Hg.  195. 


opi  beliebig,  P1P2  J_0^  vn^  schneiden  von  d,  aus  mit  einem  Halb- 
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messer  d^p,,  welcher  gleich  p^q^  ist,  die  Senkrechte  p^p,  in  p^,  so  ist 
Pj  ein  Punkt  jenes  Ortes.  Durch  die  Bestimmung  einiger  Punkte  dieses 
Ortes  wird  man  die  Kurve  mit  hinreichender  Genauigkeit  zeichnen  können. 
Ihr  Durchschnitt  m,  mit  ^gg  ist  die  zweite  Projektion  des  Mittelpunktes 
der  gesuchten  Kugel.     Die  weitere  Ausfuhrung  ist  leicht. 

(Zu  IV,  20.) 

60)  Aus  zwei  konjugierten  Durchmessern  einer  Ellipse  die  Haupt- 
achsen zu  finden.    Fig.  195. 

Aufl.  Es  seien  CD  und  GE  zwei  konjugierte  Halbmesser,  CA  =  a 
und  CB=b  die  halben  Achsen  der  EUipse.  Sind  nun  CF  und  CJ  die 
beiden  aufeinander  senkrecht  stehenden  Halbmesser  des  Hauptkreisesi 
denen  in  der  ElUpse  die  konjugierten  Halbmesser  CD  und  CE  ent- 
sprechen, und  sind  die  Endpunkte  D  und  E  nach  IV,  5  (Fig.  67)  kon- 
struiert, so  ist:  A  IJFH  ^  A  E JK.  Ergänzt  man  das  rechtwinklige 
Dreieck  DFH  zu  dem  Rechteck  DFGH,  so  ist:  GH  =  KE,  CH  =  CK 
und  /CHG  =  /CKE  (weü  /GHF=/JKE),  folgUch  ist  ACGH^ 
A  CEK,  mithin  auch:  CG  =  CE  und  / GCE  =  / HCK  =  R.  Verlängert 
man  die  Diagonale  DG,  bis  sie  die  Hauptachsen  in  M  und  N  schneidet. 


Hg.  196. 


so  ist:  ACPM^AHPG  und  ACPN^AHPD.  Es  sind  aber 
HPG  und  HPD  gleichschenklige  Dreiecke,  folgUch  ist  auch:  PM  =  CP 
=  PN.  Man  sieht  nun  leicht,  da88MG  =  CH  =  b  und  NG  =  CF  =  a 
ist    Hieraus  ergiebt  sich  die  Rytz'sche  Konstruktion  (Fig.  196): 


11 
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Ziehe  CGJlCE  und  mache  CG  =  CE,  halbiere  DG  in  P  und 
zeichne  um  P  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  welcher  durch  G  geht.  Dieser 
schneidet  die  verlängerte  Gerade  DG  in  M  und  N.  Dann  geben  die 
Geraden  GN  und  CM  die  Richtungen  der  beiden  Hauptachsen  an.  — 
Die  Längen  der  halben  Achsen  sind  CA  =  GN  und  CB  =  GM. 

Die  Rytz'sche  Konstruktion  ist  gut  anwendbar,  wenn  die  Punkte  D 
und  G  nicht  zu  nahe  bei  einander  liegen. 

Die  folgende  Konstruktion  ist  deshalb  noch  vorzuziehen. 

Sind  wieder  CD  und  CE  (Fig.  197)  die  gegebenen  konjugierten 
Halbmesser,  CF  und  CJ  die  entsprechenden  senkrecht  aufeinander 
stehenden  Halbmesser  des  Hauptkreises,  CA  und  CB  die  Hauptachsen, 


Flg.  197. 

dann  ist  wieder  ACGH^ACKE.  Wird  CF  um  FL  =  CH  ver- 
längert, so  ist  A  DFL  ^  A  CGH  ^  A  CKE.  Demnach  steht  DL^CE, 
und  es  ist  DL  =  CE.  Trage  FH  nach  CQ  und  ziehe  QS  parallel  DF, 
CS  parallel  DG,  so  ist  A  CQS  gleichschenkUg,  denn  es  ist  A  DPF 
ähnlich.  Da  CA'  senkrecht  zu  QS  steht,  so  ist  CA'  die  Halbierungslinie 
des  Winkels  LCS.  Femer  ist  FQ  =  CH  =  LF,  also  LQ  =  2LF  und 
QS  =  2DF,  folgUch  liegt  S  auf  der  Verlängerung  von  LD,  imd  es  ist 
DS  =  DL  (=  CE). 


Näherongsweise  Losungen. 
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Hierans  ergiebt  sich  folgende  Konstruktion,  Fig.  198: 

Ziehe   durch   den   Endpunkt  D   des   Halbmessers  CD   die  Gerade 

LS  J_  CE  und  mache  DL  =  DS  =  CE,  ziehe  dann  CS.  Die  HalWerungs- 

linie  AA'  des  Winkels  LOS  ist  die  grosse  Achse;  die  kleine  Achse  BC 

«teht  senkrecht  zu  AA'.  —  Um  die  Mitte  P  der  Geraden  CL  zeichne 


man  einen  Kreis,  welcher  durch  D  geht.  Der  Kreis  schneidet  CL  in 
F  und  H,  dann  ist  die  halbe  grosse  Achse  der  Ellipse  gleich  der  Strecke 
CF,  $e  halbe  kleine  Achse  gleich  FL.  (S.  Darstellende  Geometrie  von 
Chr.  Wiener.    Bd.  I.) 

61)  Das  Parallelogramm  cdef  ist  die  gerade  Projektion  der  einen 
Seitenfläche  eines  Würfels.  —  Man  soll  die  Projektion  des  Würfels  voll- 
ständig angeben. 

62)  Ein  gerader  Kegel,  welcher  mit  der  Grundfläche  auf  Pi  steht, 
wird  von  einer  zu  Pj  parallelen  Ebene  E  in  einer  Hyperbel  geschnitten. 
Fig.  199.  —  Ist  der  Kreis  k,  die  erste  Projektion  eines  der  Grundfläche 
parallelen  Schnittes  der  Kegelfläche,  so  entsprechen  demselben  im  Auf- 
riss  die  beiden  zur  Achse  OX  parallelen  Geraden  p^q,  oder  p^'q^'  sis 
zweite  Projektionen.  Auf  diesen  liegen  senkrecht  über  m^  und  n^  die 
Punkte  m,  bez.  m,'  und  n,  bez.  n,'  als  Punkte  des  Schnittes  im  Auf- 
riss.  Die  beiden  Projektionen  der  äussersten  Seitenlinien  des  Kegel- 
mantels, nämlich  die  Geraden  cd  und  ef  erscheinen  als  die  Asymptoten 
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der  Hyperbel.  Denn  aus  der  Eonstraktion  ergiebt  sich  leicht ,  dass  die 
Strecke  n^q^  =  ng'qg'^  =  nq^  mit  grösserer  Entfernung  des  kreisförmigen 
Schnittes  der  Eegelfläche  yon  der  Spitze  fortwährend  abnimmt,  aber  erst 
in  unendlicher  Entfernung  von  derselben  zu  Null  wird. 


Fig.  199. 


Bezeichnen  wir  die  Entfernung  der  Ebene  E  von  der  Achse  des 
Kegels  mit  b  (s.  Grundriss),  die  halbe  Achse  der  Hyperbel  mit  a,  so 
verhält  sich: 
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b/     /        /• 
:  a  =  n^  q,  :  n,  i 

und    b  :  a  =  n^'pt  :  n,'L 
Durch  Multiplikation  folgt  hieraus: 

b* :  a*  =  n^'qj'  •  Dt'Ps' '  n,'i  •  Uj'l      ...•(!) 
Es  ist  aber     ni'pj'  =  npi     "^^^    1^2  Q«'=^^i> 
folglich        n/Pt'  •  T^'(b'  =  ^P« '  ^fl«  =  ^^*  =  ^^'^ 
d.  h.  in  der  Proportion  (1)  ist  das  erste  Glied  gleich  dem  dritten  Glied. 
Folglich  ist  auch: 

iij  1 .  n,  1  =  a* 
oder  auch;  weil  n^^^lssn^i    ist: 

n,'i  •  nji  =  a*      .     .     .     .    (2) 
Hieraus  folgt  für  den  Satz  Vni,  6  ein  kürzerer  Beweis.  Aus  Fig.  165 
«rkennt  man  sofort  die  Richtigkeit  der  Gleichung: 

m,g,    m,hj  =  r* 
woraus  hervorgeht,  dass  die  zweite  Projektion  des  Umrisses  der  darg&* 
stellten  Umdrehungsfläche  eine  Hyperbel  ist. 


S 
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Einleitung. 


Die  Projektioneti  eines  Gegenstandes  sind  Abbildungen  desselben,  deren 
llerstellungs weise  im  ersten  Teile  dieses  Werkes  ausßihrlicb  dai^esteltt  ist. 
Um  die  Anschaulichkeit  der  Abbildungen  zu  erhöhen,  sind  noch  die  vor- 
kommenden Schatten  hinzuzufügen,  und  muss  ausserdem  auch  die  Helhgkeit 
der  einzelnen  Flächen  berücksichtigt  werden.  Deshalb  zerfäJlt  dieser  T«il 
der  angewandten  Darstellenden  Geometrie  in  die  Schattenlehre  und  die 
Beleuchtungslehre. 

1)  Entstehung  der  Schatten.  Ein  Körper  K  werde  von  einer  Licht- 
quelle L  Fig.  1  (a)  aus  beleuchtet  Die  Strahlen  pflanzen  sich  bekannthch 
in  gerader  Linie  fort;  es  werden  deshalb  diejenigen  Strahlen,  welche  die 
Oberfläche    des  Körpers   treffen,   die  letztere   erleuchten,   während   andere 


Strahlen  entweder  den  Körper  nur  streifen  (bei  krummen  Oberflächen  be< 
rühren)  oder  ihn  überhaupt  nicht  treffen.  Befindet  sich,  von  der  Licht- 
quelle aus  gesehen,  eine  Ebene  P  hinter  dem  Körper,  so  wird  die  letztere 
nicht  erreicht  von  demjenigen  Strahlen,  welche  vorher  auf  den  Körper  fallen. 
Infolgedessen  wird  ein  Teil  der  Ebene  P  unbeleuchtet  bleiben,  d.  h.  dunkler 

Selilotke,  DuitaUsode  Ommetrfe.    U.    ilS.  1 


2  EinleitoDg. 

encheineD  als  der  von  den  Lichtstrahlen  getroffene  Teil.  Der  nicht  be- 
leuchtete Teil  der  Ebene  P  beisst  nun  der  Schlagschatten,  welchen  der 
Körper  auf  F  wirft.  Die  Umrisse  desselben  ergeben  sich  durch  die  Schnittr 
punkte  aller  derjenigen  Liditstrahlen  mit  P,  velche  die  Oberfläche  des  Kör- 
pers streifen,  ohne  in  letzteren  einzudringen. 

Ist  die  Lichtquelle  unendlich  fem,  Fig.  1  (ß),  so  sind  die  Strahlen  als 
parallel  anzusehen,  was  z.  B.  beim  Sonnenli<dit  nahe  zutreffend  ist  Diese 
Beleuchtung  wird  bei  technischen  und  perspektivischen  Zeicimungen  vorzugs- 
weise berücksichtigt.  Alles  oben  Gesagte  ist  auch  für  diesen  Fall  gültig  und 
es  ist  leicht  aus  Fig.  1  ersichtlich: 

Der  Schatten,  welchen  ein  Körper  K  auf  eine  Ebene  P  wirft, 
ist  bei  endlicher  Entfernung  der  Lichtquelle  L  eine  Centralpro- 
jektion,  und  bei  unendlicher  Entfernung  derselben  eine  Parallel- 
projektion des  Körpers  auf  P. 

2)  Es  sei  ABCDEFGH  (Fig.  2)  em  rechtwinkliges  Parallelepipedum, 
-  •  welches    mit    der   Grund- 

•^  flächeEFGH  aufder  Ebene 

P  steht  L  sei  die  Licht- 
quelle und  1  die  Projektion 
des  Punktes  L  auf  P.  Man 
ziehe  von  L  aus  durch  den 
Eckpimkt  C  einen  Strahl, 
dann  ist  IG  die  Projektion 
des  Strahles  auf  F.  Nun 
schneidet  LC  die  Projek- 
tion IG  in  c  und  dieser 
Punkt  ist  der  Schatten  des 
Eckpunktes  C.  Auf  gleiche 
Weise  findet  man  die  Schat- 
ten der  Punkte  B  und  D 
in  b  und  d.  Alle  Strahlen, 
welche  die  Kante  BC  strei- 
fen, liegen  in  einer  Ebene, 
welche  P  in  bc,  dem  Schat- 
ten der  Kante  BC,  schnei- 
det. Ebenso  findet  man 
cd  als  Schatten  von  CD 
"■"  *  und  bF  und  dH  als  Schat- 

ten der  zu  P  senkrechten  Kanten  BF  bez.  DH. 

In  ß)  ist  die  Schattenkonstruktion  fiir  denselben  Fall  bei  Annahme 
paralleler  Strahlen    dargestellt.     S  sei   ein  beliebiger  Strahl   und  b  seine 


Einleitang.  3 

Projektion  auf  P.  Um  den  Schatten  des  Punktes  C  za  finden,  zieht  man 
den  Strahl  Gc  parallel  zu  S  und  die  Projektion  Gc  des  Strahles  parallel 
zn  s.  Cc  schneidet  seine  Projektion  in  c,  und  dieser  Punkt  ist  der  Schatten 
Ton  C.  In  gleicher  Weise  bestimmt  man  die  Schatten  der  übrigen  Eck- 
piinkte,  wodurch  sich  dann  auch  die  Schatten  der  einzelnen  Kanten  ergeben. 

In  (a)  trefifen  die  Schatten  bF  und  dH  der  beiden  zu  P  senkrechten 
Kanten  BF  und  DH  in  der  Projektion  1  der  Lichtquelle  zusammen;  in  (ß) 
liegt  L  und  folglich  auch  1  unendlich  fem,  deshalb  sind  in  diesem  Falle 
die  Schatten  der  Kanten  BF  und  DH  parallel. 

Aus  dieser  Darstellung  ergiebt  sich  die  Entstehungsweise  der  Schlag- 
schatten in  einfachster  Weise.  Man  erkennt  auch  leicht  diejenigen  Seiten- 
flachen des  Körpers,  welche  von  den  Lichtstrahlen  nicht  getroffen  werden 
und  deshalb,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  im  Eigenschatten  liegen;  es  sind 
diese  in  Fig.  2  (a)  und  (ß)  die  Rechtecke  BCGF  und  CDH6,  von  welchen 
die  letztere  nicht  sichtbar  ist.  Der  Umriss  des  Schlagschattens  rührt  stets 
Yon  den  Grenzlinien  zwischen  den  erleuchteten  und  nicht  erleuchteten  Flächen 
her.  Diese  Linien  sind  aber  BC,  CD,  BF  und  DH.  Konstruiert  man  die 
Schatten  der  übrigen  Kanten,  z.  B.  von  AB  und  AD,  so  zeigt  sich,  dass 
dieselben  innerhalb  der  Grenzen  des  Schlagschattens  hegen,  oder  auch  in 
die  Grundfläche  des  Körpers  fallen. 

Wir  fugen  noch  einige  einfache  Gesetze  über  die  Schatten  gerader  Linien 
hinzu,  welche  in  den  Anwendungen  von  Nutzen  sind. 

3)  Ist  eine  Gerade  G  parallel  zu  einer  Ebene  P,  so  ist  der  Schatten 

derselben  auf  P  parallel  zu  G. 

Die  durch  G  gehende  Ebene  aller  Lichtstrahlen  schneidet  nämlich  P  in  einer  Ge- 
raden, welche  parallel  zu  G  ist 

4)  Steht  eine  Gerade  G  senkrecht  zu  einer  Ebene  P,  so  fällt  der 
Schatten  derselben  auf  P  mit  der  Projektion  des  durch  den  Endpunkt  von 
G  gehenden  Strahles  zusammen. 

Die  durch  G  gehende  Ebene  der  Lichtstrahlen  steht  senkrecht  zu  P,  folglich 
schneidet  sie  P  in  der  Projektion  eines  Strahles. 

Beide  Gesetze  sind  gültig  für  eine  endliche  oder  unendliche  Entfernung 

der  Lichtquelle. 


L  Abschnitt. 

Konstruktion  der  Schlagschatten  in  den  durch  Parallelprojektionen 
dargestellten  Abbildungen  bei  der  Annahme  paralleler  Lichtstrahlen. 

Schatten  eines  Punktes. 

1)  Man  soll  den  Schatten  eines  durch  seine  Projektionen  %  und  a, 
gegebenen  Punktes  A,  welchen  derselbe  auf  eine  der  Projektionsebenen  wft, 
bestimmen.     (Fig.  3  u.  4.) 

Aufl.  Die  Lage  eines  Strahles  S  ist  bestimmt,  wenn  die  beiden  Pro- 
jektionen 8|  und  Sg  desselben  gegeben  sind.  Alle  anderen  Strahlen  sind  zu 
S  und  folglich  ihre  Projektionen  zu  S|  bez.  s,  parallel.     Es  ist  allgemein 


Flg.  8. 

gebräuchlich,  die  Richtung  der  Strahlen  in  der  Regel  so  zu  wählen,  dass 
die  Projektionen  s^  und  Sj  die  Achse  OX  unter  Winkeln  von  45°  treffen. 
Dass  man  von  dieser  Annahme  in  solchen  Fällen,  wo  die  Schatten  un- 
günstig ausfallen,  oder  gar  die  DeutUchkeit  der  Zeichnung  beeinträchtigen, 
auch  beliebig  abweichen  kann,  ist  selbstverständlich.  Der  Schatten  des 
Punktes  A  ist  nun  der  Durchschnitt  des  durch  A  gehenden  Strahles  mit 
einer  der  Projektionsebenen.  Man  zieht  durch  (a^,  a^)  den  Strahl  (a^  b|,  a,  b,) 
parallel  zu  (s^,  s,).  In  Fig.  3  trifft  derselbe  die  zweite  Projektionsebene  P,, 
bevor  er  die  erste  P^  erreicht;  folglich  ist  b,  der  Schatten,  welchen  der  ge- 
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gebene  Punkt  auf  P^  wirft.     In  Fig.  4  fallt  der  Schatten  des  Punktes  (aj  a,) 
m  \  auf  die  erste  Projektionsebene. 


Fig.  4. 


Die  Ermittelung  des  Schattens,  welchen  ein  Punkt  A  auf  P,  oder  P, 
wirft,  besteht  demnach  in  der  Aufsuchung  der  Spuren  des  durch  zwei  Pro- 
jektionen gegebenen  Strahles. 


Schatten  gerader  Linien. 

2)  Die  Gerade  AB  (a|  b^,  a,  b,)  stehe  senkrecht  zu  P|. 
Schatten  bestimmen,  welchen  dieselbe  auf  P^  und  P,  wirft 


Man  soll  den 
(Fig.  6.) 


Hg.  5. 


Aufl.  Man  ziehe  durch  (aia,)  den  Strahl  (%C|,  b^c^)  parallel  zu 
(8i8|).  Dieser  Strahl  schneidet  P|  in  dem  senkrecht  über  Cj  liegenden 
Pankte  c,.  Nach  Einl.  4  fallt  der  Schatten  der  gegebenen  Geraden  auf  P^ 
mit  der  Projektion  b^Cj  zusammen  und  von  c^  geht  derselbe  nach  c,   auf 


6  L  Abschnitt. 

P,  über.  Nach  Einl.  3  moss  dieser  Teil  des  SchattenB  parallel  zu  AB, 
d.  h.  Benkrecht  zu  OX  sein.  (Man  vergl  auch  die  Darstellung  in  Bchiefer 
Projektion). 

Die  Gerade  AB  (a,bi,  a,b|)  habe  eine  beliebige  Lage  (Fig.  6).  Es  sei 
ai  die  erste,  bf  die  zweite  Spur  der  gegebenen  Geraden.  Durch  einen  be- 
liebigen Punkt  M  (m,  m,)  der  letzteren  ziehe  man  den  Strahl  (mi  n^,  m,n,). 


Die  erste  Spur  desselben,  nämlich  der 

senkrecht  unter  n,  liegende  Punkt  Ui, 

ist  zi^eich  der  Schatten  des  Punktes 

M.     Der  Schatten  der  Geraden  AB, 

welcher  auf  P,  ^t,  geht  nun  von  a,  a 

durch  ni  bis  zum  Dnrchscbnitt  c  mit 

der  Achse  OX.     Die   Gerade   von    c 

nach  der  zweiten  Spur  b^  stellt  endlich  , 

den  aaf  P,  fallenden  Schatten  dar.  '^-  '■ 

Man  erkennt  aus  Fig.  6  leicht  die  Lösung  der  Aufgabe:  Durch  die  Gerade 
{a,b„  ajb,)  eine  Ebene  zu  legen,  welche  der  Geraden  (s,,  a,)  parallel  ist 
Die  Spuren  dieser  Ebene  sind  zugleich  die  Schatten  der  gegebenen  Geraden 
auf  P,  und  P,. 

3)  Schatten,  welchen  eine  rechteckige  Fläche  auf  die  Projek- 
tionsebenen wirft    Fig.  7  (a)  u.  (ß). 

Das  Rediteok  (a,b,Cid,,  ajb,Cjd,),  Fig.  7  (a)  sei  parallel  zu  P,  und 
stehe  mit  einer  Seite  (c,di,  c,d,)  auf  P,.  Die  Projektion  des  Bechtecks 
auf  Pi  fallt  alsdann  mit  dieser  Seite  zusammen.  Man  ziehe  die  Strahlen 
(a,e,,  a^e,)  und  (bif,,  b,^);  dieselben  treffen  P^  in  e^  und  f^.  Nach  Einl.  3 
ist  e,f,  als  Schatten  von  (a^b,,  a,b,)  parallel  zu  der  leteteren,  und  die 
Schatten  der  zu  P,   senkrechten  Seiten  des  Rechtecks  fallen  nadi  Einl.  4 


Konstruktion  der  Schlagschatten. 


mit  den  Projektionen  d,  6}  und  c^fj  der  Lichtstrahlen  zusammen.     Demnach 
ist  der  Schatten  des  gegebenen  Rechtecks  das  Parallelogramm  c^d^e^f. 
Steht  das  Rechteck  naher  an  P,,  so  tällt  ein  Teil  des  Schattens  auch 

auf  die  zweite  Projektionsebene.     Dieser  Fall  ist  in  Fig.  7  (ß)  dargestellt 

Zur  Übung  mögen  folgende  Beispiele  dienen: 

4)  Fig.  8  (a)  stellt  ein  Rechteck  vor,  aus  welchem  vier  andere  Recht- 
ecke herausgeschnitten  sind  (Fensteirahmen).    Der  ebenso  wie  in  Fig.  7  (a) 


iS) 
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ZU  bestimmende  Schatten  ist  in  Fig.  8  (a)  angegeben.  Man  konstruiere  den 
Schatten  9  welchen  diese  Figur  in  den  Stellungen  (ß),  (y)  und  (5)  auf  P, 
und  P,  wirft. 

Ebenso  für  die  in  Fig.  9 — 12  dargestellten  Flächen  die  Schatten  zu 
konstmieren,  welche  dieselben  auf  die  Projektionsebenen  werfen. 


t      II 


Hg.  9. 


Fig.  10. 
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Schatten  des  Kreises. 

6)  Der  gegebene  Kreis  stehe  parallel  zu  P,  (Fig.  13),  so  dass  seine 
erste  Projektion  ajb,  als  gerade  Linie  erscheint.     Der  Schatten  eines  behe> 
bigen  Punktes  (m,,  m,)  des  Umfanges  wird  auf  bekannte  Weise  gefunden. 
Man    ziehe   den    Strahl   (niin,, 
oi|nt)  und  bestimme  durch  die 
zur  Achse  OX   senkrechte  Ge- 
rade n^nj  die  erste  Spurui  des- 
selbea.    n^  ist  dann  der  gesuchte 
Schatten.      Durch    Beetimmnng 
der  Schatten  einer  hinreichenden 
y  Q  Zahl  von   Punkten    ei^ebt  sich 

eudhch  der  Schatten  des  Kreises. 
Da  derselbe  eine  schiefe  Projek- 
tion des  letzteren  ist,  so  folgt 
nach  (IV,  19,  I.  Teil)  hieraus, 
dass  der  Schatten  eine  Ellipse 
sein  muBB. 

Ist  di'cj  der  Schatten  des 
zu  Pj  senkrechten  Durchmessers 
"*'  '*"  (diei,d,e,)und  a'b'  derSchatten 

des  Dorchmessers  (a,b,,  »ib,),  welcher  parallel  zu  P^  ist,  so  sind  nach 
(IV,  18,  I.  Teil)  dj'e,  und  a'b'  konjugierte  Durchmesser  der  Ellipse.  Die 
Tangenten  in  d/  und  e,  sind  parallel  zu  a'b'  und  diejenigen  in  a'  und  b' 
parallel  zu  d,'e,.  Für  welche  Punkte  des  Schattens  stehen  die  Tangenben 
senkrecht  zur  Achse  OX? 

Aufgabe  für  Geübtere.  Dnter  der  Voraossetzung,  dass  beide  ProjettioneD  des 
Lichtstrahls  unter  45°  gegen  die  Achse  OX  geneigt  sind,  ist  folgende  BeatimmuQg  der 
groBseu  und  kleinen  Achse  des  eUiptiBcben  Schattens  nachzuweisen :  Der  Mittelponkt  der 
zweiten  FrojektioD  des  Kreises  heiaae:  Cj.    Han  trage  von  e,  aus  auf  OX  die  EAUte  des 
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flilbmessers  des  Kreises  nach  rechts  daroh  die  Strecke  e,f,  ab;  ziehe  von  f,  durch  c, 
«ine  Qeisde,  welche  veriäDgert  den  Kreis  noohm^  in  einem  Punkt  g,  trifft  Die  Hal- 
tenugslioien  der  Winkel  b,Ctg,  und  Bt<:^&  fand  die  beiden  eq  einander  eeokreaht  sta- 
tieiiden  Diirchmeeser  dee  EreiBes,  deren  Schstten  die  gesuchten  Huiptaohsen  ergeben. 

liegt  der  Kreis  näher  an  P,,  so  &llt  ein  Teil  des  Schattens  auch  auf 
diese  Ebene  (Fig.  14).     Als  Projektion  des  Kreises  auf  eine  dem  letzteren 


\ 


parallele  Ebene  ist  der  Schatten   alsdann  wieder  ein  Kreis  von   derselben 
Grösse.    Man  konstruiert  deshalb  den  Schatten  c,'  des  Mittelpunktes;  der- 


selbe ist  die  zweite  Spur  des  durch  den  Mittelpunkt  (c,,  c,)  gehenden 
Strahles  (c,c,',  CjC,').  Um  c»'  zeichnet  man  mit  dem  Halbmesser  a,c,  den 
Schatten  als  Kreis  fhg  bis  zur  Achse  OX,  und  bestimmt  den  anf  P,  &1- 
lendea  Teil  des  Schattens  wie  in  Fig.  13. 

Den  Schatten  des  Kreises  (K,,  K,)  zu  konstruieren,  wenn  derselbe  die 
in  Fig.  16  angegebene  I>age  hat.  Man  bestimme  auch  di^enigen  Punkte 
des  Kreisumfanges,  welche  ihre  Schatten  auf  die  Achse  OX  werfen.  Femer 
sollen  für  die  in  den  Fig.  16  und  17  durch  ihre  Projektioneu  gegebenen 
Flächen  die  Schatten  bestimmt  werden,  welche  auf  P^  fallen. 


Schatten  von  Geraden  und  ebenen  Flächen  aufeinander. 

6)  Den  Schatten  zu  finden,  welchen  das  zu  F,  senkrecht  stehende 
Dreieck  (a,b]C„  a,b,c,),  Fig.  18,  auf  die  durch  ihre  Spuren  gegebene  Ebene 
TQR  und  auf  P,  wirft. 

Die  erate  Spur  g,  des  Strahles  b,  g,,  bjg,),  welcher  durch  (hi,  b,) 
geht,  ist  der  auf  P,   liegende  Schatten  der  Spitze  des  Dreiecks,  und  der 

Schatten  des  letzteren  auf 
•  "        P,  ist  demnach  das  Dreieck 

aiC,g,.  Von  diesem  Schat- 
ten ist  aber  nur  das  Vier- 
eck a,e,f,c,  wirklich  vor- 
handen, denn  von  e,  nnd 
f^  aus  geht  der  Schatten 
auf  die  Ebene  TQR  über. 
Man  bestimmt  nun  den 
O  Durchschnitt  des  Strahles 
0>igi,h(g,)mitTQR,wa8 
nach  in,  18,  I.  Teil)  aus- 
zuführen ist.  Durch  den 
Strahl  legt  man  die  Ebene 
b,mjin,  seekrecht  zu  P,. 
Die  erste  Spur  derselben 
fällt  mit  der  Projektion 
b,mt  des  Strahles  zasam- 
men  und  die  zweite  Spur 
<  m^m,  steht  senkrecht  zar 

""■"  Achse  OX.     Diese  Ebene 

schneidet  TQR  in  der  Geraden  (h^mt,  hjm,),  welche  von  jenem  Strahl  in 
dem  Punkte  (d^,  d,),  dem  Schatten  der  Spitze  (bi,  b,),  getroffen  wird. 
Zieht  man  nun  noch  die  Geraden  djC,  und  d^fi,  projidert  e,  und  f,  nach 
e,  nnd  ^  auf  OX,  und  verbindet  e^  mit  d,,  4  nüt  d,,  so  ist  der  Schatten, 
welcher  auf  die  Ebene  TQR  fällt,  gefunden. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  beiden  Dreiecke  die^fi  imd  dje,^  ^e 
Projektionen  des  wirklichen  Schattens  sind,  welcher  auf  TQR  liegt. 

7)  Den  Schatten,  welchen  das  Dreieck  (a^b,Cj,  a,biC|)  auf  das  Parallelo- 
gramm (diBi^g,,  d,e,f,g,)  und  denjenigen,  welchen  beide  auf  die  Pro- 
jektionsebenen werfen,  zu  finden  (Fig.  19). 

Aufl.  Der  Schatten,  welchen  das  gegebene  Parallelogramm  auf  die 
Projektionsebenen  wirft,  findet  sich  dnrcb  die  Spuren  deijenigen  Strahlen, 


EonBtrnktion  der  Schlagsohatten.  1 1 

welche  durch   die  Eck^i   des  Parallelogramms  g^en.    Ebenso   wird   der 
Schatten  des  Dreiecks  gefunden. 

Um  den  Schatten  zu  ermitteln,  welchen  das  Dreieck  anf  das  Parallelo- 
gramm wirft,  ziehe  man  durch  die  Spitze  (b,,  b,)  den  Strahl  (bjS,,  b,Si) 
nnd  bestimme  den  Durchschnitt  desselben  mit  der  Ebene  des  Parallelo- 
gramms.  Man  legt  also  durch  den  Strahl  eine  Ebene,  etwa  senkrecht  zu  Pi ; 
dieBelbe  schneidet  das  Parallelogramm  in  einer  Geraden,  deren  erste  Pro- 
jektion  m^nj  mit  der  ersten  Projektion  des  StraMea  zusammenfällt.     Die 


zweit£  Projektion  mfU,  dieser  Durchschnittslinie  wird  nun  von  bfS,  in  s^ 
getrofFen,  folglich  ist  s,  die  eine  Projektion  des  Schattens  der  Spitze  (b,bj). 
Ke  andere  Prcgektion  Sj  ei^ebt  sich  durch  die  zur  Achse  OX  senkrecht« 
Gerade  s,6,. 

Erweitert  man  die  Ebene  des  Parallelogramms  bis  zu  ihrer  ersten  Spur 
W ,  so  treffen  die  auf  F,  liegenden  Grenzlinien  a,  r,  und  c,  r,  des  von 
dem  Dreiecke  herrührenden  Schattens  dieselbe  in  den  Punkten  i,  und  l^ 
Von  den  letzteren  gehen  die  Schattengrenzen  nach  s^ ;    welche  jedoch  nur 
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soweit  wirklich  yorhanden  sind,  als  dieselben  innerhalb  des  Parallelogramms 
liegen.  Projiciert  man  noch  i^  und  1|  nach  i,  und  1^  auf  OX,  so  findet 
man  durch  die  Geraden  i^  s^  und  1,  s^  die  zweite  Projektion  dieses  Schattens. 
8)  Zurückprojicieren  des  Durchschnittes  zweier  Schatten  auf 
die  schattenwerfenden  Linien  (Fig.  20). 

Es  seien  AB  und  CD  zwei  gerade  oder  krumme  Linien,  ab  bez.  cd 
die  Schatten,  welche  dieselben  auf  eine  Ebene  P  werfen.    Die  letzteren  sind 

schiefe  Projektionen  von  AB  und 
CD,  wenn  man  die  Lichtstrahlen 
als  projicierende  Geraden  ansieht. 
Wenn  deshalb  die  beiden  Schatten 
sich  in  einem  Punkte  m  treffen,  so 
ist  der  letztere  sowohl  die  Projek- 
tion eines  Punktes  M  der  Linie  AB, 
wie  auch  diejenige  eines  Punktes 
M'  der  Linie  CD,  d.  h.  der  durch 
m  gehende  Strahl  schneidet  beide 
Linien  in  M  und  M'.  Um  denjenigen  Punkt  M  der  einen  Linie  AB  zu 
finden,  dessen  Schatten  gerade  auf  die  andere  Linie  CD  fallt,  muss  man 
demnach  den  Schnittpunkt  der  Schatten  ab  und  cd  dxuxix  einen  Lichtstrahl 
auf  AB  und  CD  gleichsam  zurückprojicieren.  Dieses  Verfahren  kann  häufig 
mit  grossem  Vorteil  bei  Schattenkonstruktionen  verwendet  werden. 


Flg.  20. 


jr  « 


Fig.  21. 


Fig.  22. 


So  schneidet  z.  B.  in  Fig.  19  der  Schatten  d'g'  die  beiden  Schatten 
air^  und  qr^  in  p  und  q.  Es  ist  aber  d'g'  der  Schatten  von  d^gi  und 
ajr^  und  c^rj  sind  die  Schatten  ron  a^b^  und  bjC^.    Werden  deshalb  die 
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Punkte  p  und  q  durch  Strahlen  auf  die  schattenwerfenden  Linien  zurtick- 
projidert,  so  treffen  diese  Strahlen  djg^  in  den  Punkten  P|  und  q^,  und 
a,b|  sowie  b|C|  in  den  Punkten  p''  und  q\  Es  sind  aber  pi  und  q^  nach 
dem  oben  angegebenen  HiiUbsatze  die  Schatten  der  Punkte  p^'  und  q''. 

9)  Man  soll  den  Schatten  konstruieren,  welchen  die  Gerade  (a^bj,  a^b,) 
auf  die  durch  ihre  Spuren  SQR  gegebene  Ebene  und  auf  die  Projektions- 
ebenen wirft  (Fig.  21). 

10)  Ebenso  flir  die  Figuren  22,  23  und  24  die  Schattenkonstruktionen 
augznftihren. 


^     g 


Fig.  23.  Flg.  24. 

In  Fig.  22  ist  der  Schatten  zu  bestimmen,  welchen  der  sechsseitige 
Stern  auf  die  durch  ihre  Spuren  gegebene  Ebene  SQR  und  auf  die  Pro- 
jektionsebenen wirft.  In  Fig.  24,  wo  statt  des  Sterns  ein  zu  P^  senkrecht 
stehender  Kreis  gegeben  ist,  ist  die  gleiche  Aufgabe  zu  lösen.  In  Fig.  23 
ist  ein  Parallelogramm  und  ein  dasselbe  durchschneidendes  Dreieck  gegeben. 
Es  sind  demnach  die  Schatten  zu  finden,  welche  beide  Flächen  aufeinander 
Qüd  auf  die  Projektionsebenen  werfen.  Man  kann  in  diesem  Falle  wieder 
mit  Vorteil  den  Satz  8  benutzen. 


Schlagschatten  und  Eigenschatten  bei  Körpern. 

11)  Schatten  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums  (Fig.  25). 
Es  seien  Kj  und  K,  die  Projektionen  eines  rechtwinkligen,  mit  der  Grund- 
fläche e^figih|  auf  Pj  stehenden  Parallelepipedums.  Man  ziehe  durch  die 
Ecken  der*  oberen  Grundfläche  die  StraMen  (bibj',  bgbj'),  (CjCj',  c,c,')  und 
(did/,  djdj')  und  bestimme  die  Spuren  derselben.    In  Fig.  25  treffen  die 
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Strahlen  zunächst  die  zweite  ProjektioDsebene  in  den  Punkten  b,',  c^',  d,'. 
Es  bilden  deshalb  die  Geraden  b,'c,'  und  c,'dj'  die  oberen  Grenzen  des 
Schlagschattens  auf  P,.  Die  Schatten  der  Kanten  (bif,,  b,4)  <">■!  i^iK> 
djh,),  welche  aeukrecht  zu  P, 
stehen,  fallen  nach  £inl.  4 
mit  den  Projektionen  b^b,' 
und  d,  dl'  der  Strahlen  zu- 
sammen, und  gehen  von  den 
Punkten,  in  welchen  dieselben 
die  Achse  OX  treffen,  senk- 
recht zu  der  letzteren  bis  zu 
b,'  bez.  d,'  aufwärts.  Hier- 
nach ist  der  Schatten,  welcher 
im  Auftiss  teilweise  durch  K^ 
verdeckt  erscheint,  gefiinden. 
Man  erkennt  auch  leicht,  dass 
die  Seitenflächen  (b,  c,  f,  g,, 
b,c,f,g,)  und  (c,d,h,g,), 
c,dfh,g,),  von  denen  nur  die 
^  erstere  im  Aufriss  sichtbar  ist, 

von  den  Strahlen  nicht  ge- 
trofieD  werden,  und  deshalb 
im  Eigenscbatten  liegen. 

12)  Schlagschatten 
einer  Pyramide  (Fig.  26). 
Die  quadratische  Pyramide 
(K,,  K,)  stehe  auf  Pj.  Man 
ziehe  durch  die  Spitze  (e^,  e,) 
den  Strahl  (ejf,,  e,fj)  und 
bestimme  die  beiden  Spuren 
desselben.  Die  erste  Spur  f,, 
welche  in  Fig.  26  auf  dem 
hinteren  Teile  der  ereten  Pro- 
jektionsebene liegt,  ist  der 
Schatten  der  Spitze  auf  P,. 
Verbindet  man  nun  diesen 
Punkt  mit  den  äussersten 
Ecken  der  Grundfläche,  so  ist 
*'  d,f,   der  Schatten  der  Seiten- 

kante (d,e,,  d,e,)  und  b,f,   der  Schatten  von  (bjC,,  b,e,).     Die  Schatten 
der  beiden  anderen  Seitenkanten  würden  zwischen  diesen  beiden  Schatten 
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liegen  und  kommea  deshalb  nicht  in  Betracht.  Der  von  d,f,  und  bif^  be- 
grenzte auf  F,  liegende  Schatten  existiert  aber  uor  bis  zur  Achse  OX,  und 
die  GrenzlinieQ  desselben  gehen  von  den  Schnittpunkten  k  und  h  nach  der 
zweiten  Spur  g^  des  Strahles,  welcher  durch  die  Spitze  gelegt  wurde.  Diese 
Spur  ist  dann  der  Schatten  der  Spitze  auf  P,. 

Die  Seitenflächen  (c,d,e,,  c,d,e,)  und  (b,c,ei,  b,c,e,)  werden  von  den 
Strahlen  nicht  getroffen.  Die  letzteren  streifen  nur  die  beiden  schatten- 
verfenden  Kanten  (bie,,  b,e,)  und  (d^e,,  dfe,).  Jene  Seitenflächen,  welche 
im  Gnindriss  beide  sichtbar  sind,  liegen  demnach  im  Eigenschatten. 


13)  Schlagschatten  eines  Cylinders  (Fig.  27).  Steht  der  Gylinder 
(C,,  Cj)  auf  P,,  so  wird  sein  Schatten  begrenzt  von  den  beiden  Tangenten 
d,f,  und  b,e,,  welche  parallel  zu  dem  Strahle  (s,,  s,)  an  die  Grundfläche 
gelegt  werden  können.  Beide  Tangenten  sind  die  ersten  Spuren  zweier  zu 
(8,aj)  parallelen  Berubningsebenen,  welche  den  Cylinder  in  den  Seitenlinien 
(>i^i  ^<^)i  (K'ä)  ^<^)  berühren.  Die  beiden  letzteren  begrenzen  des- 
halb  denjenigen  Teil  der  Mantelfläche,  welcher  im  Eigenscbattea  liegt 
Der  Schatten  eines  beliebigen  Punkt«B  (gigi)  auf  dem  Umfange  der  oberen 
GnindMche  liegt  in  der  Spur  des  Strahles  (gih,,  g|h|).  In  Fig.  27  ist 
diese«  der  Punkt  hj.  Der  Schatten  des  Kreises  ist  eine  ElUpse  (als  schiefe 
Png'ektion  des  Kreises);  dieselbe  wird  von  den  auf  Pj  EEillenden  Schatten- 
grenzen der  Seitenlinien,  nämlich  den  zur  Achse  OX  Senkrechten  f,4  und 
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Bifif  berührt  Der  höchst«  Punkt  des  Schattens,  in  welchem  die  Tangeate 
parallel  zu  OX  ist,  rührt  Ton  dem  aus  der  ersten  Prqjektioa  des  CjltnderB 
zu  eDtnehroenden  Punkte  her,  welcher  P,  am  näcfastea  liegt. 

14)  Schlagschatten 
eines  Kegels  (Fig.  28). 
Der  Kegel  (K„  K,), 
dessen  Grandfläche  ein 
Kreis  ist,  stehe  mit  der 
letzteren  auf  P, .  Die  Be- 
stimmung des  Schlag- 
schattens ist  dann  wie  in 
Fig.  26  auazufUhren.  Sind 
e,  und  4  et^te  und  zweite 
Spur  desjenigen  Strahles, 
welcher  durch  die  Spitze 
des  Kegels  geht,  so  zieht 
man  von  e,  die  beiden 
Tangenten  b,e,  und  CiC, 
an  den  Grundkreis.  Diese 
Tangenten  bilden  die  Be- 
grenzung des  Schattens, 
welcher  auf  P,  fallt,  und 
F>«'  !s.  sie  sind  selbst  die  Schatten 

derjenigen  SeitenUnien,  wel- 
che von  den  Berührungs- 
punkten bi  und  Cj  nach  der 
Spitze  (d,,  d,)  des  Kegels 
geben.  Von  den  letzteren 
wird  der  Teil  der  Mantel- 
fläche begrenzt,  welcher  im 
Eigenschatten  liegt. 

Der  aufP,  fallende  Teil 
des  Schlagschattens  wird 
von  gf(  und  h^  einge- 
schlossen. Für  weldie  Bidi- 
tung  der  Strahlen  können 
die  beiden  Eigenschatten* 
grenzen  b^d,  und  c,d,  in 
der  ersten  Projektion  eine 


El«.  29. 


Gerade  bilden  und  welche  Gestalt  erhält  der  Schlagschatten  in  diesem  Falle? 
15)    Den   Schatten   einer    an   P,    stossenden  Platte   zu   finden,   deren 
Grundfläche  ein  halbes  regelmässiges  Achteck  bildet  (Balkon).     Fig.  29. 
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Man  kaon  die  Schatten  beider  Grundääcben  und  aller  Seitenkanten 
auf  P,  ermitteln,  indem  man  die  zweiten  Spuren  der  Lichtetrahlen  bestimmt, 
welche  durch  alle  Ecken  des  Körpers  gehen,  wie  in  ] 
Der  gesuchte  Schlagschatten 
wird  alsdann  von  deigenigen  -^ 
Limen  begrenzt,  welche  den 
Änssenteu  Umiiss  bilden.  Von 
der  oberen  Grimdääche  kommt, 
wie  man  sieht,  nur  der  Schat- 
ten k(i(',  welcher  von  der 
K&nte  (kji, ,  k,i,)  herrührt, 
und  von  den  zur  Achse  OX 
senkrechten  Seitenkanten  nur 
derjenige  dj'i,'  von  (d,i,,  d,i,) 
in  Betracht.  Femer  sieht  man, 
dass  die  in  der  zweiten  Pro- 
jektion sichtbare  Seitenfläche 
d,c,k,i,  im  Eigenechatten 
liegt 

16)  Dieselbe  Aufgabe 
zu  lösen,  wenn  in  dem 
vorigen  Falle  die  Grund- 
öachen  der  Platte  Halb- 
kreise sind  (Fig.  30). 

Man  bestimme,  vrie  in 
der  vorigen  Aufgabe,  die 
Schatten  beider  Grund- 
flächen. Dieselben  sind 
zwei    halbe     kongruente 

Ellipsen.    An  beide  ziehe  ^ 

man  die  zur  Achse  OX 
senkrechteTangente  Cj'dj ', 
dann  ist  a,c,'d,'e,'  der 
Umriss  des  Schlagschat- 
tens. Die  Gerade  Cj'dg' 
hegt  in  der  zweiten  Spur 
deijenigen     Berühnings- 

ebene,  welche  man  parallel  zu  den  Lichtstrahlen  an  die  Cylinderflache  legen 
kann.  Sie  ist  der  Schatten  der  Seitenlinie  {c,di,  c,dj),  in  welchem  jene 
Ebene  die  Cylinderflache  berührt.  Der  in  der  zweiton  Projektion  sichtbare 
Teil  bjCjdjC,  der  Cylinderflache  liegt  demnach  im  Eigenschatten. 

atbloHe,  DwBt*U«Dda  Oeomstile.    IL    !/S.  2 
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17)  Man  soll  die  Schattenkonstruktion  bei  einer  wie  in  Fig.  29  ange- 
gebenen Platte  ausfahren  y  wenn  dieselbe  auf  einem  an  P,  stehenden  ge- 
raden Prisma  liegt, '  dessen  Grundfläche  ein  halbes  regelmässiges  Sechseck 
ist  (Fig.  31). 

Der  Schatten  der  Platte,  welcher  auf  P,  fällt,  ist  wie  in  Fig.  29  zu 
bestimmen.  Von  diesem  fallt  jedoch  der  Teil  wieder  fort,  welcher  durch 
das  unter  der  Platte  stehende  Prisma  verdeckt  wird.  Von  links  anfangend 
erstreckt  sich  der  Schatten  der  Platte  auf  P,  zunächst  von  a,  bis  nach  o. 
Es  ist  aber  a,o  ein  Teil  des  Schattens  der  Kante  (a^bi,  a^b,),  welche  auch 
noch  Schatten  auf  die  Seitenfläche  (h|i^ljk|,  h^i^l^k,)  wirft  Der  Schatten 
des  Punktes  (b^,  bg)  fällt  nach  (ß,,  ß,),  folglich  geht  in  der  zweiten  Pro- 
jektion die  Grenze  des  Schlagschattens  von  o  nach  ß,.  In  dem  letzteren 
Punkte  ändert  die  Schlagschattengrenze  abermals  ihre  Richtung,  weil  nun 
der  Schatten  der  Kante  (b^Ci,  b^c,)  auftritt  Man  ziehe  in  der  ersten  Pro- 
jektion den  Strahl  r^k^  so,  dass  derselbe  die  Ecke  kj  triffl;,  dann  ist  (r^,  r,) 
derjenige  Punkt  der  Kante  (b^c^,  b^c,),  welcher  seinen  Schatten  auf  die 
Kante  (k|lj,  k^l,)  wirft.  Jener  Strahl  trifft  diese  Kante  in  dem  Punkte  r 
der  zweiten  Projektion,  also  geht  die  Schattengrenze  weiter  von  ß^  nach  r . 
Auf  diese  Weise  ist  der  ganze  nur  in  der  zweiten  Projektion  sichtbare 
Schatten  zu  konstruieren.  Man  sieht  noch,  dass  die  rechts  liegende  Seiten- 
fläche des  Prismas  im  Eigenschatten  ist.  Daher  wirfl;  auch  die  Kante  (m^nj, 
m^n,)  noch  den  Schatten  UiU^  und  u^u,  auf  die  beiden  Projektionsebenen. 


Fig.  82. 


Fig.  88. 


öl«! 


ist  parallel  zu  der  ersten  Projektion  der  Strahlen  und  wird  teilweise 
verdeckt  durch  die  Platte;    u^u,  steht  senkrecht  zu  OX.     Es  ist  noch  zu 
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bemeiicen,  dass  der  Punkt  t',  in  welchem  der  Schatten  der  Platte  die  Kante 
m^n,  erreicht,  auch  nach  (8)  durch  Zurückprojicieren  des  Punktes  u^  ge- 
funden werden  kann. 


Tlg.  84. 


Fig.  36. 


71g.  85. 


71g.  37. 


18)  Die  in  den  Figuren  32 — 37  dargestellten  Körper  mögen  als  Bei- 
spiele für  ähnliche  Schattenkonstruktionen  dienen. 

In  Fig.  32  ist  z.  B.  der  Schatten  der  halbkreisförmigen  Platte,  welcher 
auf  P,  fällt,  wie  in  (16)  zu  konstruieren.  Hierauf  bestimmt  man  den 
Schatten,  welchen  der  untere  Rand  der  Platte  auf  den  darunter  stehenden 


20  I'  Äbaohnitt. 

Cylindflr  wirft.  Dieser  Schatten  endet  an  der  Eigenschattengreuze  des 
Cjlinders  u.  s.  f. 

19)    Schattenkonstruktion  bei  einem  Hoblcylinder  (Fig.  38). 

Der  Sdüagachatten ,  welchen  der  durch  seine  Projektionen  dargestellte 
Hohlcylinder  auf  F^  und  P,  -wirft,  ist  nach  dem  vorhergehenden  teicht  zu 
bestimmen.  Der  auf  P,  fallende  Schatten  des  oberen  halbkreisionn^n 
Bandes  ist  ein  Teil  einer  Ellipse,  welche  links  von  der  zur  Achse  senkrechten 
Scblagscbattengienze  der  Cjlinderfläche  (in  Fig.  38  nicht  sichtbar)  berührt 


wird.  Der  Schatten,  welcher  auf  die  innere  GyUnderfläche  fällt,  rührt  teils 
von  der  Kante  (a,bi,  a,b,),  teils  von  dem  Bogen  (a,c,,  a,Cj)  her.  Der 
durch  (aia,)  gehende  Strahl  (a,ttt,  a,«,)  schneidet  in  dem  Punkte  (oioc,) 
die  innere  Cylinderfläche;  die  Seitenlinie  (a^ßi,  a,ß,)  ist  dann  der  Schatten 
von  (ajbj,  a,bj),  von  weldiem  die  Strecke  b,  fi^  auf  P,  fällt.  Ist  (d,  d,) 
ein  behebiger  Punkt  des  inneren  Kreises,  so  schneidet  der  Strahl  (d,  5^, 
dj5()  die  innere  Cjlinderfläche  in  (8,83),  dem  Schatten  des  Punktes  (d,d,). 
Der  Schatten  a,8,c,  endet  in  demjenigen  Punkte  c,,  welcher  senkrecht  über 
dem  Punkte  c^  der  ersten  Projektion  des  Halbkreises  ai8,f,  liegt,  in  welchem 
der  Strahl  den  letzteren  berührt 

20)  Schlagschatten  hei  einem  Hohlkegel  (Fig.  39). 

Der  Kegel  st«he  mit  der  Spitze  (ftia,)  auf  P,.  Es  wird  angenommen, 
dass  in  der  ersten  Projektion  die  innere  Mantelfläche  sichtbar  ist  Da  der 
Grundkreis  parallel  zu  P,  ist,  so  ist  sein  Schatten  auf  dieser  Ebene  ein 


Konstruktion  der  Sohlagsohatten.  21 

gleidier  Kreiß,  dessen  Mittelpunlct  die  erste  Spur  Yi  des  durch  den  MitteW 
pmikt^(CiC,)  gehenden  Strahles  ist  An  diesen  Kreis  zieht  man  ron  ^  aus 
die  Tangenten  a,d^  und  ate,,  welche  deo  aof  F,  iallenden  Schatten  be- 
grenzen. In  Fig.  39  geht  nun  ein  Teil  des  Scbügschattens  auf  P,  Qber, 
Dieser  wird  bestimmt  durch  Ermittelung  der  zwdten  Spnren  solcher  Stndilen, 
welche  den  schattenwerfenden  Rand  der  Grundfläche  streifen.    Es  ist  nun 


noch  deijenige  Schatten  zu  bestimmen,  welcher  auf  die  Innenseite  der  Mantel- 

^che  mut. 

1.  Lösung.  Man  ziehe  durch  einen  beliebigen  Pnnkt  (m,m,)  den 
Strahl  mjti,  m,t,),  und  durch  die  Spitze  des  Kegels  die  Gerade  (a]b,,  a,b,) 
parallel  zu  demselben.  Die  letztere  Gerade  trifft  die  erweiterte  Grundfläche  des 
K^els  in  dem  Punkte  (b,,bg).  Die  Ebene,  welche  durch  diese  beiden  Geraden 
gelegt  werden  kann,  schneidet  die  Grundfläche  in  der  durch  mi  und  b^ 
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gehenden  Sekante  b^q^,  und  weil  sie  durdi  die  Spitze  des  Kegels  geht,  so 
schneidet  sie  die  Mantelfläche  in  den  beiden  Geraden  (ajmi,  a^m,)  und 
(a^qi,  a^q^).  Da  nun  der  Strahl  (m|t|,  ni^t,)  und  die  Seitenlinie  (a^qi» 
9jq,)  in  dieser  Ebene  liegen,  so  treffen  sich  dieselben  in  dem  Punkte  (r|,  r,), 
und  der  letztere  ist  der  von  (m^ni^)  auf  die  innere  Mantelfläche  fallende 
Schatten.  Hiemach  konstruiert  man  so  viele  Punkte,  als  zur  Bestimmung 
der  Schattengrenze  fir|g,,  deren  zweite  Projektion  übrigens  als  nicht  sicht- 
bar weggelassen  werden  kann,  nötig  sind.  Die  beiden  Endpunkte  f^  und 
gl  fallen  mit  den  Berührungspunkten  der  von  bj  aus  an  den  Grundkreis  ge- 
legten Tangenten  zusammen.  In  (aif^,  a,4)  lu^d  ajgi,  a^g^)  berühren  die 
durch  (a^bi,  a^bg)  gelegten  Berührungsebenen  die  Kegelfläche.  Diese  beiden 
Geraden,  von  welchen  nur  die  letztere  in  der  zweiten  Projektion  sichtbar 
ist,  bilden  demnach  die  Grenzen  des  Eigenschattens  der  Mantelfläche. 

2.  Lösung.    Die  Kurve  firjg^  kann  auch  mit  Hülfe  des  Satzes  8  be- 
stimmt werden. 


V^Vv 

'7  n 

\   \     \  * 

!  1     *  / 

\    ^      \  * 

,  1    #  / 

\  **  \\ 

\  \  \\ 

*  1   1  1 

\  ^"V 

-._._.-j.i.^  / 

Fig.  40. 


Flg.  41. 


Man  zeichne  wie  im  vorigen  den  Schatten  a^Cikidia^,  welchen  der 
Kegel  auf  P^  wirft.  Ist  m'  der  Schatten  eines  Punktes  m^  des  Grundkreises 
und  a,m'  also  der  Schatten  der  Seitenlinie  a^mi,  so  schneidet  der  Schatten 
a^m'  denjenigen  des  Kreises  in  einem  Punkte  n\  Projiciert  man  nun  n' 
mittelst  eines  Strahles  zurück  nach  Uj  auf  a^m^,  so  ist  n^  ein  Punkt  der 
gesuchten  Kiure. 
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3.  Lösung  (Fig.  40). 

Es  sei  der  Kreis  (bjdi,  b^d,)  ein  Schnitt  des  Kegels,  welcher  parallel 
zur  Grundfläche  demselben  ist  Nun  bestimme  man  den  Schatten ,  welchen 
die  Grundfläche  auf  die  Ebene  dieses  Kreises  wirft  Man  zieht  also  durch 
den  llittelpunkt  (cj,  c,)  den  Strahl  (Cie^,  c^e,),  welcher  die  Ebene  des 
Schnittes  in  dem  Punkte  (cj,  e,)  tnSt.  Um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt 
zeichnet  man  einen  der  Grundfläche  des  Kegels  gleichen  Kreis,  dann  ist 
der  letztere  der  Schatten  des  Grundkreises  auf  der  Ebene  (bjCi,  b^c,).  Der- 
selbe triflt  nun  den  Kreis  b|di  in  den  beiden  Punkten  f  und  g,  welche  der 
gesuchten  Kurve  angehören. 

2  t)  Für  die  in  den  Figuren  41 — 43  dargestellten  Körper  die  Schlag- 
schatten und  Eigenschatten  zu  finden. 


/ 


ng.  42. 


Flg.  43. 


22)  Die  Schattenkonstruktion  bei  den  in  Fig.  44  dargestellten  Körpern 
auszuführen.  K^  und  K,  sind  die  Projektionen  einer  auf  P^  stehenden 
Pyramide  mit  quadratischer  Grundfläche;  (Qi,  Q«)  diejenigen  eines  ebenMls 
auf  Pj  liegenden  geraden  Prismas,  dessen  Grundfläche  ein  halbes  regel- 
mässiges Achteck  ist  Man  bestimme  zunächst  wie  in  (12)  den  Schatten 
b^e/di,  welchen  die  Pyramide  auf  P^  wirft  Ebenso  den  Schatten  des 
Prismas  auf  P^ ;  der  letztere  wird  durch  die  ersten  Spuren  der  Lichtstrahlen 
gefimden,  welche  durdi  die  Ecken  des  Körpers  gezogen  werden  können. 
Der  Yon  f^g^  herrührende  Schatten  fi'gi'  bildet  in  Fig.  46  eine  der  Be- 
greDznngslinien  des  Schlagschattens  auf  Pj,  deshalb  ist  die  Seitenfläche 
^iSii'iOi  im  Eügenschatten. 

Der  Schatten,  welchen  die  Pyramide  auf  das  Prisma  wirft,  kann  in 


ähnlicher  Weise  wie  in  (6)  konstruiert  werden.  Man  bestimme  den  Durch- 
schnitt des  durch  (eie,)  gehenden  Strahles  mit  der  nötigeiiiallB  zu  erweitem- 
den  Seitenfläche  (kilin,mi,  ksljQ,m,).  Es  ist  demnach  durch  den  Strahl 
eine  Ebene  zu  legen,  welche  z.  B,  senkrecht  zu  P,  steht  Dieselbe  schneidet 
jene  Seitenfläche  in  der  Geraden  (a,ßi,  a,ß])  und  diese  wird  von  dem  Strahl 
i°  (Yii  Yi)  getrofien.  Der  letztere  Punkt  ist  hiernach  der  Sdiattea  der 
Spitze  (e,,  e,).    Zieht  man  noch  die  Geraden  (SiTi<  ^ift))  SiTu  €tTi)>  ^ 


ist  derjenige  Teil  des  Dreiecks  (fi^i^n  Yi^t^)>  welcher  auf  der  Fläche 
(k,1,njm,,  k^l^n^m,)  liegt,  der  auf  letztere  fallende  Schatten  der  Pyramide. 
In  gleicher  Weise  sind  die  Schatten  zu  bestimmen,  welche  auf  die  anderen 
Seitenflächen  des  Prismas  Mlen. 

Dnrch  Zurückprojiciereo  ist  dieser  Schatten  ebenfalls  leicht  zu  beatimmen. 
Der  Schatten,  welchen  die  Kante  (ki],,  k,l,)  aufP,  wirft,  ist  die  zu  dieser 
Kante  parallete  Gerade  k,'l,'.    Die  letztere  schneidet  die  Grenzlinien  die^' 
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nod  bie,'  des  aaf  P,  eilenden  Sdiattens  der  Pyramide  in  den  Ponktea  t^' 
Bod  Qi'.  Zieht  man  von  diesen  Funkten  aus  die  ersten  Projektäonen  tj't, 
and  Qi'qi  zweier  Strahlen,  so  treffen  diese  k^li  in  den  Punkten  t,  und  u,, 
welche  nach  (8)  auf  den  Begrenzungshnien  des  Schattens  der  Pyramide 


23)  Das  letztere  Ver&hren  wendet  man  mit  Vorteil  bei  der  ähnlichen 
An^ibe  (Fig.  46)  an,  wo  statt  Pyramide  und  Prisma  ein  Kegel  und  ein 
auf  P^  liegender  Halbcylinder  gegeben  sind. 

Die  Konstruktion  bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung.  Es  mag  hier 
nnr  nodi  die  Bestimmung  der  Eigenschattengrenze  des  Gylinders  näher  an- 
g^eben  werden. 
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Man  stelle  eine  neue  Projektionsebene  QR  auf,  welche  senkrecht  zu  P| 
und  senkrecht  zu  den  Seitenlinien  des  Cyhnders  steht.  Die  Projektion  des 
letzteren  auf  dieser  Ebene  ist  ein  Halbkreis ,  welcher  durch  Umklappung 
der  Ebene  QR  in  P^  die  Lage  asb^d^  annimmt  Man  ziehe  durch  den 
höchsten  Punkt  (f^fj)  des  Halbkreises  den  Strahl  (f^li,  i^lf),  welcher  Pj  in 
1}  trifft,  und  bestimme  die  Projektion  4I3  dieses  Strahles  auf  QR.  Legt 
man  nun  eine  Berührungsebene  M  parallel  zu  den  Strahlen  an  den  Gylinder, 
so  ist  die  zu  fsl^  parallele  Tangente  dgCs  die  Projektion  derselben  auf  der 
neuen  Ebene.  In  der  Seitenlinie  djgi,  deren  Projektion  auf  QR  der 
Punkt  dg  ist,  berührt  nun  die  Ebene  M  den  CyUnder,  folglich  ist  djg^  die 
Eigenschattengrenze  desselben. 


Fig.  46. 


Anm.  Die  oben  angegebenen  Schattenkonstruktionen  lassen  sich  auch 
mit  Hülfe  der  Ebene  QR  ausführen,  wenn  man  den  Kegel  ebenMls  auf 
dieselbe  projidert. 

24)  In  den  Figuren  46 — 64  die  Schlag-  und  Eigenschatten  zu  bestimmen. 

Anmerkung  1.  Bei  den  Figuren  46,  47,  50,  51,  52,  53,  64  kann 
man  die  Methode  des  Zurückprojicierens  mit  Vorteil  anwenden.    Man  be- 
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stimmt  zu  dem  Zwecke  zuerst  die  Schatten,  welche  die  Körper  auf  die  Pro* 
jektionsebene  werfen  und  benutzt  dann  die  Schnittpunkte  der  Schatten  wie 
bei  den  firüheren  Au%aben. 


Hg.  48. 


PIg.  47. 


Fig.  49. 


Anmerkung  2.  Die  Eigenschattengrenzen  bei  dem  auf  P^  hegenden 
KßgeL  in  Fig.  63  siad  diejenigen  Geraden,  in  welchen  die  zu  den  Lichtstrahlen 
parallelen  Berührungsebenen  den  Kegel  berühren.  Dieselben  können  wie  in 
(20)  gefanden  werden.  Die  Ermittelung  wird  jedoch  für  die  in  Fig.  53  ge- 
wählte Lage  deshalb  etwas  umständlich,  weil  der  Strahl,  welcher  durch  die 
Spitze  des  Kegels  gelegt  werden  muss,  die  erweiterte  Grundfläche  desselben 
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in  zu  grosser  Entfemmig  trifft.  Maa  kann  in  diesem  Falle  auf  folgende 
Weise  die  Schattengrenzen  finden.  Nachdem  der  Schatten  des  Grundkreises 
auf  P^,  nämlich  die  Ellipse  af  gezeichnet  ist,  ziehe  man  von  der  Spitze  t 
aus  die  beiden  Tangenten  at  und  ft  an  dieselbe.  Hierdurch  ist  nun  der 
auf  Pj  fallende  Schatten  des  Kegels  bestimmt.  Nun  ist  die  Tangente  at 
die  Spur  einer  BerOhrungsebene,  welche  parallel  zu  den  Lichtstrahlen  an 
den  Kegel  gelegt  werden  kann.    Man  verlängere  at,  bis  dieselbe  die  Spur 


Fig.  50. 


Hg.  51. 


des  Grundkreises  in  b  trifft;  ziehe  von  b  aus  die  Tangente  bc  und  ver- 
binde den  Berührungspunkt  c  durch  eine  Gerade  mit  der  Spitze  t.  Die 
Gerade  et  stellt  nun  eine  der  gesuchten  Schattengrenzen  dar.  Es  ist  näm- 
lichy  wie  man  sieht,  die  Ebene  des  Dreiecks,  dessen  Projektion  durch  bct 
dargestellt  wird,  eine  Berührungsebene  des  Kegels.  Der  Berührungspunkt 
c  ergiebt  sich  noch  besser,  wenn  man  den  Grundkreis  zuvor  um  die  Spur 
bd  in  Pj  niederklappt;  dann  gelangt  die  Tangente  bc  nach  bc'.  Man  be- 
stimmt nun  den  Berührungspunkt  c'  und  findet  hieraus  leicht  durch  Zurück- 
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drehen  des  Kreises  die  Lage  des  Punktes  c.  Diese  Lösung  ist  deshalb 
nidit  ganz  korrekt,  weil  man  an  die  punktweise  konstruierte  Ellipse  f  a  die 
Tangente  at  ziehen  musste.  Bei  sorgfaltiger  Ausführung  der  Zeichnung  ist 
die  Konstruktion  praktisch  jedoch  vollkommen  brauchbar.  Ebenso  wird  die 
zweite  Schattengrenze  gefunden. 

In  ähnlicher  Weise  bestimmt  man  in  Fig.  61  die  Schattengrenzen  des 
auf  dem  Cylinder  ruhenden  Kegels. 


Fig.  52. 


Flg.  53. 


Scbattengrenzen  und  Schlagschatten  bei  Umdrehungskörpern. 

25)  Die  Kugel.  Legt  man  an  eine  Kugel  K  (Fig.  55)  alle  möglichen 
Lichtstrahlen,  welche  dieselbe  berühren,  so  bilden  die  letzteren  eine  Gylinder- 
fläc^e.  Diese  berührt  die  Kugel  in  einem  grössten  Kreise  AB,  welcher  senk- 
recht zu  den  Strahlen  steht  Derselbe  bildet  die  Grenze  zwischen  dem  er- 
leachteten  und    dem    dunklen  Teile   der  Kugeloberfläche.     Bei   parallelen 
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Lichtstrahlen  wird  der  erleuchtete  Teil  hiemach  eine  Halbkugelfläche  sein. 

Der  Strahlencylinder  schneidet  eine  Ebene  P  in  einer  Ellipse  E,  und  diese 

ist  der  Schlagschatten,  welchen  die  Kugel  auf  P  wirft.    Der  Umfang  der 

Ellipse  ist  zugleich  der  Schatten  der  Kreislinie  AB. 

Es  sei  nun  eine  auf  P^   liegende  Kugel  (Fig.  56)  durch  ihre  beiden 

Projektionen  gegeben.     Zunächst  sind  die  Projektionen  des  Berührungskreises 

mit  dem  die  Kugel  umhüllen- 
den Strahlencylinder  zu  be- 
stimmen. Die  Projektionen  des 
durch  den  Mittelpunkt  (c^,  c,) 
der  Kugel  gehenden  Strahles 
seien  c^d^  und  c^d,.  Man  stelle 
eine  neue  Projektionsebene  Q 
auf,  welche  parallel  zu  den 
Lichtstrahlen  imd  senkrecht  zu 
Pj  steht.  Die  erste  Spur  und 
Projektion  dieser  Ebene  ist  eine 
zu  c,  dl  parallele  Gerade  TU. 
Auf  diese  Ebene  werden  die 
Kugel  und  der  Strahl  projiciert. 
Um  die  Projektionen  darzu- 
stellen, ist  die  Ebene  Q  um 
TU  in  die  erste  Projektions- 
ebene Pi  niederzuklappen.  Die 
Projektion  c,  des  Mittelpunktes 
der  Kugel  findet  man,  wenn 
man  CjC,  J_  zu  TU  zieht,  und 
0963  gleich  dem  Halbmesser 
der  Kugel  macht.  Die  Projek- 
tion der  Kugel  erscheint  dann 
nach  der  Umklappung  als  ein 
um  C3  gezeichneter  Kreis  von 
derselben  Grösse,  wie  jede  der 
beiden  ersten  Projektionen,  und 
wenn  man  noch  die  erste  Spur 
dl  des  Strahles  (c^di,  Cjd^) 
auf  TU  projiciert,  so  erhält 
man  in  Cjd,  auch  die  Projek- 
tion dieses  Strahles  auf  Q. 
Da  nun   der  Berührungskreis  des  Strahlencylinders   senkrecht  auf  Q 

steht,  80  erscheint  seine  Projektion  auf  Q  als  eine  zu  Cjdg  senkrecht  stehende 


Fi«.  54. 


Fig.  55. 
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Gerade  a^b,.  Um  die  beiden  ersten  Projektionen  dieses  Kreises  zu  finden, 
lege  man  durch  die  Kugel  einen  Schnitt  parallel  zu  P|.  Die  Projektion 
dnes  solchen  Schnittes  auf  Q  ist  eine  Gerade  fgg,,  welche  parallel  zu  TU 
ist  und  seine  erste  Projektion  erscheint  als  ein  um  c^  beschriebener  Kreis, 
dessen  Durchmesser  gleich  ^g,  ist.  Der  Schnittpunkt  m,  Ton  fjg,  und 
a,b,  wird  nun  durch  die  zu  TU  senkrechte  Gerade  mjmi  auf  diesen  Kreis 
projiciert,  wodurch  man  die  beiden  Punkte  m^  und  n^  erhält,  welche  der 
ersten  Projektion  des  gesuchten  Berührungskreises  angehören.    Die  zweiten 


Fig.  56. 

Projektionen  m^  und  n^  liegen  auf  den  zur  Achse  OX  senkrechten  Geraden 
mim,  bez.  UjU^^  und  zwar  sind  die  Höhen  dieser  Punkte  über  OX  gleich 
dem  Abstände  des  Punktes  mg  yon  TU.  Durch  Wiederholung  dieses  Ver- 
&hrens  bestimmt  man  so  viele  Punkte  der  beiden  Projektionen  des  Be- 
rührungskreises,  als  nötig  sind,  um  dieselben  zeichnen  zu  können.  Die 
beiden  Projektionen  sind  nach  (IV,  8,  I.  Teil)  Ellipsen,  welche,  wie  leicht 
ersichtlich,  kongruent  werden,  sobald  die  Projektionen  der  Strahlen  mit  OX 
gleiche  Winkel  bilden.    Der  Schlagschatten  des  Punktes  (m^m^)  auf  P^  ist 
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die  erste  Spur  des  durch  diesen  Punkt  gehenden  Strahles.  Man  findet 
letztere,  wenn  man  den  Strahl  (m|r,,  mgr,)  zieht  und  durch  den  Schnitt- 
punkt von  ni^r^  mit  OX  die  Senkrechte  rgr^  zu  OX  legt,  in  r^.  Dieser 
Punkt  kann  auch  mit  Hülfe  der  Seitenansicht  gefunden  werden,  wenn  man 
die  Projektion  mgr^  jenes  Strahles  auf  Q  zeichnet  und  in  r,  die  projiderende 
Gerade  v^Tj^  senkrecht  zu  TU  zieht.  Da  nun  mgrg  auch  zugleich  die  Pro- 
jektion des  Straliles  (n^Si,  n^s^)  auf  Q  ist,  so  erhält  man  durch  die  Ver- 
längerung von  r^r^  bis  S|  auch  zugleich  den  Schatten  des  Punktes  (&!%) 
auf  Pi,  (welcher  in  Fig.  66  auf  dem  hinteren  Teile  der  ersten  Projektions- 
ebene liegt).  Zieht  man  durch  den  Punkt,  in  welchem  n^s^^  die  Achse  OX 
schneidet,  die  Projicierende  t^t^  bis  zum  Strahl  UgS,,  so  erhält  man  in  t^ 
den  Schatten  des  Punktes  (n^,  n^)  auf  P,.  Hiemach  kann  man  behebig 
viele  Punkte  des  auf  P|  und  P,  fallenden  Schattens  bestimmen. 

In  Fig.  56  ist  der  Schatten  auf  P^  vollständig  angegeben.  Derselbe 
ist  eine  EUipse,  von  welcher  c^  der  eine  Brennpunkt  ist.     Warum? 

Andere  Bestimmung  der  Schattengrenze  und  des  Schlag- 
schattens der  Kugel  (Fig.  57). 


Fig.  57. 


Nach  dem  vorigen  ist  die  Schattengrenze  der  Kugel  derjenige  grösste 
Kreis,  welcher  senkrecht  zu  den  Lichtstrahlen  steht  Man  denke  sich  durch 
den  Älittelpunkt  der  Kugel  eine  neue  Ebene  P"  parallel  zu  P^  gelegt,  und 
ausserdem  die  Kugel  von  irgend  einer  anderen  Ebene  P',  welche  parallel 
zu  Pj  ist,  durchgeschnitten.     Die  letztere  werde  in  der    zweiten  Piöjektion 
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durch  die  zu  OX  parallele  Gerade  m,  n^  dargestellt.  Betrachtet  man  nun 
P'  und  P'^  als  zwei  neue  Projektionsebenen,  deren  Achse  die  Gerade  (nii  n, , 
m|n,)  ist,  dann  stehen  die  Spuren  der  Ebene  des  gesuchten  grössten  Kreises 
in  P'  und  Y"  senkrecht  zu  c^dj  bez.  c^d,  (III,  19,  I.  Teil).  Man  ziehe 
hiernach  die  Spur  Cje,,  welche  in  F"  liegt,  durch  c,  senkrecht  zu  c,d,, 
projidere  e,  auf  m^ni  nach  e^  und  ziehe  durch  den  letzteren  Punkt  die 
Spur  f^gi  _L  Cjdi.  Nun  schneidet  P'  die  Kugel  in  einem  Kreise  vom  Durch- 
messer a^bj,  welcher  im  Grundiiss  in  wahrer  Grösse  erscheint  und  von  der 
Spur  ^gi  in  fj  und  g^  getro£Een  wird.  Diese  beiden  Schnittpunkte  gehören 
der  ersten  Projektion,  und  die  zweiten  Projektionen  4  ^^^  gs  derselben, 
der  zweiten  Projektion  der  Schattengrenze  an. 

Die  Schlagschattengrenze  der  Kugel  kann  auch  als  Einhüllende  der 
Sdilagschatten  aller  zu  P^  bez.  P^  parallelen  Kreisschnitte  der  Kugel  kon- 
struiert werden.  Die  Schatten  dieser  Kreisschnitte  auf  P^  bez.  P,  sind 
^eder  Kreise,  deren  Konstruktion  aus  Fig.  67  leicht  ersichtlich  ist. 

26)  Man  soll  die  Schlagschatten  und  die  Eigenschattengrenzen  für  die 
in  Fig.  Ö8  und  69  dargestellten  Kegel  und  Halbkugeln  konstruieren.  Im 
zweiten  Beispiel  ist  eine  HoUkugel  angenommen. 


Fl«.  58. 


Fig.  59. 


27)  Die  Eigenschattengrenze  und  den  Schlagschatten  eines  ümdrehungs- 
ellipsoides  zu  finden  (Fig.  60). 

Schlotke,  Daxvtellende  Geometrie,    n.    2/8.  3 
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Die  Drehachse  des  Ellipsoids  sei  die  gi'osse  Achse  der  erzeugenden 
ElUpse.  Dieselbe  ist  in  Fig.  60  senkrecht  zu  P,  angenommen,  so  dass  die 
erete  Projektion  des  EUipaoida  als  Kreis  erscheint,  dessen  Halbmeeser  de- 
halben kleinen  Achse  jener  Ellipse  gleich  ist.  Die  Schattengrenze  ist  nun 
die  Beriihrungskurve  einer  das  EUtpsoid  umhüllenden  Cjlinderääche ,  deren 
Seiteulinien    den    Lichtstrahlen    parallel    sind.      Dieselbe    muss   also   nach 


(VIII,  1,  I.  Teil)  eine  Ellipse  sein.  Man  projiciere  deshalb  das  Ellipsoid 
auf  eine  zu  dem  Strahl  (c^dj,  c,d,)  parallele  Ebene  Q,  welche  zugleich 
senkrecht  zu  P,  steht  und  deren  erst«  Spur  die  zu  c,  d,  parallele  Gerade 
TU  ist.  Nach  der  Niederklappung  dieser  Ebene  in  P,  erhält  man  als  Pro- 
jektion des  Ellipsoids  eine  Ellipse  von  gleicher  Gestalt,  wie  sie  in  der  zweiten 
Projektion  erscheint.    Die  Projektion  Cgd^  des  durch  den  Mittelpunkt  gebenden 
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Strahles  wird  wie  in  Fig.  56  bestimmt.  In  dieser  neuen  Projektion  erscheint 
Dan  die  Schatteugrenze  als  eine  Gerade  fgh,,  welche  die  Berührungspunkte 
der  zu  Cgds  parallelen  Tangenten  der  Ellipse  verbindet.  Projiciert  man  f, 
and  hj  auf  c^dj  nach  fj  und  h|;  so  ist  nun  f^h^  die  kleine  Achse,  und 
der  zu  c^di  senkrechte  Durchmesser  a^b^  die  grosse  Achse  der  Ellipse, 
welche  die  erste  Projektion  der  Schattengrenze  darstellt.  Hiemach  ist  nun 
auch  leicht  die  zweite  Projektion  der  letzteren  zu  finden. 

Der  Schlagschatten  kann  entweder  durch  die  Bestimmung  der  Schatten 
einzelner  Punkte  der  Schattengrenze  gefunden  werden,  oder  unabhängig  von 
der  letzteren,  wenn  man  zuerst  den  auf  P|  fallenden  Schatten  als  Einhül- 
lende der  Schatten  aller  zu  Pj  parallelen  Kreisschnitte  wie  in  Fig.  57  kon- 
struiert. Dieser  Schatten  a'm'b'f  ist  ebenfalls  eine  Ellipse.  Hat  man  diese 
sorgfältig  gezeichnet,  so  lässt  sich  daraus  auch  der  auf  Pg  fallende  Schatten 
imden.  Man  ziehe  durch  einen  Punkt  m'  des  Schattens,  welcher  auf  P^ 
tällt  und  durch  dessen  zweite  in  OX  liegende  Projektion  m"  den  Strahl 
(m,m',  m^m").  Der  letztere  geht  durch  den  Punkt  (m^m^)  der  Eigen- 
schattengrenze. Zieht  man  in  dem  Punkte  r^,  in  welchem  m^m'  die  Achse 
OX  triffit,  die  Gerade  rir2  senkrecht  zu  der  letzteren,  so  ist  r^  die  zweite 
Spur  jenes  Strahles  oder  der  Schatten  des  Punktes  (mim,)  auf  Pj.  Wie 
man  sieht,  braucht  der  Punkt  (m^mj)  zur  Konstruktion  seines  Schatten 
selbst  nicht  benutzt  zu  werden. 

Eie  Eigenschattengrenze  kann  femer  mit  HülfQ  von  (VI,  25,  I.  Teil) 
bestimmt  werden.  Diese  Methode  wird  an  dem  folgenden  Beispiel  näher 
erläutert. 

28)  Den  Schlagschatten  und  die  Eigenschattengrenze  des  auf  Pj  stehen- 
den ümdrehungskörpers  (Fig.  61)  zu  finden,  dessen  Meridianschnitt  die 
beiden  Geraden  a2b2,  Cjdg  und  der  Viertelkreis  b2dg  sind.  Man  lege 
einen  Schnitt  parallel  zu  P,  durch  den  gegebenen  Körper.  Die  zweite  Pro- 
jektion desselben  sei  die  zu  OX  parallele  Gerade  egfg;  die  erste  Projektion 
ist  ein  Kreis,  dessen  Durchmesser  e,fi  =e2fg  ist  Femer  sei  das  Dreieck 
PjSjQg  die  zweite  Projektion  eines  Kegels,  welcher  die  Umdrehungsfläche  in 
diesem  Kreise  berührt.  Durch  die  Spitze  (s^,  Sg)  legt  man  den  Strahl 
(Sitj,  Sjt,);  die  Spur  tj  des  letzteren  ist  der  Schatten  der  Spitze  auf  P,, 
und  wenn  man  die  Berührungspunkte  der  von  tj  an  den  Grundkreis  pjq^ 
des  Kegels  gezogenen  Tangenten  mit  der  Spitze  desselben  durch  die  Ge- 
raden g^Si  und  hjSj  verbindet,  so  schneiden  diese  den  Kreis  Cjf,  in  den 
beiden  Punkten  m^  bez.  Uj,  deren  zweite  Projektionen  m^  und  n^  auf  Cäfj 
liegen.  Jene  Verbindungslinien  sind  aber  nach  (14)  die  Eigenschattengrenzen 
des  Kegi^ls,  und  da  der  letztere  die  Umdrehungsfläche  in  dem  Kreise  (e^f^, 
e^^)  berührt,  so  gehören  die  Punkte  (mj,  m,),  (uj,  n,)  der  gesuchten 
Schatten  grenze  an.      (In  diesen  Punkten    haben  der  Kegel   und    die  Um- 
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drehungBfläche  gememsch&fUiche  BeriÜirungsebeiieii,  welche  den  Lichtstrahlen 
parallel  Bind.) 

Die  beiden  Tangeaten,  welche  Ton  t,  an  den  Kreis  p^q,  gezogen  werden 
können,  sind  in  Fig.  61  nicht  gezeichnet;  ihre  Berührungspunkte  g^  und  h, 
liegen  bekanntlich  auf  dem  um  8,ti  als  Durchmesser  gezeichneten  Kreise. 
Es  ist  zweckmässig,  nicht  die  Tangenten  selbst  zu  ziehen,  sondern  zur  Be- 


tinunung  ihrer  Berührungspunkte  diesen  Kreis  zu  benatzen.  Ist  nun  6,%' 
ein  zweiter  Schnitt  parallel  zu  P,,  dann  verschiebe  man  den  Kegel,  welcher 
die  Umdrehnngsfläche  in  diesem  Schnitt  berührt,  so,  dass  die  Spitze  nach 
8,  yerlegt  wird.  Der  yerschobene  Kegel  schneidet  nun  P,  in  dem  Kreise 
{p,'q,',P('q,')  und  die  ersten  Projektionen  der  Schattengrenzen  dieses  Kegels 
sind  die  von  den  Schnittpunkten  g,'  und  h,'  nach  s,    gehenden  Geraden 
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g/S|  und  hi'S|.  Wird  nun  der  Kegel  wieder  in  seine  frühere  Lage  ge- 
bracht, 80  ändern  sich  die  ersten  Projektionen  der  Schattengrenzen  nicht. 
Die  letzteren  schneiden  aber  den  Kreis  e/fj'  in  zwei  neuen  Punkten  m^' 
und  n^'  der  gesuchten  Schattengrenze  und  die  zweiten  Projektionen  m,'  und 
Q,'  dieser  Punkte  hegen  auf  e^%'' 

Die  Schattengrenze  erreicht  den  oberen  Kreis  des  Umdrehungskörpers 
in  den  beiden  Punkten  (i|,  i,)  und  (k|,  k,),  deren  erste  Projektion  man 
findet,  wenn  man  den  Durchmesser  i^k^  J_  s^t^  zieht.  In  diesem  Falle  geht 
nämUch  der  Hülikkegel  in  eine  gerade  zu  P|  senkrechte  Cylinderfläche  über. 
Femer  ist  klar,  dass  die  erste  Projektion  der  Schattengrenze  von  s^tj  in 
zwei  kongruente  Teile  geteilt  wird.  Um  denjenigen  Punkt  u^  zu  finden, 
welcher  auf  s^t^  Hegt,  ist  durch  die  Drehachse  (s^ri,  Sgr,)  und  durch  den 
Strahl  (s^t^,  s,tj|)  eine  Schnittebene  zu  legen.  Man  drehe  diese  Ebene  um 
(s^ri,  s^r,)  so  weit,  bis  dieselbe  parallel  zu  P,  wird,  dann  Uegt  nach  der 
Drehung  der  Sdbnitt  in  der  zu  OX  parallelen  Geraden  s^t^',  während  die 
zweite  Projektion  mit  dem  Umriss  4%<1»  zusammenfällt  Der  Strahl  (s^tj, 
Sgt,)  kommt  bei  dieser  Drehung  in  die  Lage  Sit^',  s^t^^.  Man  bestimmt 
nun  den  Berührungspunkt  u,"  einer  zu  s^t,'  parallelen  Tangente  an  den 
Kreis  44  9  üidem  man  den  Halbmesser  lu^'  senkrecht  zu  s^t^'  zieht,  proji- 
dert  U2'  nach  u^'  und  dreht  alsdann  den  Schnitt  in  seine  vorige  Lage 
zurück,  u^'  beschreibt  hiemach  um  s^  den  Kreisbogen  Ui^u^,  dessen  zweite 
Projektion  die  zu  OX  parallele  Gerade  u^'u^  ist.  Hierdurch  sind  die  Pro- 
jektionen Uj  und  u,  des  gesuchten  Punktes  bestimmt. 

Der  Schlagschatten,  welcher  auf  P|  fällt,  kann  am  einfachsten  wieder 
als  Einhüllende  der  Schatten  aller  zu  P^  parallelen  Kreisschnitte  bestimmt 
werden.  Aus  diesem  findet  man  wie  in  (27)  leicht  denjenigen  Teil  des 
Schattens,  welcher  auf  P,  fallt.  SelbstverständUch  kann  man  diesen  Schatten 
auch  punktweise  konstruieren. 

Endlich  ist  noch  derjenige  Schatten  zu  konstruieren,  welchen  der  obere 
Teil  des  Umdrehungskörpers  auf  den  unteren  breiteren  Teil  desselben  wirfi;. 
Man  findet  diesen  am  einfachsten  durch  die  Methode  des  Zurückprojiderens. 
Die  Kurve,  welche  die  Schatten  der  zu  P^  parallelen  Schnitte  einhüllt,  ragt 
in  den  Schatten  des  unteren  Teiles  hinein.  Ist  nun  der  Kreis  (ei%",  ^% ') 
ein  Schnitt,  dessen  Schatten  auf  P^  jene  Kurve  in  den  beiden  Punkten  ol 
und  ß'  schneidet,  so  zieht  man  durch  die  letzteren  die  beiden  Strahlen  a'a, 
und  ß'ßj  zurück,  welche  nun  nach  (8)  den  Kreis  e|''f|''  in  zwei  Punkten 
Oj  und  ßi  des  gesuchten  Schlagschattens  treffen. 

29)  Ermittelung  des  Schlagschattens  und  Eigenschattens  bei  einem 
Wulst  (Ringfläche),  welcher  eine  rechteckige  Platte  trägt  (Fig.  62). 

Beide  Körper  stossen  unmittelbar  an  die  zweite  Projektionsebene  P,. 
Der  Schatten  der  rechteckigen  Platte  auf  P,  wird  leicht  durch  die  zweiten 
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Spuren  der  Strahlen  gefunden,  welche  durch  die  Ecken  der  Platte  gehen. 
Die  Grenzlinien  des  Schattens,  welcher  auf  den  Wulst  fällt,  rühren  von  den 
beiden  Kanten  (aib,,  a,bi)  und  (a,Cj,  a^c,)  her.  Da  die  letztere  Kante 
senkrecht  zu  P,  st«ht,  so  fällt  ihr  Schatten  auf  P,  mit  der  Projektion  a,a 
des  Strahles,  welcher  durch  (a,a,)  geht,  zusammen.  Ebenso  erscheint  die 
Projektion  des  Schattens,  welchen  diese  Kante  auf  den  Wulst  wirft,  als  eine 
in  a,a  hegende  Gerade.     Den  Schatten,  welcher  von  der  Kante  (a,b,,;ajb,) 


auf  den  Wulst  fallt,  kann  man  auf  folgende  Weise  bestimmen.  Es  sei  der 
Halbkreis  (dje,,  d,e|)  ein  zur  Achse  des  Wulstes  senkrechter  Schnitt,  dessen 
zweite  Projektion  also  die  Gerade  d,e,  ist.  Man  bestimmt  den  Schatten 
(a'i  a"),  welchen  der  Punkt  {a^a,)  auf  die  Ebene  dieses  Halbkreises  wirft, 
und  zieht  durch  a'  die  Gerade  a'b'  parallel  zu  a,b, ;  dann  ist  a'b' die  erste 
Projektion  des  Schattens  der  Kante  (a,b,,  a,bj)  auf  derselben  Ebene.  Nun 
schneidet  a'b'  den  Halbkreis  d,ej  in  den  beiden  Punkten  mi  und  n,,  deren 
zweite  auf  d,e,  liegende  Projektionen  m,  und  n^   dem  gesuchten  Schatten 
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Der  Schatten  kann  auch  mit  Hülfe  der  dritten  Projektion  gefunden 
werden.  In  dieser  erscheint  die  Kante  (a^bj,  a^b^)  als  Punkt  (agbj).  und 
deshalb  fallt  der  auf  dem  Wulst  liegende  Schatten  der  Kante  mit  der  dritten 
Projektion  B^m^  des  Strahles  zusammen.  Der  vorhin  benutzte  Schnitt  wird 
in  dieser  Ansicht  durch  die  Gerade  dgfg  dargestellt,  und  auf  der  letzteren 
liegt  nun  der  Punkt  m^  des  Schlagschattens.  Um  denselben  auf  die  zweite 
Projektion  zu  übertragen,  wird  die  eine  Hälfte  des  Schnittes  um  den  zu  P, 
senkrechten  Halbmesser  gedreht,  wodurch  derselbe  in  der  dritten  Projektion 
in  die  Lage  des  Viertelkreises  d%  kommt.  Zieht  man  nim  mgm'  senkrecht  zu 
d,^»  so  ist  m,m'  die  Entfernung  des  Punktes  m,  von  demjenigen  Halbmesser, 
um  welchen  der  Schidtt  gedreht  wurde.  Man  mache  m^f^  =  n,^  =  mjm', 
dann  erhält  man  die  schon  vorhin  gefundenen  Punkte  m^  und  n^.  Leicht 
ergiebt  sich,  dass  dieser  Schatten,  in  Bezug  auf  die  Mittelachse  f^f,  sym- 
metrisch ist.  Der  in  f|4  liegende  höchste  Punkt  r,  des  Schattens  ergiebt 
sich  leicht  aus  seiner  dritten  Projektion  r,. 

Die  Eigenschattengrenze  des  Wulstes  wird,  wie  in  Fig.  61,  mit  Hülfe 
berührender  Kegelflächen  gefunden.  Der  Schlagschatten  auf  Pg  ergiebt  sich 
dann  durch  Bestimmung  der  Schatten  einzelner  Punkte  dieser  Kurve. 

Schattenkonstruktion  bei  schiefen  Projektionen. 

30)  Bei  der  Darstellung  gegebener  Körper  durch  schiefe  Projektionen 
lassen  sich  die  Schlagschatten  und  Eigenschatten  ebenfalls  leicht  bestimmen. 
Man  kann  entweder  das  Resultat  der  Schattenkonstruktion  aus  der  geraden 
Projektion  in  die  schiefe  Projektion  übertragen,  oder  auch  in  der  letzteren 
die  Schatten  selbständig  bestimmen.  Das  letztere  soll  durch  Fig.  63  näher 
erläutert  werden. 

Es  sind  als  Beispiel  die  nach  (I,  B,  L  Teil)  konstruierten  schiefen  Pro- 
jektionen der  beiden  in  Fig.  44  dargestellten  Körper  angenommen.  Um  die 
Richtung  der  Strahlen  näher  zu  bestimmen,  ist  noch  der  Punkt  e^',  in  wel- 
chem der  durch  die  Spitze  des  Kegels  gehende  Strahl  die  erste  Projektions- 
ebene Pi  trifit  in  Fig.  63  übertragen.  Dann  stellt  Ecj'  diesen  Strahl  und 
ejc/  seine  Projektion  auf  P^  dar.  Hierdurch  ist  die  Richtung  der  Strahlen 
bestimmt.  Der  Schatten  der  Pyramide  auf  P^  wird  durch  die  beiden  Ge- 
raden Bci'  und  Dcj'  begrenzt.  Um  den  Schatten  des  Eckpunktes  L  zu 
finden,  zieht  man  den  Strahl  LI/  parallel  zu  Ee/  und  zeichnet  die  Pro- 
jektion l^lj'  parallel  zu  e^ei^  Diese  wird  vom  Strahl  Ll^'  in  1/,  dem  Schatten 
des  Punktes  L  getroffen. 

Zur  Bestimmung  des  Schattens,  welchen  die  Pyramide  auf  das  Prisma 
wirft,  wendet  man  das  gleiche  Verfahren  wie  in  Fig.  44  an.  Man  legt  durch 
den  Strahl  Ee/  eine  zu  P^  senkrecht  stehende  Ebene.  Dieselbe  wird  durch 
das  Dreieck  Ee^e/  dargestellt,  und  sie  schneidet  das  Prisma  in  einer  Figur, 
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deren  Projektioii  auf  Pj  die  in  e,e,'  liegende  Gerade  a^  ist.  Um  difsjenige 
Seite  des  Schnittes  zu  finden,  welche  auf  der  Fläche  KLNM  liegt,  errichte 
mau  in  dem  Schnittpunkte  ß^,  wo  die  Projektion  k^l^  der  Kaute  KL  von 
eiC,'  getroffen  wird,  das  Lot  ßß,  auf  P,;  dann  ist  ocjß  die  eine  Seite  der 
Schnittfigur.  Der  Punkt  G,  in  welchem  otjß  den  Strahl  Ee^'  schneidet,  ist 
nun  der  Schatten  der  Spitze  E  anf  der  erweiterten  Ebene  KLNM.  Die 
Grenzlinien  des  auf  P,  fallenden  Schattens  der  Pyramide  erreichen  die  Kante 
MN  in  den  Punkten  S,  und  ^, ;  zieht  man  nun  die  Geraden  &,G  und  ^,G, 
80  stellt  das  Dreieck  5,G^,  den  Schatten  der  Pyramide  auf  KLNM  dar. 
Von  diesem  Schatten  ist  aber  nur  der  Teil  &,Tü5i   wirklich  vorhanden. 


ng.  63. 

Die  Methode  des  Zuriickprojicierens  ist  ba  schiefen  Projektionen  eben- 
falls anwendbar.  Ist  k,'l,'  der  zu  KL  parallele  Schatten  der  letzteren  Kante 
und  trifft  derselbe  die  beiden  Grenzlinien  Be/  und  De,'  des  Schattens  der 
Pyramide  in  t,'  und  u,',  so  ziehe  man  von  diesen  Punkten  die  Strahlen 
Ui'U  und  t,"r  parallel  zu  Ee,'.  Dieselben  trefCen  KL  in  den  beiden  schon 
vorhin  gefundenen  Punkten  U  und  T. 

Die  Figuren  45 — 52  eignen  sich  für  die  Darstellung  in  sdiiefer  Pro- 
jektion, und  bieten  Übungsbeispiele  fiir  weitere  Schattenkonstruktionen. 
Schattenkonstruktion  bei  endlicher  Entfernung  der  Lichtquelle. 

31)  Wenn  auch  die  Konstruktion  der  Schatten  für  eine  endhche  Ent- 
fernung der  Lichtquelle  seltener  zur  Anwendung  kommt,  so  dürfte  doch  die 
Keimtnis  derselben  für  diejenigen  Studierenden  der  Darstellenden  Geometriei 
welche  sich  besonders  dem  Freihandzeichnen  zuwenden,  von  Nutzen  sein.  Im 
übrigen  bieten  die  Konstruktionen  keine  Schwierigkeiten. 
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Als  Beispiel  diene  der  Schatten  eines  Kreuzes  (K,,  E,),  welches  aof 

F,  steht  (Fig.  64).     1^   und  1,   sind  die  Projektionen  einer  Lichtquelle  L. 

Um  den  Schatten  eines  Eckpunktes,  z.  B.  denjenigen  von  (a,,  a,)  zu  be- 

etimmen,  zieht  man  den  Strahl  il^tL^,  l,a,).    Derselbe  trifft  in  Fig.  64  die 

zreite  Projektionsebene  in  o,   und  dieser  Punkt  ist  der  Schatten  von  a,. 

In  glei<^er  Weise  werden  die  Schatten  der  übrigen  Ecken  bestimmt  Zu 


bemerken  ist  noch,  dass  die  Sätze  3  und  4  der  Einleitimg,  wie  schon  &iiher 
bemerkt,  auch  jetzt  gültig  sind. 

Zur  eigenen  Übung  kann  man  Beispiele  aus  den  Figuren  44 — 62  ent- 
Dehmen.  Die  Bestimmung  der  Eigenschattengrenzen  Ton  Gylinder-  oder 
EegelSächen  ist  nach  (VI,  8,  I.  Teil)  auszuiiihren  und  iür  Umdrebimgs- 
fiäcben  ist  nach  (VI,  24,  I.  Teil)  zu  verfahren. 

Man  zeichne  sacb  eine  schiefe  Projektion  von  Fig.  64  und  fubre  darin 
die  Schattenkonstruktion  aus. 


II.  Abschiiitt. 

B  e  1  e  n  c  h  t  a  n  g  s  1  e  h  r  e. 

1)  Die  Helligkeit  einer  ebenen  Fläche,  welche  von  einem  Bündel 
paralleler  Strahlen  getroffen  wird,  hängt  von  dem  Neigungswinkel  der  Strahlen 
gegen  die  erleuchtete  Fläche  ab.  Sie  ist  am  grössten,  wenn  die  Strahlen 
senkrecht  zu  der  Fläche  stehen  und  nimmt  um  so  mehr  ab,  je  spitzer  der 
Winkel  ist,  unter  welchem  die  Strahlen  die  Fläche  treffen.  Um  das  gesetz- 
massige  dieser  Erscheinung,  welche  schon  die  Erfahrung  lehrt,  klarer  zu 
stellen,  nehmen  wir  sn,  es  sei  S  (Fig.  66)  ein  Bündel  von  Parallelstrahlen, 
dessen  Querschnitt  f  ist.  Trifft  nun  dieses  Strahlenbiindel  eine  and^e  Ebene 

£E',  so  erleuchtet  das- 
selbe einen  Teil  F  der 
Ebene,  welcher  als  schie- 
fer Schnitt  des  ßündeb 
betrachtet  werden  kann. 
Es  ist  deshalb  F  >  f. 
Dieselbe  Licbtmenge, 
welche  f  erleuchtet,  trifft 
^  nun    auch    die    grössere 

Fläche  F,  woraus  sich  er- 
giebt,  dass  die  Helligkeit  der  letzteren  eine  geringere  sein  muss.  Denn  die 
Flächeneinheit  auf  F  wird  von  einer  kleineren  Menge  von  Sbtihlen  getroffen, 
als  diejenige  des  Querschnittes  f.  Bezeichnet  man  die  Lichtmenge,  welche 
die  Flächeneinheit  in  f  erhält,  mit  J,  so  fällt  auf  f  sowohl  als  auch  auf  F 
die  Lichtmenge  J  ■  f.  Danach  empfängt  die  Flächeneinheit  von  F  die  Licht- 
menge: 

^-¥- 

Ist  nun  a  der  Winkel,  welchen  f  mit  F  bildet,  so  ist  bekanntlich  (da 

f  als  gerade  Projektion  von  F  betrachtet  werden  kann): 

f 
-p  =C08a. 

Hieraus  folgt: 

(1) J'  =  J-cosa. 

Der  Winkel  a  ist  auch  gleich  dem  Winkel,  welchen  eine  zur  Ebene 
EE'  errichtete  Senkrechte  MN  (Einfallslot)  mit  der  Strahlenrichtung  bildet. 
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Man  pflegt  diesen  Winkel  den  Einfallswinkel  zu  nennen.  Demnach  ist  die 
auf  die  Flächeneinheit  fallende  lichtmenge  dem  cos  des  Einfallswinkels  pro- 
portional; sie  ist  gleich  J,  wenn  a  =  0,  und  wird  0  fiir  a  =  90*^. 

Die  Helligkeit  einer  Fläche  nehmen  wir  proportional  der  Strahlenmenge 
an,  von  welcher  dieselbe  getroffen  wird.  Die  Gleichung  (1)  bleibt  deshalb 
unverändert,  wenn  J  und  die  J'  die  Helligkeiten  bei  dem  Einfallswinkel  0 
bez.  a  bedeuten. 

Nimmt  man  die  Helligkeit  bei  dem  Einfallswinkel  0  gleich  1  an,  so 
drückt  für  jeden  anderen  Einfallswinkel  der  Cosinus  desselben  die  ent- 
sprechende Helligkeit  aus.  Man  findet  hiemach  leicht  aus  den  trigono- 
metrischen Tafeln,  dass: 

für  a  =  0       die  HeUigkeit   =  1 


a—  10° 

?> 

—  0,98 

a  — 20° 

Ji 

—  0,94 

a  — 30° 

fy 

—  0,87 

a  — 40° 

fj 

—  0,77 

a  — 50° 

17 

—  0,64 

a  — 60° 

9f 

—  0,6 

a  — 70° 

>> 

—  0,34 

a  — 80° 

J? 

—  0,17 

a  —  90° 

ff 

—  0,00 

a  —  100° 

17 

—       0,17 

a—  110° 

77 

—  0,34  u.  8.  w. 

Diese  Zahlen  lassen  sich  leicht  graphisch  darstellen.     Man  zeichne  mit 
dem  Halbmesser  1  einen  Viertelkreis  (Fig.  66)  imd  teile  den  Bogen  AB  in 


Fig.  66. 


rrrxrrrrri^ 


Flg.  67. 


9  gleiche  Teile.  Projiciert  man  die  Teilpunkte  auf  den  Halbmesse  CA,  so 
geben  die  Entfernungen  ihrer  Projektionen  vom  Mittelpunkt  C  die  ent- 
sprechenden Helligkeiten  an. 
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Umgekehrt  kann  man  die  Einfallswinkel  für  gegebene  Helligkeiten  be- 
stimmen. Der  Halbmesser  CA  =  1  (Fig.  67)  sei  z.  B.  in  10  gleiche  Teile 
geteilt;  die  einzebien  Teilpunkte,  deren  Abstände  von  C  den  Helligkeiten 
0,1,  0,2,  0,3  ..  .  entsprechen,  sind  kurz  mit  1,  2,  3  .  .  .  bezeichnet.  Um 
die  Grösse  des  Einfallswinkels  für  die  Helligkeit  0,4  zu  finden,  zieht  man  im 
Teilpunkte  4  das  Lot  D4  zu  AC  und  yerbindet  D  durch  den  Halbmesser 
CD  mit  G.     Dann  ist  ACD  der  gesuchte  Einfallswinkel. 

Der  Halbmesser  AG  kann  somit  als  Mafsstab  für  die  Helligkeiten  bei 
gegebenen  Einfallswinkeln  benutzt  werden. 

Eine  Ebene  wird  bei  Beleuchtung  durch  Parallelstrahlen  an  allen  Stellen 
gleiche  Helligkeit  zeigen,  weil  der  Einfallswinkel  der  Strahlen  überall  der- 
selbe ist.  Ein  von  ebenen  Flächen  begrenzter  Körper  zeigt  in  seinem 
äusseren  Anblick  verschiedene  Helligkeitsgrade  seiner  Begrenzungsflächen. 
Wird  die  Helligkeit  dieser  Flächen  in  der  Zeichnung  möglichst  getreu  wieder- 
gegeben, so  erhält  man  eine  Abbildung,  welche  der  Forderung  grösster  An- 
schaulichkeit genügt. 

Eine  krumme  Fläche  wird  von  den  Lichtstrahlen  im  allgemeinen  an 
verschiedenen  Stellen  unter  ungleichen  Winkeln  getrofifen;  sie  wird  deshalb 
auch  nicht  gleichförmig  hell  erscheinen.  Diejenigen  Punkte  der  Fläche,  für 
welche  der  Einfallswinkel  der  Strahlen  derselbe  ist,  haben  gleiche  Helligkeit, 
und  der  Ort  aller  Punkte  der  krummen  Fläche,  welchen  gleiche  Helligkeit 
zukommt,  wird  eine  Lichtgleiche  (Isophote)  der  Fläche  genannt.  Während 
der  Grad  der  HelUgkeit  für  Körper,  welche  von  ebenen  Flächen  begrenzt 
sind,  nur  für  jede  Seitenfläche  ermittelt  zu  werden  braucht,  hat  man  bei 
einer  krummen  Oberfläche  eine  Anzahl  von  Lichtgleichen  zu  bestimmen,  um 
ein  anschauliches  Bild  von  der  Lichtverteilung  zu  erhalten. 

Unter  den  krummen  Flächen  ist  nun  die  Kugelfläche  diejenige,  deren 
Lichtgleichen  am  einfachsten  zu  bestimmen  sind.  Da  bei  der  Kugelfläche 
alle  möglichen  Einfallswinkel,  also  auch  alle  mögUchen  HeUigkeiten  vor- 
kommen, so  bieten  ihre  Lichtgleichen  auch  das  einfachste  Mittel  dar,  die 
Lichtgleichen  vieler  anderen  krummen  Flächen,  besonders  diejenigen  der 
Umdrehungsflächen  zu  ermitteln.  Endlich  sind  die  Lichtgleichen  der  Kugel 
auch  geeignet,  die  Helligkeiten  der  Seitenflächen  eines  von  Ebenen  begrenzten 
Körpers  leicht  zu  bestimmen. 

2)  Die  Lichtgleichen  der  Kugelfläche. 

Es  seien  K^  und  K,  (Fig.  68)  die  beiden  ersten  Projektionen  einer 
Kugel,  K3  die  wie  in  Fig.  56  konstruierte  dritte  Projektion  derselben.  Femer 
seien  c^d^,  c^d,,  Cgd,  die  drei  Projektionen  desjenigen  Strahles,  welcher 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht;  e,  ein  beliebiger  Punkt  des  Um- 
risses der  dritten  Projektion  und  Cjf,  der  durch  e,  gehende  Strahl,  daim 
ist  der  Halbmesser  Cje,    das  Einfallslot   und    /ge^fg    der   Einfallswinkel. 
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Man  denke  sich  den  Halbkreis  mjagi,  mit  dem  Strahl  e^t^  um  den  durch 
den  Mittelpunkt  C3  gehenden  Strahl  gedreht  Dann  beschreibt  derselbe  die 
Kugelflache  und  e^t^  behält  bei  der  Drehung   fortwährend   die  Lage    eines 


Flg.  68. 


Strahles.  Der  Halbmesser  c^e,  durchläuft  die  Lagen  der  Einfallslote  für 
alle  Lagen  des  Punktes  e,,  und  der  letztere  beschreibt  einen  Kreis,  welcher 
senkrecht  zur  Strahlenrichtung  steht.     Die  dritte  Projektion  dieses  Kreises 
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erscheint  deshalb  als  eine  zu  Cgd,  senkrechte  Gerade  ejhj.  Erste  und 
zweite  Projektion  desselben  werden  wie  diejenigen  der  Schattengrenze  in 
Fig.  56  bestimmt. 

Die  Lichtgleichen  einer  Kugelfläche , sind  hiemach  Kreise,  deren  erste 
und  zweite  Projektionen  als  Ellipsen  erscheinen.  Man  kann  bei  der  Äus- 
fiihrmng  der  Konstruktion  sich  mit  der  Ermittelung  der  Achsen  dieser 
Ellipsen  begnügen  und  dann  dieselben  mit  Hülfe  eines  Papierstreifens  nach 
dem  in  (IV,  7,  I.  Teil)  angegebenen  Verfahren  zeichnen,  wodurch  die  vielen 
HülfsUnien  erspart  werden.  Die  kleine  Achse  e^h^  derjenigen  Lichtgleiche, 
deren  dritte  Projektion  egh,  ist,  liegt  in  Cjd^;  ihre  Endpunkte  e^  und  h^ 
sind  die  Projektionen  von  e,  und  h,.     Die  grosse  Achse  k^l^  ist  gleich  ejh,. 

Zieht  man  die  Gerade  nr  parallel  zu  der  Achse  TU,  so  stellt  dieselbe 
die  Projektion  desjenigen  grössten  Kreises  der  Kugel  dar,  dessen  erste  Pro- 
jektion den  ümriss  von  K^  bildet.  In  dem  Durchschnitte  von  e^h,  mit  nr 
fallen  deshalb  die  Projektionen  t,  und  Ug  zweier  Schnittpunkte  der  gefun- 
denen Lichtgleiche  mit  diesem  grössten  Kreise  zusammen.  Die  ersten  Pro- 
jektionen t|  und  Uj  der  beiden  Schnittpunkte  erscheinen  somit  als  die  Be- 
rührungspunkte der  Ellipse  e^kihili  mit  dem  Umriss  der  ersten  Projektion 
der  Kugel. 

Die  zweite  Projektion  ist  bei  der  herkömmlichen  Lage  der  Strahlen 
(wenn  die  Projektionen  unter  45°  gegen  die  Achse  OX  geneigt  sind)  der 
ersten  kongruent.  Man  bestimmt  nun  am  vorteilhaftesten  die  Lichtgleichen 
so,  dass  ihre  HelUgkeiten  gleiche  Unterschiede  zeigen.  Um  z.  B.  diejenigen 
Lichtgleichen  zu  finden,  welche  der  Reihe  nach  die  Helligkeiten  0,  0,1,  0,2, 

0,3 1,0  haben,  teile  man  nach  1)  den  Halbmesser  Cjm,  in  10  gleiche 

Teile  und  ziehe  durch  die  Teilpunkte  Sehnen,  welche  senkrecht  zu  c^n\^ 
stehen.  Dieselben  stellen  die  dritten  Projektionen  der  gesuchten  Licht- 
gleichen dar,  woraus  nun  ihre  anderen  Projektionen,  wie  oben  angegeben, 
zu  bestimmen  sind.  Der  HeUigkeit  1  entspricht  hiemach  nur  der  Punkt 
(m^,  m,,  m^),  in  welchem  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehende 
Strahl  die  Oberfläche  derselben  trifil.  Der  grösste  Kreis,  in  welchem  die 
Kugel  von  den  Strahlen  berührt  wird,  hat  die  HeUigkeit  0,  weil  für  jeden 
seiner  Punkte  der  Einfallswinkel  90°  beträgt.  Dieser  Kreis  ist  die  schon 
in  Fig.  56  bestimmte  Grenze  des  Eigenschattens  der  Kugel.  Durch  Fort- 
setzung der  Teilung  von  Cjmg  auf  den  Halbmesser  Cjij  erhält  man  weitere 
Lichtgleichen,  welchen  wegen  der  stumpfen  Einfallswinkel  negative  Hellig- 
keiten zukommen.  Diese  Kurven  Hegen  in  dem  dunklen  Teile  der  Kugel, 
welcher  von  den  Strahlen  nicht  direkt  getroffen  wird:  sie  dienen  dazu,  die 
Abstufungen  der  Helligkeiten  in  dem  Eigenschatten  zu  bezeichnen.  Die 
dunkle  Hälfte  der  Kugel  wird  nämUch  noch  durch  Reflexlicht,  welches  von 
der  Luft  und  von  in  der  Nähe  befindlichen  Flächen  (z.  B.  die  Projektions- 
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ebenen)  herrührt ,  erleuchtet.  Die  Eigenschattengrenze  zeigt  die  geringste 
Helligkeit.  Bezeichnet  man  die  Helligkeit  des  hellsten  Punktes  mit  1,  so 
kann  man  nach  den  Untersuchungen  von  Biess  die  HelUgkeit  der  Schatten- 
grenze agb,  gleich  ^  und  die  des  Punktes  i,  etwa  gleich  ^  annehmen.  Femer 
bleibt  der  HelUgkeitsunterschied  je  zweier  Lichtgleichen,  deren  Ebenen  gleiche 

senkrechte  Abstände  haben,  stets  derselbe.  Auf  der  Lichtseite  der  Kugel 
ist  deshalb  der  Unterschied  der  Helligkeiten  zweier  benachbarten   Kurven 

gleich  ^y  und  im  Eigenschatten  beträgt  derselbe  ^.   In  Fig.  68  entsprechen 

demnach  den  Lichtgleichen  der  Reihe  nach  folgende  Helligkeiten: 

fiir  den  Punkt  m,  die  Helligkeit  1 

„      „     Kreis  +  1    „  „  f 

71       »  »        r    ^^     >7  »  3" 

»  »  >»  I      *      ?>  »  3 

fiir  die  Eigenschattengrenze  „  ^ 

„  den  Kreis  —  4  die         „         ^ 

)>        »  »  "       >>  >>  6 

J>         >>  ?7  ^      >J  »  60 

1  'f 

n       »  >>  "^      »  >>  "SIT 

,,     „    Punkt   ij       „  „  ^. 

Werden  diese  Helligkeiten  durch  entsprechende  Tuschlagen  nachgeahmt, 
so  erhält  man  ein  Bild  von  guter  plastischer  Wirkung.  Der  Schlagschatten 
ist  stets  etwas  dunkler  als  der  Eigenschatten  zu  halten. 

Da  eine  gründliche  Untersuchung  über  die  Helligkeitsverteilung  auf  der 
Kugel  mit  Berücksichtigung  des  Rückstrahlungsvermögens  der  Oberfläche, 
des  Reflexlichtes  der  Luft  und  desjenigen  von  anderen  zu  berücksichtigenden 
Flächen  u.  s.  w.  eine  schwierige  und  für  die  Ausstattung  technischer  Zeich- 
nungen sehr  zeitraubend  ist,  so  beschränken  wir  uns  im  folgenden  auf  die 
oben  angegebene  Lichtverteilung.  Dieselbe  empfiehlt  sich  durch  ihre  grosse 
Eiinüachheit  und  reicht  für  die  praktischen  Bedürfnisse,  welche  wir  hier  in 
erster  Linie  berücksichtigen  wollen,  vollständig  aus*). 

3)  Um  die  Lichtgleichen  anderer  Flächen  zu  bestimmen,  nimmt  man 
eine  Kugel,  auf  welcher  die  Lichtgleichen  schon  angegeben  sind,  zu  Hülfe. 


*)  Denjenigen,  welche  sich  für  eingehendere  Studien  in  dieser  Hinsicht  interessieren, 
und  welchen  zugleich  die  nötigen  mathematischen  Kenntnisse  zu  Oebote  stehen,  empfehlen 
wir  besonders:  Riess,  Schattierungskunde.  Ferner  enthält  das  schöne  Werk  von  Wiener, 
^DarsteUende  Geometrie^^,  ausführliche  Untersuchungen  über  die  Beleuchtungslehre,  Bd.  I, 
S.  390.  Dann:  „Burmester,  Theorie  und  Darstellung  der  Beleuchtung  gesetzniässig  ge- 
stalteter Flächen^S 

Femer  ist  noch  eine  andere  Anordnung  der  Lichtgleichen  neuerdings  von  F.  Meisel 
(8.  Repertorium  der  Physik  von  Dr.  F.  Exner)  unter  der  Benennung  „EUipsoidische 
Isophoten^*  angegeben. 
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Da  die  beiden  ersten  Projektionen  der  Kugel  mit  ihren  Lichtgleichen  bei 
der  herkömmlichen  Lage  der  Strahlen  kongruent  sind,  so  genügt  eine  Pro- 
jektion derselben.  Die  zweite  Projektion  erhält  man  durch  Drehung  der 
ersten  Projektion  um  90°. 

In  Fig.  69  ist  nun  eine  derartige  sog.  Normalkugel  in  grossem  Mafsstabe 
hergestellt,  welche  man  zum  praktischen  Gebrauche  an  einer  passenden  Stelle 
der  Zeichenfläche  mit  Heftstiften  befestigen  kann.  Die  Helligkeiten  nehmen 
auf  der  Lichtseite  vom  hellsten  Punkte  je  um  ^  ab,  somit  sind  dieselben 

für   den   hellsten   Punkt    1 

„     die  erste  Lichtgleiche  \^ 

„      „   zweite       „  f 

„      „    dritte        „  ^  u.  s.  f., 

für  die  Eigenschattengrenze  beträgt  dieselbe  ^.    Von  der  letzteren  an  nehmen 

die  Helligkeiten  der  Lichtgleichen  um  je  y^^  zu.     Dieselben  sind  also  ^V» 

ih  'f^y  i*  A>  H '  ^^^  ^^  ^^^  hellsten  Punkt  im  Eigenschatten  wie 

oben,  \.  In  der  Begel  reicht  man  jedoch  auf  der  Lichtseite  sowie  auf  der 
Schattenseite  mit  etwa  6  Kurven  aus.  Nur  ftir  Zeichnungen  in  sehr  grossem 
Mafsstabe  dürften  mehr  Lichtgleichen  erforderUch  sein. 

Die  Berührungspunkte  der  Lichtgleichen  mit  dem  scheinbaren  Umriss 
der  Kugel  sind  durch  kleine  Querstriche  markiert. 

4)  Lichtgleichen  auf  einer  Cylinderfläche  (Fig.  70). 

a.  Der  CyUnder  sei  gerade,  habe  eine  kreisförmige  Grundfläche  und 
stehe  auf  der  ersten  Projektionsebene. 

Es  sei  K  die  zweite  Projektion  einer  Kugel  mit  ihren  Lichtgleichen, 
welche  dem  Gylinder  einbeschrieben  ist,  und  die  Mantelfläche  desselben  in 
einem  grössten  Kreise  berührt.  Die  zweite  Projektion  des  letzteren  ist  die 
zur  Achse  OX  parallele  Gerade  a,bg,  welche  die  Lichtgleichen  der  Kugel 
in  den  Punkten  T,  2',  3'  .  .  .  schneidet.  In  jedem  dieser  Punkte  haben 
Gylinder-  und  Kugelfläche  eine  gemeinschaftliche  Berührungsebene;  folglich 
auch  gleiche  Helligkeiten.  Da  jede  Berührungsebene  die  Cylinderfläche  in 
einer  Geraden  berührt,  so  sind  diejenigen  Seitenlinien  der  Cylinderfläche, 
welche  durch  die  Punkte  1',  2',  3'  .  .  .  gehen,  die  gesuchten  Lichtgleichen. 

Wenn  man  diese  Punkte  mit  Hülfe  einer  Normalkugel  bestimmen  will, 
so  ist  zu  berücksichtigen,  dass  zwei  Kugeln  mit  ihren  Lichtgleichen  ähnliche 
Figuren  sind.  Man  zieht  deshalb  durch  den  Mittelpunkt  m,  der  Normal- 
kugel den  Durchmesser  fgg^  parallel  OX.  Derselbe  stellt  die  Projektion  des 
dem  Berührungskreise  a^bg  ähnlich  liegenden  Kreises  der  Normalkugel  dar. 
Die  Schnittpunkte  T,  U'  .  .  .  von  f,gg  mit  den  Lichtgleichen  der  letzteren 
sind  jetzt  die  zu  T,  2'  .  .  .  ähnlich  liegenden  Punkte.  Um  dieselben  ent- 
sprechend auf  a^bg  zu  übertragen,  ziehe  man  die  Halbmesser  c^d,  und  m^  n. 
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senkrecht  zu  OX.    Legt  man  nun  durch  d,   die  Gerade  d,  1'   parallel   zu 
o^r,  so  erhält  man  den  Pimkt  l'  u.  s.  f. 

Noch  besser  werden  die  Lichtgleichen  mit  Hülfe  der  ersten  Projektion 
der  Normalkugel  bestimmt.  Die  erste  Projektion  des  Kreises  ^gs  bildet  den 
Umriss,  und  die  ersten  Projektionen  I,  II  .  .  .  der  Punkte  Vy  IV  .  ,  .  sind 


nach  Fig.   68  ermittelt.     Man   zieht   die  Badien   c^  1,  0^2,  c^S  .  .  .  bez. 
parallel  zu  m^I,  ni^II,  m^III  .  .  .  .  Hierdurch  erhält  man  die  Punkte  1,  2, 
3  .  .  .  der  ersten  Projektion.    Durch  Hinau^rojicieren  dieser  Punkte  erhält 
man  die  Lichtgleichen  der  Gyhnderflächen  in  der  zweiten  Projektion. 
b.  Der  Cylinder  liege  auf  der  ersten  Projektionsebene. 

Sehlotke,  Dantellend«  Oeometrie.   n.  2/S.  4 
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Aul.  zur  Aufl.  Man  lege  durch  den  Mittelpunkt  der  ersten  Projek- 
tion der  Normalkugel  einen  Schnitt  parallel  zur  Grundfläche  des  Cylinders. 
Derselbe  trifiEt  die  Lichtgleichen  der  Normalkugel  in  Punkten,  welche  man 
wie  oben  auf  die  Projektion  der  Grundfläche  des  Cylinders  übertragen  kann. 

c.  Die  Lichtgleichen  eines  geraden  auf  der  ersten  Projek- 
tionsebene stehenden  Cylinders  mit  elliptischer  Grundfläche  zu 
bestimmen. 

Anl.  zur  Aufl.  Man  lege  an  den  Cylinder  Berührungsebenen,  welche 
zu  den  die  Normalkugel  in  den  Punkten  I,  U,  HI  .  .  •  berührenden  Ebenen 
parallel  sind.  Dieselben  berühren  die  CyHnderfläche  in  den  gesuchten  Licht- 
gleichen. 

d.  Man  bestimme  die  Lichtgleichen  einer  schiefen  Cylinderfläche. 

5)  Lichtgleichen  eines  geraden  Kegels  mit  kreisförmiger 
Grundfläche,  welcher  auf  der  ersten  Projektionsebene  steht 
Fig.  70  (a). 

Man  lege  um  die  Normalkugel  eine  berührende  Kegelfläche,  welche 
der  gegebenen  ähnUch  und  in  ähnlicher  Lage  ist.  Die  beiden  zu  h^s,  und 
ijSj  parallelen  Tangenten  u^t,  bez.  v^t,  bilden  die  äussersten  Seitenlinien 
derselben.  Diese  Kegelfläche  berührt  die  Normalkugel  in  einem  Kreise, 
dessen  zweite  Projektion  die  zur  Achse  OX  parallele  Verbindungslinie  der 
beiden  Berührungspunkte  u,  und  v^  ist.  In  den  Schnittpunkten  dieses 
Kreises  mit  den  Lichtgleichen  der  Kugel  haben  Kegel-  und  Kugelfläche  ge- 
meinschaftliche Berührungsebenen,  folgUch  sind  die  durch  diese  Schnitt- 
punkte gehenden  Seitenlinien  die  Lichtgleichen  der  Hül&kegelfläche. 

Da  nun  die  beiden  Kegelflächen  ähnlich  sind,  so  zieht  man  diirch  die 
Spitze  S2  die  gesuchten  Lichtgleichen  parallel  zu  denjenigen  der  Hülfs- 
kegelfläche. 

Hiemach  werden  alsdann  noch  die  ersten  Projektionen  der  Lichtgleichen 
bestimmt  Man  kann  auch  die  erste  Projektion  u^y^  des  Berührungskreises 
u^v,  zeichnen.  Die  Verbindungslinien  von  m^  mit  den  Durchschnittspunkten 
dieses  Kreises  und  den  Lichtgleichen  der  Normalkugel  sind  die  ersten  Pro- 
jektionen der  Lichtgleichen  des  Hülfakegels.  Die  ersten  Projektionen  der 
Lichtgleichen  des  gegebenen  Kegels  sind  dann  parallel  zu  denselben. 

Man  bestimme  hiemach  die  Lichtgleichen  für  Fig.  68. 

6)  Ermittelung  der  Helligkeiten  der  ebenen  Seitenflächen 
gegebener  Körper  mit  Hülfe  der  Normalkugel. 

Als  Beispiel  dient  Fig.  71,  welche  die  Projektionen  zweier  aufeinander 
gestützten  rechtwinkligen  Parallelepipeda  darstellt. 

Um  die  Helligkeit  einer  ihrer  Lage  nach  gegebenen  Ebene  £  zu  finden, 
legt  man  an  die  Normalkugel  eine  zu  E  parallele  Berühmngsebene.  Die 
Helhgkeit   des  Berührungspunktes    derselben  ist  gleich   der  Helligkeit    der 
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Ebene  £.     Der  Berührungspunkt  ist  aber  der  Endpunkt  desjenigen  Halb- 
messers  der  Kugel,  welcher  senkrecht  zu  E  steht 

Um  hiemach  die  Helligkeit  der  Fläche  (aib^c^di,  a^b^Cid,)  zu  finden, 
ziehe  man  die  erste  Projektion  des  Halbmessers  m|l  senkrecht  zu  a^b^, 
weldie  mit  der  ersten  Spur  dieser  Fläche  parallel  ist  (s.  HI,  19,  I.  Teil). 
Nun  bestimmt  man  den  Neigungswinkel  gifig^  der  Fläche,  oder  was  das- 


FI«.  71. 

selbe  ist,  derjenigen  der  zu  ihr  parallelen  Fläche  (e^figib^,  e^^Ss^s)  g^S^^ 
die  erste  Projektionsebene,  indem  man  die  Höhe  des  Punktes  g,  über  der 
Achse  OX  senkrecht  zu  f^g^  nach  g^g^  aufträgt,  dann  die  Grerade  f^g'  zieht. 
Durch  m,  1  legt  man  eine  Ebene  senkrecht  zu  P^.  Diese  schneidet  die 
Kugel  in  einem  grössten  Kreise,  welchen  man  um  seinen  zu  P^  parallelen 
Ihudunesser  dreht,  bis  derselbe  mit  dem  Umiiss  der  ersten  Projektion  zu- 
sammenfallt.    Zieht  man  nun  m^  1^  senkrecht  zu  f^  g,  und  dreht  jetzt  den 

4* 
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Kreis  wieder  ia  seine  vorige  Lage  zuräck,  so  gelangt  1'  nach  1  (wo  die 
Gerade  1'  1  _|_  m^  1  steht)  und  dieser  letztere  Funkt  bezeichnet  nun  auf  der 
Engelfläche  di^enige  Stelle,  welche  dieselbe  Helligkeit  wie  die  Fläche 
(aibiCidi,  a,b,c,dj)  hat. 

In  gleicher  Weise  kann  mau  die  Helligkeiten  der  übrigen  Flächen  be- 
So  ist,  wie  leicht  ersichüidi,  die  Helligkfät  der  Fläche  (aihif,e,, 


a,b,4et)  derjenigen  des  Punktes  {2,  2"),  (wo  m^  2'  J^  m,  1'  und  2' '2  _|_  m,  2) 
der  Normalkugel  gleich.  Besonders  einfach  ist  die  Ermittelung  für  solche 
F^hen,  welche  senkrecht  zu  einer  der  Projektionsebenen  stehen.  Als 
Ubungsbeispiele  dienen  die  Figuren  3:2 — 54. 

7)  Ermittelung  der  Lichtgleichen  anf  Umdrehungsflächeo. 

Sk.  Lichtgleichen  einer  Bingfläche  (Fig.  72). 
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Die  Umdrehungsachse  der  Rmgfläche  stehe  senkrecht  zu  P^.  Es  sei 
a,bjC,  die  zweite  Projektion  eines  Kegels,  welcher  den  Ring  in  einem  als 
die  Gerade  a^b,  erscheinenden  Kreise  berührt.  Ebenso  sei  a'b'c'  die  Pro- 
jektion eines  die  Normalkugel  in  a'b'  berührenden  Kegels ,  welcher  dem 
Torigen  ahnlich  und  in  ähnlicher  Lage  ist.  Die  Lichtgleichen  dieses  Kegels 
sind  die  Ton  c'  nach  den  Schnittpunkten  T,  2',  3  •  .  .  gehenden  Seiten- 
linien, und  zu  diesen  sind  die  Lichtgldchen  des  Kegels  a^  b^  c,  parallel.  Die 
letzteren  schneiden  a^b,  in  den  Punkten  1,  2,  3  ...  ,  welche  auf  der  Bing- 
fläche  hegen  und  bez.  dieselben  HeUigkeiten  wie  die  Punkte  1^,  2',  3'  .  .  ' 
der  Normalkugel  haben.  In  gleicher  Weise  bestimmt  man  diejenigen  Punkte 
auf  anderen  zur  Umdrehungsachse  senkrechten  Schnitten,  welchen  dieselben 
Helligkeiten  zukommen,  und  hierdurch  endlich  die  Lichtgleichen  der  Bingfläche. 

Man  kann  auch  statt  des  Kegels  eine,  die  Ringfläche  in  a,  b,  berührende 
Kugelfläche  benutzen.  Der  Mittelpunkt  m  liegt  in  der  Verlängerung  des 
zu  %C2  senkrechten  Halbmessers  ajdj.  Dann  sind  a'b'  und  a^b,  die  Pro- 
jektionen ähnlich  liegender  Kreise  dieser  und  der  Normalkugel.  Demnach 
findet  man  auch  die  zu  1',  2',  3'  .  .  .  ahnlich  hegenden  Punkte  1 ,  2,  3  ... , 
wenn  man  die  Geraden  ml,  m2,  m3  .  .  .  bez.  parallel  zu  m'T,  m'2', 
m'3'  .  .  .  zieht. 

Aus  den  zweiten  Projektionen  dieser  Punkte  findet  man  auf  bekannte 
Weise  leicht  die  ersten  Projektionen  derselben. 

Noch  besser  bestimmt  man  die  ersten  Projektionen  der  Lichtgleichen 
unabhängig  vom  Aufinss  auf  folgende  Weise.  Wenn  eine  Kugel,  deren  Halb- 
messer demjenigen  des  Meridians  der  Ringfläche  gleich  ist,  sich  innerhalb 
der  letzteren  bewegt,  so  berührt  sie  die  Ringfläche  bei  jeder  Lage  in  einem 
Kreise,  welcher  senkrecht  zu  P^  steht.  Ist  nun  k  eine  Lage  der  beweg- 
lichen Kugel  und  der  Durchmesser  f  g  die  Projektion  ihres  Berührungskreises 
mit  der  Ringfläche,  so  zeichnet  man  auf  der  um  den  Mittelpunkt  e  be- 
schriebenen Kugelfläche  k'  von  gleicher  Grösse  die  Projektion  fg'  des  ähn- 
lich hegenden  Kreises.  Der  letztere  schneidet  die  Lichtgleichen  der  Kugel 
k'  in  den  Punkten  T,  II',  HI'  .  .  .  ,  welche  man  durch  einfaches  Abmessen 
nach  I,  II,  in  .  . .  auf  fg  übertragen  kann. 

Wie  lassen  sich  diese  Punkte  auch  mit  Hülfe  der  ersten  Projektion  der 
Normalkugel  finden? 

Durch  die  Gerade  11',  welche  parallel  zur  ersten  Projektion  der  Strahlen- 
richtung durch  den  Mittelpunkt  e'  geht,  wird  die  erste  Projektion  der  Ring- 
fläche und  diejenige  der  Kugel  k'  mit  ihren  Lichtgleichen  bez.  in  zwei  kon- 
gruente Teile  geteilt  Es  ist  deshalb  ersichtUch,  dass  man  die  Punkte  T, 
II',  in'  .  -  -  auch  auf  hi,  sowie  auf  kn  und  op  (wenn  /  ke'l  =  /  fe'l  ist) 
übertragen  kann. 

Bemerkenswert  ist  noch,  dass  die  Ringfläche  zwei  Lichtgleichen  besitzt, 
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welche  sich  schneiden.  Für  alle  Lagen  der  beweglichen  Kugel  hat  der 
höchste  Punkt  derselben  (dessen  Projektion  mit  e'  zusammenföllt)  gleiche 
Helligkeit.  Der  Ort  dieses  Punktes  ist  aber  ein  um  e'  als  Mittelpunkt  ge- 
zeichneter Kreis,  dessen  Halbmesser  ee'  ist.  Legt  man  femer  durch  e'  noch 
eine  Lichtgleiche  auf  k',  welche  in  Fig.  72  durch  eine  punktierte  Ellipse 
angegeben  ist,  so  entspricht  dieser  eine  Lichtgleiche  der  Eingfläche  (eben- 
fisdls  punktiert  angedeutet),  welche  jenen  Kreis  in  zwei  Punkten  a  und  ß 
schneidet.  Diese  beiden  Lichtgleichen  haben  selbstverständlich  dieselbe 
Helligkeit     (Die  Gerade  aß  geht  durch  e'  und  steht  senkrecht  zu  U'). 

b.  Der  Bing  sei  hohl;  die  obere  Hälfte  ist  nicht  Torhanden  (Fig.  73). 
In  diesem  Falle  benutzt  man  für  die  Darstellung  der  ersten  Projektion  die 


TT 
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rif.  73. 


Fig.  74. 


untere  Hälfte  einer  Hohlkugel  mit  ihren  Lichtgleichen.  Die  letztere  erhält 
man,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  durch  Drehung  der  Normalkugel  um  180'', 
und  zwar  um  denjenigen  Durchmesser  derselben,  welcher  senkrecht  zu  Pj 
steht.  Bequemer  ist  es,  der  Hülfskugel  den  Durchmesser  des  Meridians  der 
inneren  Ringfläche  zu  geben,  dann  findet  man  die  Lichtgleichen  auf  die- 
selbe Weise  wie  in  Fig.  72.  In  der  zweiten  Projektion  sind  nur  die  licht- 
gleichen  auf  der  äusseren  Bingfläche  zu  ermitteln,  und  zwar  wie  in  a.  mit 
Hülfe  der  Normalkugel. 

Der  /Schlagschatten,  welcher  auf  die  Projektionsebenen  fällt,  wird  auf 
bekannte  Weise  konstruiert.  Z\a  Bestimmung  des  inneren  Schlagschattens 
wendet  man  das  in  (I,  20,  2.  Lösung)  angegebene  Verfahren  an. 


Kg.  69  (s.  S.  48). 
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Flg.  75. 


Fig.  76. 


Flg.  77. 


Fig.  7Jt 

c.  Die  Lichtgleichen  auf  den  Oberflächen  der  in  den  Figuren  72 — 78 
dargestellten  Umdrehungskörper  zu  finden.     (Die  Figuren  sind  in   { 
Mafsstabe    auszufuhren.) 
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Das  Resultat  der  bei  Fig.  77  yorkommenden  Schattenkonstruktion  und 
die  Darstellung  der  Lichtverteilung  mit  Hülfe  der  Lichtgleichen  ist  in  Fig.  77a 
angegeben. 

8)  Die  Lichtgleichen  auf  der  in  Fig.  79  durch  erste  und  zweite  Pro- 
jektion dargestellten  Schraubenröhrenfläche  zu  finden  und  die  Schlagschatten 
zu  konstruieren.  Eine  Kugel ,  deren  Durchmesser  gleich  dem  der  Röhren- 
fläche ist,  bewege  sich  innerhalb  derselben.  Sie  wird  dann  von  der  letzteren 
bei  jeder  Lage  in  einem  grössten  Kreise  berührt,  dessen  Neigungswinkel 
gegen  die  erste  Projektionsebene  unveränderlich  ist  (s.  VIII,  19,  I.  Teil). 
Infolgedessen  erscheint  auch  die  erste  Projektion  dieses  Kreises  bei  allen 
Lagen  desselben  als  Ellipse  von  unveränderlicher  Gestali  Ist  (K^Ks)  die- 
jenige Lage  der  Kugel,  für  welche  die  zweite  Projektion  des  Berührungs- 
kreises durch  die  Gerade  a^b,  dargestellt  wird,  so  ist  die  erste  Projektion 
desselben  die  leicht  zu  konstruierende  Ellipse  a^Cibid^.  Die  grosse  Achse 
der  letzteren  geht  durch  den  Mittelpunkt  m^ .  Bewegt  sich  die  Kugel  weiter, 

so  dreht  sich  diese  EUipse  um  m^ .  Nun 
sei  Q  die  erste  Projektion  einer  der  be- 
wegUchen  Kugel  gleichen  Kugel,  auf  wel- 
cher die  Lichtgleichen  schon  bestimmt 
sind.  Man  zeichne  in  Q  eine  zu  a^Cibidi 
kongruente  Ellipse  aßSf,  deren  Haupt- 
achsen parallel  zu  a^^b^  und  c^d^  sind. 
Diese  schneidet  die  Lichtgleichen  der 
Kugel  in  Punkten,  welche  durch  Ab- 
messen auf  die  Fllipse  ajCibidi  übertragen 
werden.  Durch  Veränderung  der  Lage 
der  beweglichen  Kugel  kann  man  hier- 
nach beUebig  viele  Punkte  der  gesuchten 
Lichtgleichen  bestimmen.  Jede  der  in 
Q  gezeichneten  Ellipsen  kann  übrigens 
zweimal  benutzt  werden.  So  gilt  die  in 
Q  angegebene  Ellipse  a^ßS  sowohl  für 
die  Bestimmung  der  Punkte  auf  aiC^bidi 
als  auch  auf  derjenigen  Ellipse  a'c'b'd', 
deren  grosse  Achse  in  der  Verlängerung 
von  Cjdj  hegt.  Es  ist  nur  zu  berück- 
sichtigen, dass  bei  der  ersteren  Cib^di, 
und  bei  der  letzteren  c'a'd'  die  Projektion  der  oberen  sichtbaren  Hälfte 
darstellt. 

Diese  etwas  umständUche  Ausfuhrung  der  Konstruktion  wird  man  sich 
bedeutend  erleichtem  durch  Übertragung  der  ElUpse  ajCibidj   auf  Paus- 


Fig.  78. 
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II.  AbschDitt. 


papier.     Legt  man  die  Pause  entsprechend  der  Lage  aiCib^di,  wie  oben 
angegeben,  auf  Q,  so  kann  man  die  Schnittpunkte  der  Ellipse  mit  den  Lichtr 


Fig.  79. 


gleichen  ohne  weiteres  übertragen.     Man  sieht  dann  leicht,  dass  die  übrigen 
Lagen  der  Ellipse  selbst  nicht  gezeichnet  zu  werden  brauchen. 


Beleuchtangslehre.  59 

Sind  nun  die  Projektionen  der  Lichtgleichen  gefiinden,  so  konstruiert 
man  den  Schlagschatten,  welchen  die  Röhrenfläche  auf  die  Projektionsebenen 
wirft.  Derselbe  rührt  von  der  Eigenschattengrenze  her  und  kann  deshalb 
punktweise  bestimmt  werden. 

Der  Schlagschatten  lässt  sich  auch  unabhängig  von  der  Eigenschatten- 
grenze bestimmen.  Man  konstruiert  die  Schlagschatten  aller  der  vorhin  be- 
nutzten Kugeln,  welche  Ton  der  Röhrenfläche  eingehüllt  werden.  Dieselben 
sind,  wenn  man  zunächst  den  auf  die  erste  Projektionsebene  fallenden  Schatten 
bestimmen  will,  kongruente  Ellipsen  von  ähnlicher  Lage  mit  dem  Schatten  S 
der  Kugel  Q.  Man  bestimmt  also  die  Schatten  der  Mittelpunkte  der  be- 
weghchen  Kugeln  und  überti^lgt  nun  mittelst  Pauspapiers  die  Ellipse  S  so, 
dass  ihr  Mittelpunkt  nach  und  nach  auf  jene  fallt  und  ihre  Achsen  stets 
denen  Ton  S  parallel  bleiben.  Die  Einhüllende  aller  dieser  Ellipsen  ist  der 
gesuchte  Schatten  auf  der  ersten  Projektionsebene. 

In  gleicher  Weise  findet  man  den  Schatten  auf  der  zweiten  Projektions- 
ebene, welcher  sich  übrigens  auch  wie  in  (I,  27,  Fig.  60)  leicht  aus  dem 
auf  die  erste  Projektionsebene  fallenden  Schatten  ergiebt. 

Endlich  bestimme  man  noch  den  Schatten,  welchen  der  obere  Teil  des 
Rohres  auf  den  naher  an  der  zweiten  Projektionsebene  liegenden  Teil  des- 
selben wirft. 


Anhang. 

Yermlselite  Aufgaben. 

1)  Die  Schattenkonstniktion  für  ein  Umdrehungsellipsoid  auszuführen 
und  zwar: 

a.  Schlagschatten  und  Eigenschattengrenze   bei  endlicher  Entfernung 

der  Lichtquelle  zu  finden, 
ß.  Schlagschatten,   Eigenschatten  und  eine  Anzahl  von  Lichtgleichen 

bei  Beleuchtung  durch  Parallelstrahlen  zu  bestimmen. 

2)  Von  einem  hohlen  Umdrehungsellipsoid,  dessen  Drehachse  senkrecht 
zu  P^  steht,  wird  durch  eine  zu  Pg  parallele  Ebene  die  vordere  Hälfte  ab- 
geschnitten. Man  soll  den  Schlag-  und  Eigenschatten  und  die  Lichtgleichen 
der  anderen  Hälfte  bei  der  Annahme  paralleler  Strahlen  bestimmen.  (EUlip- 
tisches  Gewölbe.) 

3)  Schlagschatten  und  Eigenschattengrenze  einer  Ringfläche  zu  kon- 
struieren bei  endlicher  Entfernung  der  Lichtquelle. 

4)  Zwei  ineinander  hängende  Ringfiächen  (KettengUeder  sind  gegeben). 
Man  soll  die  Schattenkonstruktion  ausfuhren  imd  die  Lichtgleichen  bestimmen. 

6)  Bei  den  Umdrehungskörpem  (Fig.  94,  L  Teil)  die  Schattenkonstniktion 
und  die  Konstruktion  der  Lichtgleichen  auszufuhren. 

6)  Ebenso  für  ein  einfächeriges  Umdrehungshyperboloid  und  für  ein 
Umdrehungsparaboloid  die  Schattenkonstruktion  und  diejenige  der  Licht- 
gleichen  auszuführen. 

7)  Auf  der  ersten  Projektionsebene  P^  hegt  eine  spiegelnde  Fläche  f^ 
welche  von  einer  Ellipse  begrenzt  ist.  Alle  Strahlen,  welche  P|  innerhalb 
dieser  Ellipse  treflFen,  werden  zmückgeworfen  und  erleuchten  einen  Teil  F 
der  zweiten  Projektionsebene.  Man  soll  den  Umriss  von  F  konstruieren  a.  bei 

Annahme  eines  gegebenen  Punktes  L  als  Lichtquelle;  ß.  für  Parallelstrahlen. 

Anm.  Bei  der  Zorückwerfung  (ReflexioD)  der  lichtstrahlea  bilden  der  auffaUende 
und  der  zurückgeworfene  Strahl  gleiche  Winkel  mit  dem  Einfallslot. 

8)  Dieselbe  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  die  zurückgeworfenen  Strahlen  nicht 
auf  die  zweite  Projektionsebene,  sondern  auf  eine  Hohlcylinderfläche  &llen, 
deren  Achse  zu  P^  senkrecht  steht. 

9)  Die  Aufgaben  (7)  und  (8)  für  schiefe  Projektion  zu  lösen. 

10)  Den  Schlagschatten,  Eigenschatten  und  die  nötigen  Lichtgleichen 
bei  einem  Tonnengewölbe  zu  finden,  wenn  die  Achse  desselben  parallel  zu 
Pi  ist,  aber  nicht  senkrecht  zu  P^  steht. 
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Vorwort. 


Der  dritte  Teil  dieses  Werkes  enthält  die  Grundzüge  der  Linearper- 
spektive.  Es  soll  hiermit  dem  praktischen  Zeichner  und  besonders  dem 
Techniker  eine  möglichst  einfache  Darstellung  der  Konstruktion  perspek- 
ÜTischer  Zeichnungen  dargeboten  werden,  welche  allerdings  einige,  wenn 
auch  mir  wenige  Vorkenntnisse  der  Geometrie  beansprucht.  Ohne  diese  ist 
überhaupt  ein  wirkHches  Studium  der  Perspektive  nicht  möglich,  wenn  man 
sich  nicht  mit  unverstandenen  mechanischen  Regeln  begnügen  will,  bei  deren 
Anwendung  der  Zeichner  aber  in  seiner  Unkenntnis  leicht  den  grössten 
Fehlem  ausgesetzt  ist. 

Es  sind  allerdings  und  sogar  noch  in  den  letzten  Jahren  mannigfiEiche 
Versuche  gemacht  worden,  die  Linearperspektive  von  der,  wie  es  scheint, 
lästigen  mathematischen  Begründung  frei  zu  machen,  und  dieselbe,  wie  man 
zu  sagen  pflegt,  rein  auf  Anschauung  zu  stützen.  Aber  diese  Versuche  sind 
vergebUch  und  manche  derselben  fallen  geradezu  der  Lächerlichkeit  anheim. 
Was  soll  man  sich  z.  B.  bei  der  Erklärung  denken:  „Die  Grenze  zwischen 
Himmel  und  Erde  heisst  der  Horizont"  oder  wie  in  einem  anderen  Lehr- 
buche (welches  nach  dem  eigenen  Urteil  seines  Verfassers  nicht  mehr  über- 
troffen werden  kann)  zu  lesen  ist:  „Je  weiter  ein  Gegenstand  in  die  Ferne 
tritt,  desto  kleiner  wird  er  nach  allen  Seiten  hin,  bis  er  auf  der  Horizont- 
linie sich  in  einen  Punkt  vereinigt  und  unsichtbar  wird.  Diese  Horizontlinie 
oder  kurzweg  Horizont  genannt,  ist  für  den  Zeichner  das  Wichtigste",  u.  s.  f. 
Oder:  „Steht  uns  ein  rechtwinkliger  Gegenstand  auf  einer  seiner  Seitenfront 
gegenüber,  das  ist  parallel  mit  der  Stellung  des  Zeichners,  dann  zieht  sich 
die  andere  sichtbare  Seite  geometrisch  ganz  direkt  nach  hinten,  ohne  Ab- 
weichung nach  rechts  oder  links  zurück,  was  auf  dem  Papier  senkrecht  er- 
scheint", u.  s.  f. 

Aus  diesen  Proben,  deren  wir  noch  eine  Menge  anderer  hinzufügen 
könnten,    ist  zu  ersehen,    wohin  vollständige  Unkenntnis  der  Sache  führt. 


IV  Vorwort. 

Der  Anfänger  möge  deshalb  die  wenigen,  leicht  zu  fassenden,  auf  geometrischer 
Grundlage  beruhenden  Gesetze  der  Linearperspektive  gründlich  studieren. 
AUes  übrige  wird  ihm  bei  den  Anwendungen  alsdann  keine  Schwierigkeiten 
mehr  bereiten.  Das  letztere  gUt  namentlich  fiir  den  technischen  Zeichner, 
welcher  ohnehin  durch  die  Kenntnis  der  Darstellenden  Geometrie  besser  auf 
das  Studium  der  Linearperspektive  vorbereitet  ist. 

Die  im  Buche  enthaltenen  Anwendungen  auf  grössere  Beispiele  sollen 
nur  als  Anleitung  dienen. 

Zu  selbständigen  Übungen  A\ird  man  am  besten  aus  der  eigenen  Um- 
gebung Beispiele  wählen  imd  dieselben  nach  Aufoahme  durch  Messung  per- 
spektivisch darzustellen  suchen.  In  erster  Linie  kommt  für  die  eigentliche 
Konstruktion  die  Darstellung  solcher  Gegenstände  in  Betracht,  welche  von 
Ebenen  oder  gesetzmässig  gestalteten  krummen  Flächen  begrenzt  sind,  also 
Gebäude,  Innenansichten  von  Treppen,  Gewölben  u.  s.  w.  Doch  ist  eine 
genaue  Keimtnis  der  Perspektive,  auch  für  das  Zeichnen  landschaftlicher 
Motive  u.  s.  w.,  wobei  man  allerdings  nicht  mehr  konstruiert,  das  wichtigste 
Hül&mittel  für  naturwahre  Darstellung. 

Der  Vollständigkeit  wegen  sind  noch  Anwendungen  auf  Vogelperspek- 
tive, auf  das  Zeichnen  stereoskopischer  Figuren,  und  auf  die  Herstellung  von 
Panoramen,  sowie  endlich  die  Grundzüge  der  Eeliei^erspektive  hinzugefugt 
worden. 

Der  Yerfasser. 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


Der  zweiten  Auflage  sind  ausser  einigen  Verbesserungen  auch  noch 
mehrere  neue  Aufgaben  hinzugefugt.  Zu  weiteren  Änderungen  lag  zu- 
nächst keine  Veranlassung  vor. 

Der  Yerfosser. 
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Einleitung. 


1)  Die  Perspektive  ist  derjenige  Teil  der  Darstellenden  Geometrie,  wel- 
cher die  Herstellung  der  Abbildungen  räumlicher  Gebilde  auf  einer  Ebene 
(Bildfläche)  lehrt,  vorausgesetzt,  dass  das  Auge  in  endlicher  Entfernung  von 
dem  abzubildenden  Gegenstand  und  von  der  Bildfläche  sich  befindet.  Da 
nach  der  Einleitung  des  I.  Teiles  des  Werkes  eine  Abbildung  durch  Proji- 
cieren  aller  Ecken,  Kanten  etc.  des  Gegenstandes  von  dem  Punkte  aus  ent- 
steht, in  welchem  das  Auge  postiert  ist,  so  folgt,  dass  die  Abbildungen  in 
diesem  Falle  Centrnlprojektionen  sind.  Demnach  werden  in  der  Perspektive 
diejenigen  Hilfsmittel  aufgesucht,  welche  zur  Konstruktion  der  Centralpro- 
jektionen  erforderUch  sind;  zugleich  zieht  die  Perspektive  besonders  diejenigen 
Eigenschaften  der  letzteren  in  den  Kreis  ihrer  Untersuchungen,  welche  für 
das  Zeichnen  von  hervorragender  Wichtigkeit  sind. 

Es  soll  nun  zunächst  an  einem  einfachen  Beispiel  die  Herstellung  der 
Centralprojektion  eines  Gegenstandes  erläutert  werden.  Die  Projektion  ist 
bestimmt,  wenn  die  Lage  des  Auges  (Projektionscentrum),  die  Lage  der  Bild- 
fläche, femer  diejenige  des  abzubildenden  Gegenstandes  und  die  Dimensionen 
des  letzteren  gegeben  sind.  Man  bedient  sich  zur  Darstellung  derselben  am 
l)esten  der  im  L  Teile  erörterten  geraden  Parallelprojektionen,  deren  Kenntnis 
in  der  Perspektive  vorausgesetzt  wird. 

Es  seien  Qj  und  Qg,  Fig.  1,  erste  bez.  zweite  Projektion  eines  recht- 
TÄinkhgen  Parallelepipedums;  A^  und  Ag  ebenso  die  Projektionen  des  Punktes 
A,  in  welchem  sich  das  Auge  befindet  (Augenpunkt).  Die  Bildfläche  sei 
ein  Rechteck,  welches  senkrecht  zu  den  beiden  ersten  Projektionsebenen 
steht,  so  dass  die  Projektionen  desselben  die  beiden  zur  Achse  OX  senk- 
rechten Geraden  OY  und  OZ  sind  (Grundlinie  und  Höhe   des  Rechtecks). 

Man  ziehe  nun  von  einem  beliebigen  Eckpunkte,  z.  B.  von  (a^,  a^) 
den  Strahl  (a,Aj,  agAj)  nach  dem  Augenpunkte;  derselbe  schneidet  die  Bild- 
fläche in  einem  Punkte  M,  dessen  Projektionen  m^  und  m^  sind.  Durch 
diese  beiden  Projektionen  ist  die  Lage  des  Punktes  M  bestimmt.  In  gleicher 
Weise  findet  man  die  Durchschnitte  aller  übrigen  Strahlen  mit  der  Bildfläche. 

Schlot ke,  DariWlende  Geometrie.  III.  2.  Aufl.  1 


2  Einleitung. 

Um  nun  die  eigentliche  Abbildung  des  Parallelepipedums  in  ihrer  wahren 
Gestalt  darzustellen,  legt  man  die  Bildfläche  auf  die  Zeichenfläche  so,  dass 
die  Grundlinie  OY  nach  O'Y',  die  Höhe  OZ  nach  O'Z'  gelangt  Den  vor- 
hin bestimmten  Punkt  M  erhält  man,  wenn  man  0'm/  =  Omi  macht  und 


ng.  1. 

in  m/  die  Gerade  m/M  =  Omj,  senkrecht  zu  O'Y'  aufträgt.  Werden  nun 
in  gleicher  Weise  die  Abbildungen  der  übrigen  Ecken  bestimmt,  so  ergiebt 
sich  hieraus  leicht  die  in  Fig.  1  dargestellte  Abbildung  Q  des  Parallelepi- 
pedums. 

Dieses  Verfahren,  welches  man  die  „Durchschnittsmethode''  zu  nennen 
pflegt,  ist  das  einfachste,  sich  gleichsam  von  selbst  darbietende  Mittel,  mn 
perspektivische  Abbildungen  herzustellen.  Wir  empfehlen  dem  Anfanger, 
zur  eigenen  Übung  und  zur  zweckmäfsigen  Vorbereitung  auf  das  Studium 
der  später  zu  entwickelnden  perspektivischen  Gesetze,  die  Abbildungen  der 
in  den  Figuren  2 — 4  durch  Grund-  und  Aufriss  dargestellten  Gegenstände 
in  gleicher  Weise  zu  konstruieren.  Fast  scheint  es,  als  ob  hiermit  die  Lehre 
von  der  Konstruktion  perspektivischer  Abbildungen  erledigt  wäre.  Dies 
würde  auch  wirklich  der  Fall  sein,  wenn  dieselbe  nichts  weiter  bezweckte, 
als  die  gleichsam  mechanische  Zusammensetzung  einer  Abbildung  durch  Be- 
stimmung der  Durchschnittspunkte  aller  nötigen  Sehstrahlen  mit  der  Bild- 
fläche. Das  genauere  Studium  der  Eigenschaften  perspektivischer  Abbil- 
dungen ist  aber  erforderlich,  um  einerseits  möglichst  einfache  Wege  zur 
Herstellung  derselben  kennen  zu  lernen,  andererseits  um  grössere  Sicher- 
heit des  Urteils  über  die  Richtigkeit  von  Zeichnungen  zu  erlangen. 


Einleitung.  3 

2)  Scheinbare  Grösse  und  scheinbarer  Umriss  eines  Gegen- 
standes. 


Fi«.  2. 


Fig.  s. 


Fi«.  4. 


Es  seien  (die^,  d^ej)  (Fig.  6)  die  Projektionen  einer  zur  ersten  Projek- 
tionsebene P^  senkrechten  Geraden;  Aj  und  Aj  die  Projektionen  des  Augen- 
pmiktes  und  OY  sowie  OZ  diejenigen  der  zu  P^  senkrecht  stehenden  Bild- 


4  Einleitung. 

fläche.  Wir  nehmen  an,  dass  die  durch  die  Gerade  (d^e^,  dgC,)  und  durch 
den  Augenpunkt  gelegte  Ebene  senkrecht  zur  Bildfläche,  also  auch  parallel 
zu  Pg  sei.  Zieht  man  nun  von  den  Endpunkten  der  Geraden  die  Seh- 
strahlen nach  dem   Augenpunkte,    so   schliessen   diese   einen  Winkel    ein, 


Flg.  5. 

dessen  zweite  Projektion  d^Age^  die  wahre  Grösse  desselben  dai'stellt.    Man 

nennt  diesen  Winkel,  unter  welchem  die  Gerade  dem  Auge  erscheint,  den 

Sehwinkel.     Nach  der  Grösse  desselben  pflegt  man  sich  ein  Urteil  über 

die  Länge  der  Linie,  oder  über  ihre  Entfernung  vom  Auge  zu  bilden.     Ist 

z.  B.  (bjCj,  bgCg)  eine  andere  Gerade  von  gleicher  Länge  mit  (d^e^,  d^e^), 

welche  aber  dem  Auge  näher  hegt,  so  ist  der  Sehwinkel  d^Age,  kleiner  als 

der  Winkel  bgA^Cg.    Man  schliesst  hieraus  beim  Betrachten  der  beiden  gleich 

langen  Geraden,  dass  (d^ei,  d^e^)  weiter  vom  Augenpunkt  entfernt  sein  muss 

als  die  erstere.    Jjegt  man  die  Bildfläche  in  die  Zeichenfläche  nieder,  so 

findet  man  wie  in  1)  BC  und  DE  als  die  Abbildungen  der  beiden  Geraden. 

Auf  DE  liegt  nach  der  oben    gemachten  Annahme  die  Projektion  A  des 

Augenpunktes. 

Den  Winkel,  welchen  die  beiden  Sehstrahlen  nach  den  Endpunkten  einer  Ge- 
raden einschliessen,  nennt  man  aach  wohl  die  scheinbare  Länge  der  letzteren.  Die 
Astronomen  bezeichnen  z.  B.  den  Winkel,  unter  welchem  der  Durchmesser  eines  Ge- 
stirns erscheint  als  den  scheinbaren  Durchmesser  desselben.  So  ist  z.  B.  der  schein- 
bare Durchmesser  der  Sonne  ca«  0°  32'  16";  derjenige  des  Mondes  ca.  0°  81';  der  schein- 
bare Durchmesser  des  Jupiters  in  Erdnähe  ca.  49"  in  Erdfeme,  ca.  SO"  u.  s.  1 

Es  sei  in  Fig.  6  (figj,  fjgg)  eine  dritte  Linie,  welche  ebenfalls  zu  P* 
senkrecht  steht,  imd  deren  zweite  Projektion  mit  bgCj  zusammenfallt.  Die 
letztere  Bedingung  sagt,  dass  beide  Geraden  alsdann  gleichen  Abstand  von 


Einleitung.  5 

•der  Bildfläche  haben.  Dagegen  ist  der  Abstand  der  neuen  Geraden  vom 
Auge,  wie  aus  der  ersten  Projektion  hervorgeht,  grösser  als  derjenige  der 
Geraden  (biCj,  b^c,).  Folglich  erscheint  sie  unter  einem  kleineren  Seh- 
winkel. Konstruiert  man  aber  die  Abbildung  FG  der  Geraden,  so  ergiebt 
sich  aus  dem  Zusammenfallen  der  zweiten  Projektionen  der  Sehstrahlen, 
dass  dieselbe  der  Abbildung  BC  an  Länge  gleich  wird.  Hierin  scheint  ein 
Widerspruch  zu  hegen,  insofern  als  die  Abbildungen  zweier  Geraden,  welche 
verschiedene  scheinbare  Länge  haben,  doch  gleich  gross  sein  können.  Man 
sieht  aber  leicht,  dass  die  Abbildungen  BC  und  FG  dem  senkrecht  über  A 
befindlichen  Auge  eben&lls  unter  verschiedenen  Sehwinkeln  erscheinen,  näm- 
lich unter  denjenigen,  welche  die  scheinbaren  Längen  der  abgebildeten  Linien 
angeben. 

Es  möge  hier  noch  eine  Bemerkung  angeknüpft  werden.  Man  pflegt 
wohl  zu  sagen,  ein  Gegenstand  müsse  so  gezeichnet  werden,  wie  er  dem 
Auge  erscheint.  Streng  genommen  ist  nun  der  Sachverhalt  etwas  anders, 
wie  wir  hier  an  einem  Beispiel  näher  erläutern  wollen. 

Betrachtet  man  eine  Kugel  von  einem  beliebigen  Punkte  A  aus,  so 
bilden  alle  Sehstrahlen,  welche  die  Kugel  berühren,  den  Mantel  eines  ge- 
raden Kegels,  dessen  Achse  der  von  A  nach  dem  Mittelpunkte  der  Kugel 
gehende  Strahl  ist.  Nun  berührt  jener  Kegelmantel  die  Oberfläche  der 
Kugel  in  einem  Kreise,  dessen  einzehie  Punkte  sämtUch  vom  Augenpunkte 
A  gleichen  Abstand  haben,  und  die  Ebene  dieses  Kreises  steht  senkrecht 
zu  der  Achse  des  Kegels.  Für  das  Auge  bildet  dieser  Kreis  den  äussersten 
sichtbaren  Umriss  der  Kugel,  und  weil  alle  Durchmesser  desselben  unter 
gleichen  Winkeln  von  A  aus  gesehen  werden,  so  muss  der  Eindruck  der- 
jenige einer  völligen  Gleichförmigkeit  aller  einzelnen  Teile  des  Umrisses  sein. 
In  dieser  Hinsicht  kann  man  also  sagen,  der  Umriss  einer  Kugel  erscheint 
dem  Auge,  welches  die  letztere  von  einem  beliebigen  Punkte  aus  betrachtet, 
stets  als  Kreis. 

Wird  nun  zwischen  Kugel  und  Auge  eine  Bildfläche  aufgestellt,  so  ist 
als  Abbildung  des  Umrisses  der  Kugel  der  Durchschnitt  des  von  den  Seh- 
strahlen gebildeten  Kegelmantels  mit  der  Bildfläche  zu  zeichnen.  Die  Ab- 
bildung kann  demnach  nur  ein  Kreis  werden,  wenn  die  Bildfläche  senkrecht 
zur  Achse  des  Kegelmantels  steht  In  allen  anderen  Fällen  wird  aber  die 
Abbildung  des  Umrisses  eine  ElUpse*).  Die  letztere  hat  alsdann  die  Eigen- 
schaft, dass  ihre  sämtlichen  Durchmesser  von  A  aus  unter  gleich  grossen 
Winkeln  erscheinen.  Wenn  demnach  der  Umriss  einer  Kugel  dem  Auge 
auch  stets  als  Kreis  erscheint,  so  muss  als  Abbildung  doch  im  allgemeinen 
eine  Ellipse  gezeichnet  werden.  Diese  geht  nur  in  dem  oben  angegebenen 
besonderen  Falle  in  einen  Kreis  über. 


*)  Vergl.  IV,  4,  I.  Teil. 
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Dass  bei  den  Abbildungen  anderer  Gegenstände  ähnliche  Betrachtungen 
angestellt  werden  können,  wird  dem  auäuerksamen  Leser  im  Laufe  der  wei- 
teren Entwicklungen  von  selbst  klar  werden. 

3)  Zur  ferneren  Begründung  der  Linearperspektive  ist  die  Kenntnis 
einiger  Gesetze  über  gerade  Linien  und  Ebenen  erforderlich,  welche  wir  hier 
kurz  zusammenstellen,  um  gelegentlich  darauf  verweisen  zu  können. 

a.  Ist  eine  Gerade  G  parallel  zu  einer  in  der  Ebene  E  hegenden  Ge- 
raden, so  ist  auch  G  parallel  zu  E. 

ß.  Ist  eine  Gerade  G  parallel  zu  einer  Ebene  E,  so  wird  E  von  jeder 
durch  G  gelegten  Ebene  in  einer  zu  G  parallelen  Geraden  geschnitten. 

y.  Legt  man  durch  jede  von  zwei  parallelen  Geraden  eine  Ebene  ^  so 
ist  die  Durchschnittslinie  dieser  Ebenen  jenen  Geraden  parallel. 

S.  Steht  eine  Gerade  G  senkrecht  zu  einer  Ebene  E,  so  steht  sie  auch 
senkrecht  zu  allen  in  £  liegenden  Geraden. 

e.  Steht  eine  Gerade  G  senkrecht  zu  einer  Ebene  E,  so  steht  auch  jede 
durch  G  gehende  Ebene  senkrecht  zu  E. 

IT).  Stehen  zwei  Ebenen  E^  und  E,  senkrecht  zu  einer  dritten  Ebene 
£3,  so  steht  auch  die  Durchschnittslinie  von  E|  und  £,   senkrecht  zu  E3. 

4)  Abbildung  gerader  Linien. 

Zur  Feststellung  der  Lage  eines  abzubildenden  Gegenstandes  beziehen 
wir  dieselbe  auf  die  Bildfläche  (vertikale  Ebene)  und  auf  eine  zu  dieser 
senkrecht  stehenden  Ebene,  welche  die  „Horizontalebene'^  genannt  werden 
mag.    Die  DurchschnittsUnie  beider  heisst  die  Achse. 

Hiemach  lassen  sich  nun  leicht  die  folgenden  Fundamentalgesetze  über 
die  Abbildungen  gerader  Linien  nachweisen. 

a.  Die  Abbildung  einer  zur  Horizontalebene  senkrechten  Ge- 
raden ist  eine  Gerade,  welche  senkrecht  zur  Achse  steht  (Fig.  6). 

Beweis.  BC  stehe  senk- 
recht zur  Horizontalebene  H; 
A  sei  der  Augenpunkt.  Zieht 
mm  von  allen  Punkten  der 
abzubildenden  Geraden  Seh- 
'strahlen  nach  A,  so  bilden 
diese  eine  Ebene  S,  welche 
die  Ebene  der  Sehstrahlen  ge- 
nannt wird.  Nach  3)  e.  steht 
nun  S  senkrecht  zu  H,  und 
da  die  Bildfläche  Y  ebenfalls 
J_  H  ist,  so  folgt  aus  3)  t)., 
^*«-  ^-  dass  die  DurchschnittsUnie  bc 
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von  S  und  Y  senkrecht  zu  H,  folglich  auch  senkrecht  zur  Achse  OX  steht, 
bc  ist  aber  die  Abbildung  (Gentralprojektion)  yon  BC. 

ß.  Die  Abbildung  einer  zur  Achse  OX  parallelen  Geraden  ist 
eine  Gerade,  welche  ebenfalls  parallel  zu  OX  ist  (Fig.  7). 

Die  Gerade  BC  sei  pa- 
rallel zu  OX,  dann  ist  sie 
nach  3)  a.  auch  parallel  zur 
Bildääche  V.  Die  Ebene  S 
der  durch  BC  und  A  gehen- 
den Sehstrahlen  schneidet  nun 
nach  3)  ß.  die  BUdfläche  V 
in  einer  zu  BC  parallelen  Ge- 
raden bc,  welche  die  Abbil- 
dung von  BC  ist.  Da 
bc||BC||OX,  so  ist  auch 
bc  II  OX. 

Ist  DE   eine   zweite   zu 
OX  parallele  Gerade,  so  ist  auch  ihre  Abbildung  de  ||  OX;  folglich  ist  auch 
de  II  bc. 

f.  Die  Abbildung  einer  zur  Bildfläche  parallelen  Geraden  ist 
eine  Gerade,  welche  der  abgebildeten  Geraden  parallel  ist  (Fig.  8). 

BC  sei  parallel  zur  Bild- 
flache  V.  Nach  3)  ß.  schnei-  y. 
det  nun  die  Ebene  S  der  Seh- 
strahlen die  Bildfläche  in  der 
zu  BC  parallelen  Geraden  bc 
und  diese  ist  die  Abbildung 
von  BC. 

Ist  femer  DE  parallel  zu 
V,  so  ist  auch  die  Abbildung 
derselben,  nämlich  de  ||  DE. 
Wäre  gleichzeitig  DE  noch 
parallel  zu  BC,  so  würde  auch 
de  II  bc  sein.     Hieraus  folgt: 

Die  Abbildungen  solcher  Geraden,  welche  unter  sich  und  zugleich  parallel 
zur  Bildfläche  sind,  müssen  untereinander  parallel  sein. 

Hiemach  wird  also  die  Abbildung  eines  sehr  langen  und  schmalen 
Rechtecks  (z.  B.  die  Vorderfronte  eines  Gebäudes  von  grosser  Länge),  wel- 
ches parallel  zur  Bildfläche  ist,  wieder  ein  Rechteck  sein.  Die  Abbildungen 
der  Abstände  zweier  parallelen  Seiten  desselben  sind  demnach  stets  die- 
selben, wie  weit  sich  die  abgebildeten  Geraden  auch  vom  Auge  entfernen 
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mögen  (s.  2).  Femer  ergiebt  sich  hieraus  noch  leicht,  dass  die  Abbildung 
einer  ebenen  Figur  F,  welche  parallel  zur  BildjSäche  ist,  der  F  ähnUch  sein 
muss.  Dies  folgt  ausserdem  auch  aus  dem  stereometrischen  Satze,  dass 
parallele  Schnitte  eines  pyramidalen  Raumes  ähnliche  Figuren  sind. 

Anmerkung.  Sind  F6  und  HE  zwei  gleich  lange  Strecken  der  Ge- 
raden BC,  so  sind  nach  dem  geometrischen  Satze,  dass  Strahlen,  welche 
durch  einen  Punkt  gehen,  auf  parallelen  Geraden  proportionierte  Stücke  ab- 
schneiden, die  Abbildungen  fg  und  hk  jener  Strecken  ebenfalls  unter  sich 
gleich. 

h.  Die  Abbildung  einer  beliebigen  Geraden  geht  durch  den 
Schnittpunkt  derselben  mit  der  Bildfläche,  und  sie  ist  nach  dem 
Punkte  gerichtet,  in  welchem  der  vom  Augenpunkt  ausgehende 
jener  Geraden  parallele  Strahl  die  Bildfläche  trifft  (Fig.  9). 

Die  abzubildende  Gerade  BC 
treflfe  die  Bildfläche  V  in  C.  Legt 
man  durch  den  Augenpunkt  und 
durch  BC  die  Ebene  S  der  Seh- 
strahlen, so  enthält  diese  auch 
eine  durch  A  gehende  und  zu 
BC  parallele  Gerade  Af..  Die 
letztere  schneide  die  Bildflläche 
in  f;  dann  ist  Cf  als  Durch- 
schnittslinie der  Sehstrahlenebene 
S  mit  der  Bildfläche  die  Abbil- 
dung von  BC. 

Ist  M  ein  beliebiger  Punkt  auf  BC,  so  liegt  dessen  Abbildung  m  im 
Durchschnitt  des  Strahles  AM  und  der  Abbildung  Cf.  Bückt  man  M  auf 
BC  in  immer  grössere  Entfernung  von  der  Bildfläche,  so  nähert  sich  m  dem 
Punkte  f  und  erreicht  denselben,  wenn  M  unendUch  weit  entfernt  liegt. 

Der  Punkt  f  ist  deshalb  die  Ab- 
bildung des  unendlich  fernen 
Punktes  und  Cf  die  Abbildung 
der  unendlich  langen  Geraden  BC. 
Man  nennt  f  den  Flucht- 
punkt und  C  die  Spur  der  Ge- 
raden BC. 

Sind  BC  und  DE  zwei  pa- 
rallele Geraden,  C  und  £  die 
Spuren  derselben  und  Af  der 
vom  Augenpunkt  ausgehende  Pa- 
rallelstrahl,   so  ist  der   Schnitt- 
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punkt  f  des  letzteren  mit  der  Bildfläx^be  der  Fluchtpunkt  fiir  beide  Geraden. 
Parallele  Geraden  haben  deshalb  einen  gemeinsamen  Fluchtpunkt.  Die  Ab- 
bildungen der  Abstände  der  beiden  Parallelen  werden  deshalb  um  so  kleiner 
ausfallen,  je  grösser  die  Entfernungen  derselben  von  der  Bildfläche  ge- 
nommen werden. 

Die  unter  a,  ß  und  y  aufgestellten  Gesetze  sind  offenbar  specielle  Falle 
des  letzten  allgemeinen  Satzes.  Dennoch  dürfte  eine  eingehendere  Be- 
sprechung der  drei  ersten  Gesetze  zweckmässig  sein,  dagegen  überlassen  wir 
'die  Herleitung  derselben  aus  dem  vierten  Gesetze  der  eigenen  Übung. 


I.  Abschnitt. 

Eonstraktion  perspekttylscher  Abbildungen. 

1)  Hauptpunkt,  Horizont,  Distanzpunkte. 

Nach  den  in  der  Einleitung  entwickelten  Fundamentalgesetzen  könnei> 
wir  nun  zu  den  für  die  Perspektive  erforderlichen  Konstruktionsmitteln  über- 
gehen. Hierzu  dienen  zunächst  bestimmte  Punkte  und  Geraden  auf  der 
Bildfläche,  durch  welche  die  Lage  des  Augenpunktes  festgestellt  wird. 

Zieht  man  vom  Augenpunkt  A'  (Fig.  11)  die  Gerade  A'A  senkrecht  zur 
Bildfläche  V,  so  heisst  diese  Gerade  der  Haupt  strahl.    Der  Durchschnitt  A 
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des  Hauptstrahles  mit  der  Bildfläche  wird  der  Hauptpunkt  genannt.  Eine- 
durch  den  Augenpunkt  parallel  zur  Horizontalebene  gelegte  Ebene  E  schnei- 
det die  Bildfläche  in  einer  Geraden  hh',  welche  durch  den  Hauptpunkt 
geht  und  parallel  zur  Achse  OX  ist.  Diese  Gerade  wird  der  Horizont 
genannt.  Auf  der  letzteren  trägt  man  vom  Hauptpunkte  aus  die  Entfer- 
nung AA'  zu  beiden  Seiten  ab,  wodurch  man  zwei  Punkte  D^  und  D,  er- 
hält, so  dass  also  AD^  =  AD,  =  AA';  diese  beiden  Punkte  heissen  Distanz- 
punkte. 

Wird  die  Bildfläche  V  wie  bei  (a)  in  Fig.  11  auf  die  Zeichenfläche 
niedergelegt,  so  erscheint  sie  in  wahrer  Gestalt.  Ist  alsdann  A  der  Haupt- 
punkt, hh'  der  Horizont,  OX  die  Achse,  D^   der  eine  und  D,  der  andere 
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Distaiizpunkt,  so  ist  hierdurch  die  Lage  des  Augenpunktes  iu  Bezug  auf 
Bildfläche  und  Horizontalebene  völlig  bestimmt.  Man  hat  sich  in  (a)  den 
Augenpunkt  senkrecht  über  A  in  der  Entfernung  ADj  von  der  Zeichen- 
ääche  vorzustellen.  Die  Höhe  des  Augenpunktes  über  der  Horizontalebene 
ist  gleich  dem  Abstand  des  Horizonts  von  der  Achse. 

2)  Der  Hauptpunkt  A  ist  der  Fluchtpunkt  aller  zur  Bildfläche 
senkrechten  Geraden. 

Der  Hauptstrahl  ist  der  Parallelstrahl  für  alle  zur  Bildfläche  senkrecht 
stdienden  Geraden,  folglich  ist  sein  Schnittpunkt  mit  der  Bildfläche  nach 
Einleitung  4)  S.  der  Fluchtpunkt  für  jene  Geraden. 

3)  Der  Horizont  ist  der  Ort  der  Fluchtpunkte  für  alle  hori- 
zontalen Geraden  (d.  h.  für  solche  Geraden,  welche  entweder  in  der  Hori- 
zontalebene liegen,  oder  parallel  zu  ihr  sind). 

Der  von  A  ausgehende  Parallelstrahl  einer  horizontalen  Geraden  ist 
eben&Us  parallel  zur  Horizontalebene.  Folglich  liegt  er  in  der  durch  A 
gelegten  Ebene  E  der  Fig.  11  und  trifit  deshalb  die  Bildfläche  auf  dem 
Horizont  hh\ 

4)  Die  beiden  Distanzpunkte  sind  die  Fluchtpunkte  aller 
horizontalen  Geraden,  welche  mit  der  Bildfläche  einen  Winkel 
von  46*^  bilden. 

Zieht  man  die  Geraden  A'D^  und  A'D,  (Fig.  11),  so  sind  die  Dreiecke 
AA'Dj  und  AA'D,  rechtwinklig  bei  A  und  weil  ADi=AA'  =  ADg,  so 
sind  dieselben  auch  gleichschenklig.  Folglich  ist  /  AD|  A'  =  /  AD,  A'  =  46^. 
Hiernach  sind  A'D^  und  A'D«  die  vom  Augenpunkte  ausgehenden  Parallel- 
strahlen für  alle  horizontalen  Geraden,  welche  nach  der  einen  oder  andern 
Seite  unter  45^  gegen  die  Bildfiäche  geneigt  sind.  FolgUch  sind  D^  und 
Dg  die  Fluchtpunkte  dieser  Geraden. 

6)  Die  Abbildung  m  eines  in  der  Horizontalebene  liegenden  Punktes  M 
(Fig.  11)  liegt  offenbar  stets  zwischen  Achse  und  Horizont.  Wird  der  Punkt 
M  in  der  Horizontalebene  mehr  und  mehr  von  der  Bildfläche  entfernt,  so 
nähert  sich  die  AbbUdung  m  dem  Horizont.  Bei  unendUcher  Entfernung  des 
Punktes  M  von  der  Bildfläche  wird  demnach  m  in  den  Horizont  fallen.  Man 
schliesst  hieraus,  dass  der  Horizont  selbst  als  Abbildung  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  Horizontalebene  zu  betrachten  ist.  Die  Abbildung  der  bis  ins 
Unendliche  erweiterten  Horizontalebene  (diese  Erweiterung  auf  der  dem 
Äugenpunkte  entgegengesetzten  Seite  der  Bildfläche  genommen),  umfasst 
demnach  den  zwischen  der  Achse  und  dem  Horizont  liegenden  Teil  der 
Bildfläche. 

Mit  Hilfe  des  Hauptpunktes,  des  Horizonts  und  der  Distanzpunkte  lassen 
sich  nun  perspektivische  Abbildungen  in  anderer  Weise,  wie  in  der  Ein- 
leitung gezeigt  wurde,  konstruieren.     Diese  Konstruktionen   gewähren,    wie 


12 


I.  Abschnitt. 


Flg.  12. 


wir  sehen  werden,  einen  klareren  Einblick  in  die  Gesetzmässigkeit  der  per- 
spektivischen Darstellungen. 

6)  Die  Abbildung  eines  Punktes  M  ist  der  Durchschnitt  der 
Abbildungen  zweier  durch  M  gehenden  Geraden  (Fig.  12). 

Sind  BC  und  DE  zwei  beliebige 
durch  M  gehende  Geraden,  bc  und 
de  ihre  Abbildungen,  femer  A'BC 
und  A'DE  die  Ebenen  der  Seh- 
strahlen für  die  Linien  BC  und  DE, 
so  schneiden  sich  die  letzteren  in 
dem  von  A'  nach  M  gehenden  Strahl. 
Da  nun  die  Durchschnittslinien  von 
drei  Ebenen  sich  bekanntlich  in  einem 
Punkte  treffen,  so  hegt  der  Schnitt- 
punkt m  des  Strahles  A'M  und  der 
Bildfläche  auch  auf  bc  und  de.  m 
ist  aber  die  Abbildung  des  Punktes  M. 

7)  Abbildung  eines  in  der  Horizontalebene  liegenden  Punktes 
(Fig.  13). 

Bei  dieser  wie  bei  allen  folgenden  Aufgaben  ist  die  Lage  des  Augenpunktes 
durch  Hauptpunkt,  Horizont,  Achse,  Distanzpunkt  stets  gegeben. 

Es  sei  M  der  auf  der  Horizontalebene  gegebene  Punkt,  dessen  Ab- 
bildung zu  bestimmen  ist.  Wir  erläutern  nun  zuerst  mit  Hilfe  der  schiefen 
Projektion  (Fig.  13  a)  den  räumUchen  Vorgang  und  leiten  hieraus  die  Kon- 
struktion auf  der  ebenen  Zeichenfläche  ab.    Nach  (6)  legt  man  durch  M 

zwei  Geraden  und  be- 
stimmt deren  Abbildun- 
gen. Wir  ziehen  Ma 
senkrecht  zur  Bildfläche, 
dann  ist  a  die  Spur  und 
A  nach  (2)  der  Flucht- 
punkt dieser  Geraden. 
Die  Abbildung  derselben 
fällt  hiemach  in  die 
Verbindungslinie  der 
Punkte  a  und  A.  Zieht 
^«-  ^^^-  man  femer  die  Gerade 

Mb  in  der  Horizontalebene  unter  einem  Winkel  von  45°  gegen  die  Achse 
OX  (parallel  zu  A'D),  so  ist  nach  (4)  der  Distanzpimkt  D  der  Flucht- 
punkt, imd  b  ist  die  Spur  der  Geraden,  folglich  liegt  die  Abbildung  von 
Mb  in  bD.     Da  nun  die  Abbildung    des  Punktes  M  sowohl  auf  aA  als 
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auch  auf  bD  liegen  muss,  so  fällt  sie  mit  dem  Schnittpunkt  m  dieser 
beiden  Geraden  zusammen.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  zur  Bestimmung  der 
Abbildung  des  Punktes  M  der  Sehstrahl  Ton  M  nach  dem  Augenpunkte  A' 
nicht  benutzt  zu  werden  braucht 

Zur  Ermittelung  der  Abbildung  m  auf  der  in  die  Zeichenfläche  nieder- 
gelegten Bildebene  (Fig.  13ß)  drehe  man  in  (a)  die  Horizontalebene  um 
die  Achse  OX  (in  dem  Sinne  wie  die  Pfeilspitzen  andeuten),  bis  sie 
mit  der  Bildfläche  zusammenfällt.  Nach  der  Drehung  verschiebt  man  die 
Horizontalebene  derart  abwärts,  dass  jeder 
Punkt  derselben  sich  senkrecht  zur  Achse  OX 
bewegt,  und  zwar  soweit,  bis  die  auf  der 
Bildfläche  und  auf  der  Horizontalebene  zu 
zeichnenden  Linien  sich  nicht  mehr  störend 
durchkreuzen.  In  Fig.  13  (ß)  ist  die  so  ver- 
schobene Horizontalebene  durch  das  Recht- 
eck OXX'O'  angegeben;  die  Verschiebung  ist 
soweit  fortgesetzt,  bis  der  abzubildende  Punkt  M 
unterhalb  OX  hegt.  Die  beiden  Geraden  Ma 
und  Mb  in  (a)  nehmen  in  (ß)  die  Lagen  Ma' 
und  Mb'  an,  wo  Ma'  J_  O'X'  und  Mb'  unter 
einem  Winkel  von  45°  gegen  die  Achse  geneigt 
ist.  Man  sieht  nun  leicht,  dass  Ma'b'  die 
wahre  Gestalt  des  Dreiecks  Mab  in  (a)  und  somit  Ma'  den  wahren  Ab- 
stand des  Punktes  M  von  der  Bildfläche  darstellt. 

Um  nun  in  (ß)  die  Abbildung  des  Punktes  M  zu  finden,  denkt  man 
sich  die  Horizontalebene  wieder  hinaufgeschoben,  bis  O'X  mit  OX  zu- 
sammenfallt. Die  beiden  Punkte  a'  und  b'  bewegen  sich  auf  den  zur  Achse 
OX  senkrechten  Geraden  a'a  bez.  b'b  und  gelangen  schliessUch  nach  a  bez.  b. 
Diese  beiden  Punkte  stellen  die  in  (a)  angegebenen,  ebenfalls  mit  a  und  b 
bezeichneten  Spuren  der  durch  M  gezogenen  Hilfslinien  dar,  deren  Flucht- 
punkte A  bez.  D  sind.  Man  zieht  also  die  Geraden  Aa  und  Db,  welche 
sich  dann  in  m,  der  gesuchten  Abbildung  des  Punktes  M  schneiden. 

SelbstverständUch  kann  man  auf  gleiche  Weise  die  Abbildimg  m  mit 
Hilfe  des  anderen  Distanzpunktes  bestimmen,  welcher  rechts  vom  Haupt- 
punkte hegt. 

Das  Dreieck  ahm  ist  die  perspektivische  Abbildung  des  Dreiecks  abM 
(welches  in  (ß)  durch  a'b'M  dargestellt  ist).  Da  femer  ab  =  a'b'  =  a'M, 
so  kann  man  m  auch  finden,  wenn  man  von  der  Spur  a  aus  die  Ent- 
fernung a'M  auf  OX  nach  ab  abträgt;  dann  schneidet  die  Verbindungs- 
linie von  b  nach  D  die  Gerade  Aa  in  m. 

Jede  Gerade,  welche  von  einem  Punkte  der  Achse  nach  dem  Haupt- 
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pxmkt  geht,,  kann  als  Abbildung  einer  in  der  Horizontalebene  liegenden  und 
zur  Bildfläche  senkrechten  Geraden  angesehen  werden.  Nach  dem  vorigen 
kann  man  femer  die  Abbildung  eines  Punktes  M,  welcher  auf  dieser 
Geraden  im  Abstand  k  von  der  Bildfläche  liegt,  ohne  Benutzung  der  Hori- 
zontalebene finden.  Ist  aA  (Fig.  14)  die  Abbildung  der  Geraden  (a  die 
Spur,  der  Hauptpunkt  A  der  Fluchtpunkt  derselben),  so  trage  man  von  a 

aus  die  Strecke  ab  =  k  ab  und  ziehe  bD 
(D  Distanzpunkt),  dann  schneidet  letztere 
die    Gerade   aA   in    der    gesuchten    Ab- 
bildung m.      Sind    c,    d   .  .   .    beliebige 
andere  Punkte  der  Achse,    so  schneiden 
ebenso  die  Geraden  cD,  dD  .  .  .  die  ge- 
gebene Gerade  a  A  in  Punkten  m',  m"  . . ., 
^  welche  Abbildungen  solcher  Punkte  sind, 
deren  Abstände   von  der  Bildfläche  den 
.  .  .  gleich  sind.     Ist  ab  =  bc  =  cd  = .  .  .,  so  stellen 
.    die  Abbildungen    gleich    langer  Strecken   der  ge- 
gebenen Geraden  dar. 

£s  ist  nützUch,  wenn  man  sich  die  wahre  Gestalt  der  in  der  Horizontal- 
ebene liegenden  Figur  vergegenwärtigt, 
welche  in  Fig.  14  abgebildet  ist.  Sie 
wird  durch  Fig.  16  dargestellt.  Die 
Geraden  bm,  cm',  dm"  ...  sind  die  Ab- 
bildungen der  Parallelen  b  M,  cM',  d  M" . . . , 
welche  unter  45°  gegen  die  Achse  OX 
geneigt  sind. 

^**-  **•  Die   Lösungen    folgender    Aufgaben 

werden  hiemach  leicht  zu  finden  sein: 

a.  Von  einem  auf  aA  gegebenen  Punkte  m  aus  ist  eine  Strecke  von  gegebener 
Länge  abzutragen.    Die  Abbildung  dieser  Strecke  zu  linden. 

ß.  Eine  auf  aA  gegebene  Strecke  MN  ist  in  eine  gegebene  Anzahl  gleicher 
Teile  zu  teilen.    Man  soll  die  Abbildungen  der  Teiipunkte  angeben. 

8)  Abbildung  eines  in  der  Horizontalebene  liegenden  Recht- 
ecks BCEF  zu  finden,  wenn  die  Seiten  BF  und  G£  mit  der  Achse 
OX  parallel  sind  (Fig.  16). 

Man  verlängere  die  Seiten  BG  und  EF,  welche  der  gemachten  Annahme 
zufolge  auf  OX  senkrecht  stehen,  bis  sie  O'X'  in  G'  und  H'  schneiden. 
Die  beiden  letzteren  Punkte  werden  auf  OX  nach  G  und  H  projiciert,  dann  sind 
G  und  H  die  Spuren  der  zur  Bildflache  senkrechten  Seiten  des  Rechtecks.  Die 
Abbildungen  der  letzteren  hegen  in  den  von  G  und  H  nach  dem  Hauptpunkte 
A,  dem  gemeinsamen  Fluchtpunkte,  gehenden  Geraden.    Zieht  man  noch  BJ' 
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und  CK'  unter  einem  Winkel  von  46°  gegen  O'X'  und  projidert  J'  und  K' 
nach  J  und  K  auf  OX  (oder,  was  dasselbe  ist,  macht  man  GJ  =  B6'  und 
GK  =  CG')  und  zieht  von  J  und 
K  die  Geraden  JD  und  KD  nach 
dem  Distanzpunkte  D,  so  schnei- 
den die  letzteren  die  Gerade  GA 
in  den  Abbildungen  b  und  c  der 
beiden  Eckpunkte  B  und  C.  Nach 
Einleitung  4  (ß)  sind  femer  die 
Abbildungen  bf  und  ce  der  Gera- 
den BF  und  CE  parallel  zur  Achse, 
wodurch  sich  dann  die  Eckpunkte 
e  und  f  ebenfiedls  leicht  ergeben. 

Jede  zur  Achse  parallele 
Gerade,  z.B.  mn,  welche  zwischen 
GA  und  HA  liegt,  stellt  die  Ab- 
bildung einer  in  der  Horizontal- 
ebene liegenden  Geraden  von  der  gleichen  Länge  wie  BF  vor,  welche  eben- 
üaUs  parallel  zur  Achse  ist 

Aus  dem  vorhergehenden  ergeben  sich  leicht   die  Lösungen  folgender 

Aufigaben: 

OL.  Auf  der  Abbildung  einer  zur  Achse  parallelen  und  in  der  Horizontalebene 
Hegenden  Geraden  von  einem  gegebenen  Punkte  aus  die  Abbildung  einer  Strecke  von 
gegebener  USüHge  1  zu  bestimmen. 

ß.  Die  wahre  Länge  einer  zur  Achse  parallelen  und  in  der  Horizontalebene 
liegenden  Geraden  aus  ihrer  perspektivischen  Abbildung  zu  finden. 

9)  Die  Abbildung  eines  in  der  Horizontalebene  liegenden 
Quadratnetzes  (z.  B.  Parketfussboden  eines  Zimmers)  soll  konstruiert 
werden,  wenn  die  Sei- 
ten der  einzelnen  Qua- 
drate teils  senkrecht, 
teils  parallel  zur 
Achse  sind  (Fig.  17). 

SteUt  BCEF  die 
wahre  Grösse  eines  der 
quadratischen  Felder  dar 
und  nehmen  wir  an,  dass 
die  erste  Quadratreihe  un- 
mittelbar an  der  Achse 
liegt,  so  erhält  man  durch 
mehrmaliges  Auftragen  der  Quadratseite  BC  auf  OX  leicht  die  Spuren  M^, 
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M,,  M3  .  .  .  der  zur  Achse  senkrechten  Seiten  des  Netzes.  Die  Abbildungen 
der  letzteren  sind  von  den  Spuren  nach  dem  Hauptpunkte  A  gerichtet.  Da 
jede  Diagonale  eines  Quadrats  mit  der  Seite  desselben,  folglich  auch  mit 
der  Achse  OX,  einen  Winkel  von  45°  bildet,  so  sind  die  beiden  Distanz- 
punkte  die  Fluchtpunkte  der  beiden  Scharen  der  Diagonalen.  Man  zieht 
demnach,  wenn  wie  in  Fig.  17  der  links  vom  Hauptpunkt  A  liegende 
Distanzpunkt  D  gegeben  ist,  die  Gerade  M^D.  In  dieser  liegt  die  Abbildung 
MßQ  der  einen  Diagonale  des  ersten  Quadrats  rechts.  Dieselbe  schneidet  M5  A  in 
Q  und  durch  diesen  Punkt  zieht  man  die  Abbildung  NQ  der  vierten  Seite 
des  Quadrats  parallel  zur  Achse  OX  (Einleitung  4,  ß).  Durch  die  Ver- 
längerung von  NQ  wird  nun  die  an  der  Achse  liegende  Quadratreihe  ver- 
vollständigt. Femer  erkennt  man  leicht,  dass  M^D  die  Seiten  M4A,  M3A  .  .  . 
in  den  Punkten  R,  S  .  .  .  schneidet,  durch  welche  die  noch  fehlenden  zu  OX 
parallelen  Seiten  der  Abbildung  des  Quadratnefczes  gezogen  werden  können. 

Wie  würde  man  die  Abbildungen  noch  mehrerer  hierauf  folgenden 
Quadratreihen  bestimmen  können? 

Nach  Einleitung  4  (y)  schneiden  die  Geraden  M^A,  M^A,   M3A  .  .  . 

auf  jeder   der   zur  Achse   parallelen  Seiten   des  Quadratnetzes   unter    sich 

gleiche  Stücke  ab. 

Anmerkung.  Es  ist  in  Fig.  17  auffällig,  dass  die  äusserste  Reihe  der  Ab- 
bildungen der  einzelnen  Felder  starke  Yerzerrungen  zeigt,  welche  auf  den  Beschauer 
nicht  den  Eindruck  vollkommener  Richtigkeit  machen.  Da  femer  die  Anzahl  der 
Quadrate,  welche  an  der  Achse  OX  liegen,  gleich  der  Anzahl  derjenigen  an  M|A  ist, 
so  stellt  auch  MiTUMe  die  Abbildung  eines  Quadrates  vor.  Nun  wird  man  aber 
beim  aufmerksamen  Betrachten  der  Fig.  17  die  Empfindung  haben,  als  wäre  M|TUM« 
die  Abbildung   eines  Rechtecks,   dessen   grössere   Seite   nicht  MtM«,   sondern   diejenige 

Seite,  welche  senkrecht  zur  Bildfläche 
steht,  und  durch  die  Strecke  MiT  ab- 
gebildet ist.  Der  Grund  dieser  Er- 
scheinung liegt  in  der  zu  klein  ge- 
wählten Entfernung  des  Augen- 
punktes von  der  Bildfläche;  die  an- 
scheinende Verzerrung  verschwindet, 
wenn  man  die  Abbildung  aus  dem 
für  dieselbe  gewählten  Augenpunkte 
betrachtet.  In  Fig.  18  ist  die  Ab- 
bildung desselben  Fussbodens  für  die 
doppelte  Entfernung  des  Augen- 
punktes von  der  Bildfläche  dargestellt, 
welche  die  starken  Verzerrungen  der  Fig.  17  nicht  besitzt. 

Das  Nähere   über   die   scheinbar,  zu   starken  Verzerrungen   findet  man  in  IV,  1. 

10)  Die  Abbildung  eines  Fussbodens  mit  regelmässigen  acht- 
eckigen Feldern  zu  konstruieren.  Die  vordere  Reihe  der  Recht- 
ecke liege  unmittelbar  an  der  Achse  (Fig.  19). 


Flg.  18. 
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Es  sei  bcdefghi  eines  der  gegebenen  Achtecke.  Man  zeichne  um 
dasselbe  das  Quadrat  klmn  und  konstruiere  wie  in  9  die  perspektivische 
Abbildung  eines  Quadratnetzes,  dessen  einzelne  Quadrate  die  Grösse  klmn 
haben.  Um  auf  den  Abbildungen  der  Quadratseiten  die  Eckpunkte  der  acht- 
eckigen Felder  zu  be- 
stimmen, zieht  man  die  a 
zur  Achse  OX  senk- 
rechten Geraden  ch  und 
dg,  deren  Abbildungen 
von  h  bez.  g  nach  dem 
Hauptpunkte  A  gerichtet 
sind.  Diese  schneiden 
auf  denjenigen  Geraden 
des  Netzes,  welche  paral- 
lel zur  Achse  sind,  eine 
Reihe  von  Eckpunkten 
der  achteckigen  Felder  '**•  *•• 
ab.  Diejenigen  Seiten  der  Achtecke,  welche  nicht  in  die  Seiten  des  Quadrat- 
netzes ÜEkllen,  sind  unter  46^  gegen  die  Achse  OX  geneigt.  Ihre  Abbildungen 
sind  deshalb  teils  nach  D|, 
teils  nach  Dg  gerichtet  und 
können  hiemach  leicht  ge- 
funden werden. 

Damit  die  Achtecks- 
reihen an  den  äusseren 
Rändern  keine  übermässi- 
gen Verschiebungen  zeigen, 
nehme  der  Anfänger  die  Ent- 
fernung eines  Distanzpunk- 
tes vom  Hauptpunkte  min- 
destens gleich  der  1  V«  bis 
2  fachen  Breite  des  ganzen 
Fussbodens  an.  Man  wird 
übrigens  leicht  bemerken, 
dass  zur  Konstruktion  einer 
der  beiden  Distanzpunkte 
ausreichend  ist. 

Zur    eigenen    Übung  Fig.  21. 

konstruiere  man  (lie  perspektivischen  Abbildungen  einiger  Fussböden  mit  den 
in  den  Fig.  20  und  21  dargestellten  Feldern.  Die  bei  diesen  Figuren  vor- 
kommenden Geraden  sind  entweder  senkrecht  oder  parallel  zur  Achse  oder 

Seblotke,  DanteUende  Oeometrie.    UL    2.  Aufl.  o 
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unter    einem   Winkel    von  46°    gegen   dieselbe    geneigt,    ihre  Abbildungen 
werden  deshalb  leicht  mit  Hilfe  der  vorigen  Entwickelungen  gefunden. 

11)  In  Fig.  22  ist  noch  ein  Beispiel  angegeben,  in  welchem  mehrere 
Scharen  von  Paralleleo  auilreten,  die  weder  den  Hauptpirnkt,  noch  einen 
der  Distanzpunkte  als  Fluchtpunkt  haben.  Dem  Muster  des  Fussbodens 
liegt  wieder  ein  Quadratnetz  zu  Grunde,  dessen  Abbildung  man  zuerst  wie 


bei  den  vorigen  Beispielen  konstruiert  Die  in  die  Quadrate  eingezeichneten 
Sterne  werden  von  Linien  gebildet,  welche  von  einer  Quadratecke  nach  der 
Mitte  einer  der  nicht  durch  diese  Ecke  gebenden  Quadratseiten  gezogen 
werden  können.  Da  alle  diese  Linien  in  der  Horizontalebene  hegen,  so  haben 
aJle,  welche  einer  Schar  von  Parallelen  angehören,  einen  auf  dem  Horizont 
liegenden  Fluchtpunkt.  Ist  z.  B.  c'g'  die  Abbildimg  von  cg,  so  schneidet 
c'g'  verlängert  den  Horizont  im  Punkte  f,  dem  Fluchtpunkte  der  Geraden 
cg  und  aller  zu  derselben  Parallelen. 

12)  Abbildung  eines  Fussbodens  mit  regelmässigen  sechs- 
eckigen Feldern  (Fig.  23). 

Es  sei  abcdef  eines  der  Felder,  welches  mit  der  Seite  bc  an  der  Achse 
O'X'  (Grundriss)  liegt  Man  ziehe  durch  die  Ecken  die  Geraden  gg',  bb', 
cc'  und  mm,  senkrecht  zur  Achse.  Diese  treffen  OX  in  den  Punkten  g', 
b',  c'  und  m'.  Die  hierdurch  entstandenen  Abschnitte  g'b',  b'c'  und  c'm' 
^b'g'  trage  man,  wie  in  Fig.  23  angegeben,  auf  der  Achse  OX  ent- 
sprechend weiter  nach  rechts  ab  und  ziehe  von  den  Teilpunkten  m',  c',  b', 
g'  ....  Geraden  nach  dem  Hauptpunkte  A,  welche  alsdann  die  Abbildungen 
jener  Hil&linien  sind.  Auf  diesen  hegen  die.  Abbildungen  sämtUcher  Eck- 
punkte des  Netzes.  Zieht  man  femer  durch  die  Ecken  der  Felder  Parallelen 
zur  Achse  OX  (Grundriss),  so  schneiden  diese  auf  der  zur  Achse  senk- 
rechten Grenzlinie  gg'  des  Fussbodens  gleiche  Teile  ag  =  ag'  u.  s.  w.  ab, 
deren  Abbildungen  wie  in  Fig.  11  bestimmt  werden.    Man  trägt  die  Strecke 
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ag  von  g'  aus  beliebig  viele  Male  nach  rechts  auf  O'X'  ab  und  zieht 
TOD  den  erhaltenen  Teilpunkten  1,  2,  3,  .  .  .  Geraden  nach  dem  Distanz- 
piinkte  D.  Die  letzteren  schneiden  auf  g'A  die  Abbildungen  jener  Teil- 
strecken ab.     Zieht  man  durch  die  so  erhaltenen  Punkte  a',  k'  .  .  .  Parallelen 


9    * 


c    ^ 


Fig.  28. 


zur  Achse,  so  sind  diese  die  Abbildungen  derjenigen  Geraden,    in  welchen 
die  zu  OX   parallelen  Seiten    der  Sechsecke   hegen.      Hierdurch   sind  nim 
sämtliche  Ecken    des  Netzes   bestimmt.     Unter  den  Seiten  der  Sechsecke 
giebt  es  zwei  Scharen  paralleler  Geraden,  deren 
Fluchtpunkte  f  und  f '  auf  dem  Horizont  gleich- 
weit Yom  Hauptpunkt   entfernt   hegen.     Man 
findet    sie    zunächst,    wenn    man    eine    Ge- 
rade jeder  Schar  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem    ^fl> 
Horizont  verlängert.     Es  ist  vorteilhaft,  diese 
beiden  Fluchtpunkte  zur  Kontrolle  der  Genauig- 
keit der  Zeichnung  mit  zu  benutzen. 

Man  zeichne  auch  die  Abbildung  für  die 
in  Fig.  23  (ß)  angedeutete  Lage  der  sechs- 
eckigen Felder. 

13)  Ist  aA  die  Abbildung  einer 
in  der  Horizontalebene  liegenden  und 
zur  Bildfläche  senkrechten  Geraden,  so 
schneidet  nach  (7)  die  von  einem  be- 
liebigen Punkte  b  der  Achse  OX  nach 
D  gezogene  Gerade  bD  (Fig.  24)  auf 
aA  die  Abbildung  einer  Strecke  ac  von 
der  Länge  ab  ab.     Zieht   man    nun  ^8-  ^• 

2* 


Fig.  23  OS). 
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durch  c  die  Gerade  ef  beliebig   und   sind  e  und  f  die  Schnittpunkte  der- 
selben mit  Achse  bez.  Horizont,  so  verhält  sich  bekanntlich: 

ae:ab  =  Af:AD. 
Ist  z.  B.  e  die  Mitte  von  ab,    so  ist  auch  f  die  Mitte  von  AD,    oder 

wenn  allgemein  ae  =  —  ab  ist,  so  muss  Af=  —  AD  sein. 

n  n 

Bei  den  praktischen  Anwendungen  der  Linearperspektive  wird  in  der 
Regel  der  Distanzpunkt  ausserhalb  der  Zeichenfläche  liegen.  Man  pflegt  in 
diesem  Falle  den  nten  Teil  der  Entfernung  des  Augenpunktes  von  der  Bild- 
fläche von  A  aus  auf  dem  Horizont  abzutragen  und  den  Endpunkt  dieser 

Strecke  mit  —  zu  bezeichnen.    Wie  mit  Hilfe  des  Punktes  —  Aufgaben 

n  n 

zu  lösen  sind,  zeigt  das  folgende  Beispiel. 

14)  Auf  der  Geraden  aA  von  dem  auf  derselben  gegebenen  Punkte  b 

aus  die  Abbildung  einer  Strecke  von  der  Länge  1  zu  bestimmen,  wenn  nur 

-^  zugänglich  ist  (Fig.  25). 
o 

Man  mache  ac  =  -^  1,  ziehe  durch  b  die  Gerade  bh  parallel  zur  Achse 

OX  und  verbinde  c  mit  A  durch  die  Gerade  cA,  dann  schneidet  die  letztere 

bh  in  d.     Es  ist  nun  bd 
^___ :^ _j1 ^jg  Abbildung  einer  Strecke 

von  der  Länge  — ^.      Zieht 

man  die  Gerade  d  -^  ,   so 

o 

trifit   diese  aA  in  e    und 

es  ist  nim  be  die  gesuchte 

^•**-  Abbüdung.   Der  Beweis  er- 

giebt  sich  leicht  aus  folgender  Betrachtung.     Ist  ag  =  l,  so  ist  die  durch 

Ag  begrenzte  Strecke  bh  die  Abbildung   einer  Geraden  von  der  Länge  1, 

welche  mit  der  Achse  parallel  ist    Die  Gerade  von  h  nach  dem  unzugäng- 

Uchen  Distanzpunkte  D  würde  auf  bA  die  gesuchte  Strecke  be  abschneiden. 

Da  nun  bd=  «bh  und  A-7r-==-r-AD  ist,  so  geht  d-^~auch  durch  den 

o  o         ö  o 

Punkt  e. 

Anmerkung.     Zieht  man  von    ^  eine    Gerade    durch   b    bis    zum 

o 

Durchschnitt  k  mit  OX,  und  trägt  von  k  aus  ki  =  -x-l  auf  OX  ab,  so  geht 
die  Verbindungslinie  des  Punktes  i  mit  -^  durch    d,    also    auch    durch    e. 
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Es  sind  nämlich  kb  und  di  die  Abbildungen  zweier  Parallelen,  deren  Flucht- 
punkt -^  ist,  folglich  stellt  bdik  die  Abbildung  eines  in  der  Horizontal- 
ebene hegenden  Parallelogramms  dar,  in  welchem  also  bd  die  Abbildung 
einer  Strecke  von  der  Länge  ik  bedeutet.     Diese  Konstruktion  von  be  ist 

nicht  brauchbar,  wenn  die  Gerade  -  —  b  die  Achse  OX  innerhalb  der  Grenzen 

ö 

der  Zeichenfläche  nicht  mehr  schneidet. 
Aufgaben. 

14)  Wie  gross  ist  der  Abstand  eines  in  der  Horizontalebene  liegenden  Punktes 
von  der  Bildflache,  dessen  Abbildung  in  der  Mitte  zwischen  Achse  und  Horizont  liegt? 

15)  Den  Abstand  eines  beliebigen  in  der  Horizontalebene  liegenden  Pnnktes  Ton 
der  Achse  aus  seiner  perspektivischen  Abbildung  zu  finden. 

16)  Die  wahre  Länge  einer  zur  Achse  senkrechten  Geraden,  welche  in  der  Horizontal- 
ebene liegt  ans  ihrer  perspektivischen  Abbildung  zu  finden. 

17)  Die  wahre  Länge  einer  beliebigen  in  der  Horizontalebene  liegenden  Geraden 
aas  der  Abbildung  derselben  zu  finden. 

Anleitung.  Man  suche  die  wahre  Gestalt  des  Trapezes  zu  finden,  welches  die 
gegebene  Gerade,  die  beiden  durch  ihre  Endpunkte  gezogenen  Senkrechten  zur  Achse, 
und  die  letztere  selbst  mit  einander  bilden. 

Die  vorigen  Aufgaben  zu  lösen,  wenn  auf  dem  Horizont  nur  ein  Teil  der  Ent- 
fernung AD  angegeben  werden  kann. 

17  a)  Aus  der  perspektivischen  Abbildung  eines  in  der  Horizontalebene  liegenden 
Dreiecks  dessen  wahre  Gestalt  zu  bestimmen. 

Abbildungen  von  Geraden,  welche  senkrecht  zur  Horizontal- 
ebene stehen. 

Die  Abbildungen,  welche  wir  in  diesem  Abschnitte  bisher  betrachtet 
haben,  bezogen  sich  auf  solche  Punkte  und  Figuren,  welche  in  der  Horizontal- 
ebene hegen.  Wir  schhessen  hieran  die  Abbildungen  von  Geraden,  welche 
senkrecht  zur  Horizontalebene  stehen,  wodurch  dann  das  Mittel  gegeben  ist, 
die  Abbildung  jedes  beUebig  im  Baum  gelegenen  Punktes  zu  bestimmen. 

18)  In  einem  gegebenen  Punkte  M  der  Horizontaleben'e  ist 
eine  Senkrechte  MN  zu  der  letzteren  errichtet,  welche  die  Länge  1 
hat.     Es  soll  die  Abbildung  von  MN  bestimmt  werden  (Fig.  26). 

Die  Abbildung  m  des 
Punktes  M  wird  wie  in  (7)  durch 
die  beiden  Geraden  s!  M  und  c  M, 
von  denen  die  erstere  senkrecht 
zur  Achse  O'X',  die  zweite  unter 
einem  Winkel  von  45°  gegen 
di^e  geneigt  ist,  gefunden.  Die 
Abbildung  der  Geraden  MN 
steht  nach  Einleitung  6  senkrecht 
zur  Achse;  sie  kann  also  der 
Richtung  nach  schon  gezeichnet 

Fig.  26. 


I.  Abschnitt 


werden.  Um  die  lilnge  der  Abbildung  zu  bestimmen,  trage  man  in  a  die  ge- 
gebene Länge  ab  =^  1  senkrecht  zu  OX  ab.  Zieht  man  die  Gerade  von  b  nach 
dem  Hauptpunkte  A,  so  sind  aA  und  bA  die  Abbildungen  zweier  ParalleleD, 
welche  (weil  A  der  gemeinsame  Fluchtpuokt  derselben  ist)  senkrecht  zur 
Bildääche  stehen  und  durch  die  Endpunkte  M  und  N  der  gegebenen  Geraden 

gehen,  (vergl.  die  Dai- 
Stellung  [a]  in  schiefer 
Projektion).  Folglich 
^,  schneiden  aA  und  hk 
auf  der  in  m  zur  Achse 
errichteten  Senkrechten 
die  gesuchte  Abbildung 
mn  ab. 

In  (a)  sind   auch 

die  beiden  Strahlen  von 

M  und  N    nach    dem 

Augenpunkte        ange- 

"■■""■  gehen,    welche    selbst- 

veratändhch  die  BUdfläche  in  ra  bez.  n  treffen. 

Man  sieht  leicht  aus  Fig.  26,  dass  mn  ohne  Benutzung  des  Grundrisses 
geAinden  werden  kann,  wenn  die  Abbildung  m  des  Fusspunktes  schon  gegeben 
ist  Übrigens  kann  man  zum  Auftragen  der  Höhe  in  m  auch  einen  anderen 
Fluchtpunkt  als  A  benutzen.  Man  ziehe  durch  m  eine  beliebige  Gerade, 
welche  die  Achse  in  e  und  den  Horizont  in  f  schneidet,  trage  ge  =  1  senkrecht 
2u  OX  auf  und  ziehe  die  Gerade  fg.  Dann  kann  man  ef  und  fg  als  die  Ab- 
bildungen zweier  Parallelen  mit  dem  gemeinsamen  Fluchtpunkt  f  ansehen, 
welche  demnach  auf  mn  ebenfalls  die  gesuchte  Höhe  h  abschneiden. 

19)  Abbildung  eines  mit  der  Grundfläche  auf  der  Horizontal- 
ebene stehenden  rechtwinkligen  Parallelepipedums  (Fig.  27). 

Das  Parallelepipedum  ist 
durch  seine  mit  der  Grundfläche 
BCEF  zusammenfidlende  HoH- 
zontalprojektion  und  durch  die 
Höhe  h  gegeben.  BF  sei  parallel 
zu  Achse  OX,  Die  Abbildung 
der  Grundfläche  wird  nach  (8) 
bestimmt.  Durch  die  Eckpunkte 
b,  c,  e  und  f  zieht  man  senk- 
recht zur  Achse  OX  die  Geraden 
bg,  ci,  ek  und  fl,  deren  lÄngen 
noch  näher  zu  bestimmen  sind. 
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Man  verlängere  bc  bis  m  und  ziehe  die  Gerade  mn  =  h  senkrecht  zur  Achse. 
Nach  18  schneidet  dann  nA  auf  bg  sowohl  als  auch  auf  ci  die  Höhe  h  ab. 
Femer  sind  die  Kanten  gl  und  ik  nach  (Einleitung  4  ß)  parallel  zur  Achse 
OX,  und  gi  und  Ik  sind  nach  dem  Hauptpunkte  A  gerichtet. 

Leicht  ergiebt  sich  aus  dieser  Konstruktion  noch,  dass  die  Abbildungen 
gleich  langer  Senkrechten  zur  Horizontalebene,  welche  dieselben  Abstände 
Ton  der  Bildfläche  haben,  gleich  gross  werden. 

Die  besondere  Stellung  des  Parallelepipedums,  bei  welcher  eine  Seiten- 
fläche parallel  zur  Bildfläche  ist,  wird  Frontstellung,  die  Abbildung  in  Folge 
dessen  eii^e  Frontansicht  genannt  Diese  Bezeichnung  ist  auch  bei  den 
Abbildungen  grösserer  Gegenstände  gebräuchlich.  So  nennt  man  z.  B.  die 
Abbildung  eines  Gebäudes  eine  Frontansicht  desselben,  wenn  die  dem 
Beschauer  zugekehrte  Frontfläche  des  Gebäudes  parallel  zur  Bildfläche  ange- 
nommen ist 

Die  Frontansichten  sind  am  leichtesten  herzustellen,  wir  werden  des- 
halb die  Konstruktion  derselben  zuerst  betrachten  und  dann  zu  den  schiefen 
Stellungen  (Übereckstellungen)  übergehen. 

20)  Abbildung  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums  mit 
quadratischer  Basis,  welches  auf  zwei  ebenfalls  quadratischen 
Platten  steht  (Fig.  28). 

Wir  setzen  wieder  voraus,  dass  ein  Teil  der  Kanten  parallel  zur  Achse 
ist  Man  wird  alsdann  zunächst  die  perspektivischen  Abbildungen  der 
Horizontalprojektionen  aller  Grundflächen  bestimmen  und  hierauf  das  Auf- 
tragen der  Höhen  vornehmen.      Das   erstere   kann    wie   früher   ausgeführt 

werden;  die  Abbildungen  der  Höhen 
erhält  man  am  einfachsten,  wenn 
man  eine  der  beiden  Diagonalen 
der  Grundfläche  z.  B.  BG  bis  zum 
Durchschnitt  E  mit  OX  verlängert. 
In  £  zieht  man  die  Gerade  EF 
senkrecht  zu  OX  und  trägt  auf  dieser 
die  drei  gegebenen  Höhen  eg,  eh 
u.  s.  f.  ab.  Zieht  man  von  g,  h  .  .  . 
Geraden  nach  dem  Distanzpunkte  D, 
so  schneiden  diese  auf  den  über 
der  Diagonale  stehenden  zur  Horizon- 
talebene senkrechten  Kanten  die 
gesuchten  Höhen  ab.  Die  Abbil- 
dungen der  übrigen  Kanten  werden 
in  bekannter  Weise  hinzugefiigt. 


Flg.  28 
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und    etwa 


noch  erreichbar 


r'     Es  ist  leicht  ersichtlich,    dass   der  Grundriss    entbehrt   werden  kann, 

wenn  ausser  den  nötigen  Dimensionen  des  Gegenstandes  der  Abstand  BM 

gegeben  ist. 

21)    Abbildung    eines    auf    der    Horizontalebene    stehenden 

Kreuzes,  dessen  Frontfläche  parallel  zur  Bildfläche  ist  (Fig,  29). 

Es  soll  hierbei  noch  ange- 
nommen werden,  dass  der 
Distanzpunkt  ausserhalb  der 
Grenzen  der  Zeichenfläche  hegt, 
£ 
2 
ist.  Das  aus  drei  Quadraten 
bestehende  Rechteck  EFGH 
sei  die  Horizontalprojektion  des 
Kreuzes,  BM  der  Abstand  des- 
selben von  der  Bildfläche.  Die 
Abbildung  des  Rechtecks  EFGH 
ist  efgh,  welche  sich,  wie  schon 
früher  angegeben,  leicht  kon- 
struieren lässt  Der  Punkt  b 
auf  mA  z.  6.  wird  bestimmt 


X 


JQ 


Ltf 


O' 


Flg.  39. 


durch  die  Gerade  k 


D 


welche 


man  findet,  wenn  man  mk  gleich  der  Hälfte  des  Abstandes  BM  macht. 
Femer  liegt  der  Eckpunkt  1  auf  derjenigen  Geraden,    welche  die  Mitte  i 

der  Seite  bc  mit  -^  verbindet.     Die  gegebenen  Höhen  np,  nq,  nr,  welche 

an  dem  Kreuz  vorkommen,  trage  man  in  der  Spur  n  der  Kante  cl  senk- 
recht ztu*  Achse  OX  auf,  dann  schneiden  die  Geraden  pA,  qA,  rA  auf  den 
in  c  und  1  zur  Horizontalebene  senkrecht  stehenden  Kanten  die  Abbildungen 
jener  Höhen  ab.  Die  Abbildungen  der  noch  übrigen  Kanten  sind  alsdann 
leicht  zu  finden,  da  dieselben  entweder  parallel  oder  senkrecht  zur  Achse 
OX  stehen,  oder  nach  dem  Hauptpunkte  A  gerichtet  sind. 

Aufgaben. 

22)  Die  Abbildung  des  vorigen  Kreuzes  zu  zeichnen,  wenn  die  Kante  £F  parallel 
mit  der  Achse  ist,  und  das  Kreuz  wie  in  21)  mit  der  Grundfläche  auf  der  Horizontal- 
ebene steht. 

23)  Man  soll  die  Abbildung  des  Kreuzes  zeichnen,  wenn  dasselbe  so  auf  der 
Horizontalebene  liegt,  dass  seine  Grundfläche  mit  der  Bildfläche  parallel  ist 

24)  Zur  weiteren  Übung  empfehlen  wir  dem  Anfanger  die  in  den  Figuren  80—33 
durch  Grundriss  und  Aufriss  dargestellten  Gegenstände  perspektivisch  abzubilden 
unter  der  Voraussetzung,   dass   eine  Frontfläche   parallel   zur  Bildfläche  ist    Man  ver- 
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Sache  auch  einige  dieser  Beispiele  zu  konstruieren,   wenn  die  Distanzpunkte  ausserhalb 
der  Zeichenfläche  liegen. 


Fig.  80. 


Flg.  81. 


Flg.  SS. 

26}  Abbildung  von  6  einfachen 
Pfeilern  mit  quadratischem  Querschnitt 
(Fig.  34). 

Es  wird  yorausgesetzt,  dass  die  in  einer 
Geraden  liegenden  Kanten  BC  und  EF  (Grund- 
liss)  parallel  zur  Achse  sind,  und  dass  je  vier 
innere  Ecken  der  Pfeiler,  deren  Abbildungen 
z.  B.  die  Punkte  h,  i,  m,  1  sind,  die  Ecken 
emes  Quadrats  bilden.  Zur  Konstruktion  ge- 
nügt hiemach  ein  Teil  des  Grundrisses,  wie 
in  Fig.  34  angedeutet  ist.      Femer   sei   nur 

Die  Abbildungen  der  Gmndflächen   der   vorderen  Pfeiler   werden  wie 
diejenige  der  Grundfläche  des  Kreuzes  in  Fig.  29  bestimmt.     Um  die  Ecke 

1  zu  bestimmen,  halbiere  man  hi  in  n  und  ziehe  die  Gerade  n  -^,    welche 
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I.  Abschnitt. 


cA  in  1  schneiden  moss.     Die  hintere  Ecke  t  des   zweiten  Pfeilern  finks 

ergiebt  sich  durch  die  Gerade,  welche  man  von  der  Mitte  s  der  Kante  ol  nach 

D 
-zr-  zieht.     Die  Höhen  der  Pfeiler  sind  wie  bei  den  vorhergehenden:  Auf- 


Fig.  S4. 

gaben  leicht  zu  bestimmen.  Um  die  Abbildungen  der  Kapitale  zu  finden, 
konstruiert  man  zunächst  die  perspektivischen  Abbildungen  ihrer  Horizontal- 
projektionen, wie  dieses  bei  dem  ersten  PfeQer  durch  aß^S  angedeutet  ist. 
Auf  den  in  den  Eckpunkten  einer  solchen  Projektion  errichteten  Senkrechten 
sind  dann  noch  die  zugehörigen  Höhen  auf  bekannte  Weise  abzutragen. 
Wie  die  Abbildung  des  dritten  Paares  der  PfeQer  gefunden  wird,  ist  nun 
leicht  ersichtlich  und  in  Fig.  34  hinreichend  angedeutet. 

Betrachtet  man  die  bisher  konstruierten  Abbildungen  (Frontansichten) 
aufinerksam,  so  bemerkt  man,  dass  diese  einen  etwas  gezwungenen  Blin- 
druck  machen,  und  deshalb  keine  vollkommen  befriedigende  Wirkung  hervor- 
bringen. Der  Hauptgrund  dieser  Erscheinung  liegt  darin,  dass  alle  zur 
Bildfläche  parallelen  Flächen  in  ihren  Abbildungen  Grössenverhältnisse  haben. 


Konstruktion  perspektivischer  Abbild angen. 


27 


welche  den  wirklichen  proportioniert  sind,  während  die  Abbildungen  un- 
mittelbar daranstossender  Flächen  starke  Verzerrungen  zeigen.  Dieser  plötz- 
liche Übergang  ist  es,  welcher  der  Abbildung  den  etwas  schroffen  ge- 
zwungenen Charakter  verleiht;  ausserdem  wirkt  auch  eintönig  die  grössere 
Zahl  von  Geraden,  welche  der  Achse  parallel  sind.  Wenn  deshalb  nicht 
besonders  wichtige  Gründe  vorhanden  sind,  so  zieht  mau,  vor  allen  Dingen 
bei  freistehenden  Gegenständen,  der  Frontansicht  die  zufällige  schräge  Stellung 
(Übereckstellung)  vor.  Die  Abbildungen  erhalten  dann  einen  ungezwungenen, 
lebendigeren  Charakter,  insbesondere  verschwinden  die  vielen  horizontalen 
Geraden,  welche  nun  nicht  mehr  unter  sich  parallel  erscheinen.  Dagegen 
ist  bei  Innenansichten,  z.  B.  bei  der  Abbildung  eines  langen  Korridors  und 
dgl.  die  Frontansicht  häufig  mit  Vorteil  zu  benutzen. 

Wir  gehen  nun  im  folgenden  zum  Studium  derjenigen  Konstruktionen 
und  Hil&mittel  über,  welche  zur  Herstellung  der  Abbildungen  bei  beliebiger 
Stellung  der  Bildfläche  erforderlich  sind. 

26)  Abbildung  einer  beliebigen  Geraden,  welche  in  der  Hori- 
zontalebene liegt,  oder  parallel  zu  derselben  ist  (Fig.  35  [a]  und  [ß]. 

Es  sei  Aj  (Fig.  36  a) 
der   Augenpunkt,    A    der 
Hauptpunkt  hh'  der  Hori- 
zont   und    ab    die    abzu- 
bildende Gerade,  welche  in 
der  Horizontalebene  liegen 
mag.     Nach  (3)  triffl;  nun 
der  zu  ab  von  A^  aus  ge- 
zogene   Parallelstrahl    die 
Bildfläche  in  einem  Punkte 
f  des  Horizontes.      Dieser 
Punkt  ist  der  Fluchtpunkt  der  ge- 
gebenen   Geraden;    folglich    liegt 
ihre    Abbildung    in    der   Verbin- 
dungslinie der  Spur  a  mit  f. 

Die  wirkliche  Ausfuhrung  der 
so  angedeuteten  Konstruktion  ist 
in  (ß)  angegeben.  Die  Lage  der 
gegebenen  Geraden  a'b  und  ihre 
Spur  a'  ist  aus  dem  Grundriss  er- 
sichtlich. Um  den  Fluchtpunkt  f 
zu  finden,  hat  man  sich  das  bei 
A   rechtwinklige   Dreieck   A|    Af  ng.  85/9. 

[s.  (a)]  um  Af  gedreht  zu  denken,    bis  es  in    die  Bildfläche    nach  AA'f 


Fig.  85  a. 
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I.  Abschnitt. 


gelangt  Die  Lage  des  gedrehten  Dreiecks  lässt  sich  in  (ß)  leicht  bestimmen. 
Da  nämlich  in  (a)  /  AfAi  =  /  baX  also  in  (ß)  /  AfA'=  /  ba'X'  ist 
somussA'f  II  a'bsein.  Man  mache  deshalb  in  (ß)AA'  _l  hh' und  A  A' =  AD; 
ziehe  A'f  ||  a'b,  dann  ist  der  Schnittpunkt  f  der  gesuchte  Fluchtpunkt 
Projiciert  man  noch  die  Spur  a'  nach  a,  dann  liegt  in  der  Verbindungslinie 
des  Punktes  a  mit  f  die  Abbildung  der  Geraden  ab. 

Da  die  Fluchtpunkte  aller  zur  Horizontalebene  parallelen  Greraden  im 
Horizont  liegen,  so  ist  die  eben  angegebene  Konstruktion  des  Fluchtpunktes 
auch  noch  gültig,  wenn  a'b  nicht  die  gegebene  Gerade  selbst,  sondern  die 
Horizontalprojektion  einer  zu  ihr  parallelen  Geraden  bedeutet. 

27)  Abbildung  eines  auf  der  Horizontalebene  stehenden  recht- 
winkligen Parallelepipedums  (Fig.  36). 

Es  sei  BCEF  der  Grundriss  des  Parallelepipedums  und  h  die  Höhe 
desselben.  Man  ziehe  in  A  die  Gerade  AA'  =  AD,  senkrecht  zum  Horizont 
und  lege  durch  A'  die  Geraden  A'f^  und  A%  bez.  parallel  zu  BF  und  BC, 
dann    erhält   man  in  f^  und  4   ^^^  Fluchtpunkte    der   letzteren   und  aller 


Fig.  36. 


Kanten,  welche  zu  denselben  parallel  sind.  Nun  verlängere  man  die  Seiten 
des  Rechtecks  BCEF  bis  zu  ihren  Spuren  G,  I,  K,  L,  deren  Abbildungen 
g,  i,  k,  1  senkrecht  über  den  letzteren  liegen.  Die  Abbildungen  der  beiden 
Geraden  BG  und  EF  liegen  dann  in  den  Verbindungslinien  g^  und  iif, 
und  jene  der  Geraden  BF  und  GE  in  kf^  bez.  If^.  Hierdurch  ergiebt  sich 
die  Abbildung  bcef  der  Grundfläche.  In  den  Ecken  der  letzteren  sind 
Senkrechten  zur  Achse  zu  ziehen  und  auf  diesen  die  Abbildungen  der  Höhe 
h  aufzutragen. 

Man  konstruiere  hiernach  die  Abbildungen  von  Übereckstellungen  der 
in  den  Figuren  30 — 33  dargestellten  Gegenstände. 
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Unzugängliche  Fluchtpunkte. 

28)  Die  Ermittelung  der  perspektivischen  Abbildungen  beliebiger  hori- 
zontaler Geraden  zeigt,  wie  die  Abbildungen  von  Obereckstellungen  leicht 
gefunden  werden  können  mit  Berücksichtigung  auf  das  scheinbare  Zusammen- 
laufen paralleler  Geraden  in  einem  Fluchtpunkte.  Zwar  hätte  man  der- 
artige Abbildungen  auch  nach  7)  und  18)  dieses  Abschnittes  konstruieren 
können;  man  wäre  dann  aber  gezwimgen,  die  Abbildungen  aller  Ecken  zu 
bestimmen  und  diese  den  Kanten  des  abzubildenden  Gegenstandes  ent- 
sprechend mit  einander  zu  verbinden.  Dadurch  tritt  aber  (was  gerade  für 
das  Zeichnen  von  besonderer  Wichtigkeit  ist)  die  Gesetzmässigkeit  in  dem 
Verlauf  der  Abbildungen  der  Kanten  nicht  so  klar  hervor,  wie  z.  B.  bei  dem 
in  27)  angegebenen  Verfahren.  Überhaupt  gewährt  die  Benutzung  der 
Fluchtpimkte  der  vorkommenden  Geraden  einen  besonders  lehrreichen  Ein- 
blick in  die  Eigentümlichkeiten  perspektivischer  Abbildungen  und  man  wird 
nur  in  einzelnen  Fällen  (s.  30)  mit  der  punktweisen  Ermittelung  sich  be- 
gnügen. 

Nun  tritt  häufig  der  Fall  ein,  dass  Fluchtpunkte  ausserhalb  der  Zeichen- 
fläche liegen.  Es  ist  dann  die  Aufgabe  zu  lösen,  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Zeichenfläche  eine  Gerade  nach  einem  unzugänglichen  Punkte 
zu  ziehen,  dessen  Lage  immer  durch  zwei  gegebene  Geraden  bestimmt  ist, 
welche  sich  ausserhalb  der  Zeichenfläche  schneiden.  Die  Lösung  ist  jedoch 
sehr  einfach;  sie  stützt  sich  auf  das  planimetrische  Gesetz,  dass  parallele 
Geraden  auf  anderen  Geraden  stets  proportionierte  Strecken  abschneiden. 


Wg.  87. 


Es  sei  BC  Fig.  37  eine  in  der  Horizontalebene  hegende  Gerade,  deren 
Abbildung  gefunden  werden  soll.     Ist  AA'  _L  hh'  und  gleich  AD,    femer 


30  I-  Abschnitt. 

A'F  parallel  BC,  so  ist  nach  26)  F  der  Fluchtpunkt  der  gegebenen  Geraden. 
Projiciert  man  noch  die  Spur  B  nach  b  auf  OX,  so  liegt  in  bF  die  Ab- 
bildung von  BG.     Liegt  nun  D  ausserhalb  der  Zeichenfläche,  so  dass  z.  B. 

nur  noch  -^  auf  derselben  erreichbar  ist,  so  kann  man   die  Richtung  der 

Abbildung  von  b  nach  F  leicht  folgendermassen  bestimmen. 

A'        1         ,  1  A' 

Man  mache  A-^  =  -^AA'  (also  =-^  AD)  und  ziehe  von  -^  aus 

DO  O  O 

F 

eine  Parallele  zu  BG.    Die  letztere  schneidet  den  Horizont  hh'in-^,    dann 

o 

verhält  sich: 

F  A 

a4-:AF  =  A-|-:AA'; 
o  o 

F         1 
folglich  ist  auch  k-^=-—AF, 

F 
Mit  Hilfe  von  —  kann  man  nun  leicht  die  Richtung  von  bF  finden. 

1  F 

Man  ziehe  Ab  und  mache  Am  =— -Ab;   verbinde  m  mit  -;:-   durch    die 

o  o 

F  .  F 

Gerade  m  -r-  und  ziehe  nun  von  b  aus  eine  Parallele  zu  m  -;r-.      Diese 
o  o 

Parallele  fällt  mit  bF  zusammen.    Der  Beweis  ergiebt  sich  aus  der  Ähnlich- 

F 

keit  der  beiden  Dreiecke  AbF  und  Am-r-. 

o 

Ist  —  gegeben,  so  trägt  man  auf  AA'  von  A  aus  —  der  Entfernung 

des  Augenpunktes  von  der  Bildfläche  ab  und  verfährt  sonst  wie  vorhin. 

Sind  a  und  b  (Fig.  38)  die  Abbildungen  von  zwei  beUebigen  Punkten 
und  sollen  von  denselben  gerade  Linien  nach  dem  auf  dem  Hoiizont  hh' 

^        hegenden  unzugängUchen  Fluchtpunkte 

f  gezogen  werden,  so  ziehe  man  Aa  und 

f 

Ab  und  mache,  wenn  etwa  -r-  gegeben 

o 

ist,  Ac=-r-Aa    und    Ad  =  -^    Ab. 

f 
Zieht  man  nun  am  parallel  zu  c  -r-  und 

Fig.  38.  O 

f 

bn  parallel  zu  d-^-,  so  gehen  am  und  bn  verlängert  durch  f. 

Soll  man  von  mehreren  Punkten  a,  b,  c,  d,  e  .  .  .  (Fig.  39),  welche 
auf  der  Achse  OX,  oder  wie  in  Fig.  40,    auf  einer  beUebigen  Geraden  an 
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liegen,  gerade  Linien  nach  dem  auf  dem  Horizonte  liegenden  unzugänglichen 
Fluchtpunkte  i  gezogen  werden,  so  verbindet  man  zunächst  die  gegebenen 
Punkte  mit  dem  Hauptpunkte  A  durch  gerade  Linien.    Ist  nun  wieder  etwa 

-s-  gegeben,  ao  mache  man  Aa^-5-Aa  und  ziehe   die  Gerade  kl  durch 

a.  parallel  zur  Achse  OX 
bez.  parallel  zu  an. 
Diese  Parallele  schneidet 
auf  jeder  der  Verbin- 
dungsgeraden  der  Punkte 
a,  b,  c  d,  e  . .  mit  A  ein 
Drittel  ihrer  Länge  von 
A  am  gerechnet,  ab. 
Die  gesuchten  von  a,  b, 
c,  d,  e  .  .  nach  f  gehen- 
den Geraden  sind  dann 
bez.  parallel  zu  den- 
jenigen Geraden,  welche 
f 
a,  ß,  T.  S,  e  ■  ■  mit  -g-     ^  (? 

verbinden.  Fig.  to. 

29)  Die  in  28)  erläuterten  Konstruktionen  sind  in  Fig.  41  zur  perspek- 
üvischen  Darstellung  eines  Monumentes  bei  Überecketellung  benutzt  worden, 


Einige  Andentungen  werden  hier  voUstÄndig  genügen,  da  wir  bereits  Ge- 
sagtes nur  zu  wiederholen  haben.  Nachdem  die  Spuren  G,  H,  I  und  K 
der  Kanten  der  Grundfläche  in  der  Horizontalprojektion  gefunden,  und  durch 
Senkrechten  zur  Achse  in  der  perepektiviBchen  Abbildung  in  g,  h,  i  und  k 
bestimmt  sind,  zieht  man  von  den  letzteren  gerade  Linien  nach  dem  Haupt- 
punkte A.    Ferner  lege  man  die  Gerade  mn  parallel  zum  Horizonte  so,  dass 

ihr  Abstand  von  dem  letzteren  -r-  des  Abstände»  zwischen  Horizont  und 


Achse  beträgt.     Diese  Gerade  schneidet  auf  gA,  hA, 


iA  und  kA  je  - 
1 


ihrer  Länge,  von  A  aus  gerechnet,  ab.  Macht  man  nun  AA,  =-^  der 
Entfernung  des  Augenpunktes  von  der  BildMche  und  senkrecht  zum  Horizont, 
und  zieht  A,  -^  parallel  zu  BC,  A,  -^  parallel  zn  BE,  so  sind  A-^  und 
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A  -^  bez.  die  sechsten  Teile  der  Entfernungen  der  wahren  Fluchtpunkte 
vom  Hauptpunkte  A. 


Wir  ziehen  nun  gl  ||  g 


,  f 


rtg.  «1. 


hc  II  h 


,  f 


femer  ie  || 


6 
.,  F 


kc  II  k 


,  F 


A-O 
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Durch  diese  Geraden  erhalten  wir  die  Abbildung  bei  e'der  Grundfläche. 

Um  die  Abbildung  desjenigen  Quadrates  zu  finden,  dessen  Horizontal- 
projektion PQRS  ist,  denken  wir  uns  die  Ebene  desselben  erweitert  Diese 
Ebene  schneidet  die  Bildfläche  in  einer  zur  Achse  parallelen  Geraden  TT, 
welche  in  gleicher  Höhe  mit  "dem  entsprechenden  Eckpunkte  Q'  des  links 
in  unserer  Zeichnung  angegebenen  Aufrisses  hegt.  Auf  TT'  liegen  nun  die 
Spuren  ol,  ß',  y',  5'  der  Seiten  jenes  Quadrates  und  zwar  senkrecht  über 
den  Punkten  a,  ß,  y,  S  des  Grundrisses.    Verbindet  man  jetzt  ol  mit  A  durch 

die  Gerade  a'A  und  macht  alsdann  a"A  =  -x- a'A,  zieht  femer  zu  ol'  -^ 

0  o 

die  Parallele  oc  p',  so  hegt  in  der  Verlängerung  der  letzteren  die  Abbildung 
p's'  der  einen  Quadratseite.  In  gleicher  Weise  konstruiert  man  die  Ab- 
bildungen der  übrigen  Kanten. 

Die  Abbildungen  der  Eckpunkte  derjenigen  Quadrate,  welche  nahezu  in 
gleicher  Höhe  mit  dem  Horizont  liegen,  werden  wegen  der  spitzen  Winkel, 
welche  die  Abbildungen  der  Seiten  mit  einander  bilden,  leicht  undeutlich. 
Man  kann  in  diesem  Falle  die  ganze  Horizontalprojektion  des  Gegenstandes 
perspektivisch  abbilden,  dann  werden  die  gesuchten  Ecken  senkrecht  über 
denjenigen  dieser  Abbildung  liegen. 

30)  Um  noch  zu  zeigen,  wie  man  ohne  Benutzung  von  Fluchtpunkten 
einzelner  Kanten  perspektivische  Abbildungen  konstruieren  kann,  betrachten 
wir  die  Abbildung  eines  auf  der  Horizontalebene  stehenden  rechtwinkligen 
Parallelepipedums,  welches  auf  seiner  oberen  Grundfläche  eine  regelmässige 
vierseitige  Pyramide  trägt  (Fig.  42). 

Durch  die  Eckpunkte  des  Grundrisses  ziehen  wir  die  Geraden  BB', 
CC,  EE'  und  FF'  senkrecht  zur  Achse  O'X'  und  bestimmen  deren  Spuren 
b',  c,  e'  und  f,  welche  senkrecht  über  B',  CT,  E',  F'  auf  OX  hegen.  Die 
Äbbüdungen  dieser  Geraden  sind  von  b',  c',  e',  f  nach  dem  Hauptpunkte 
A  gerichtet  Um  nun  auf  den  letzteren  die  Abbildungen  der  Eckpunkte 
der  Grundfläche  zu  bestimmen,  stellen  wir  eine  Ebene  auf,  welche  senkrecht 
zur  Achse  OX  steht  und  im  Grundriss  deshalb  als  die  Gerade  MN  erscheint. 
Die  Abbildung  von  MN  ist  von  N  nach  A  gerichtet  und  die  SchnitÜinie 
der  Ebene  mit  der  Bildfläche  die  zur  Achse  OX  senkrechte  Gerade  NQ. 
Auf  diese  Ebene  projicieren  wir  die  Punkte  B,  C^  E,  F  durch  Geraden, 
welche  parallel  zur  Achse  O'X'  sind,  nach  b",  c",  e",  f.  Die  Abbildungen 
bg,  C|,  e,,  fg  dieser  letzteren,  welche  auf  NA  hegen,  werden  nach  (7)  mit 

Hilfe  des  Punktes  -rr-  bestimmt.      Zieht   man  jetzt   die  Geraden  bgb,  c,c 

^e,  fjf  parallel  zu  OX,  so  stellen  diese  die  Abbildungen  der  projicierenden 
Geraden  Bb",  Cc",  Ee",  Ff  dar,  und  sie  bestimmen  die  Abbildungen  b, 
c,  e  und  f  der  Ecken  der  Grundfläche. 

Schlotke,  DanteUende  Geometrie.    IH.    2.  Aufl.  3 
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Projicieren  wir  nun  die  zur  Horizontalebene  senkrechten  Kanten  des 
Prismas  ebenfalls  auf  die  angenommene  Seitenebene ,  so  werden  die  oberen 
Endpunkte  gg^  b,,  i^,  k^  der  Projektionen  in  einer  Geraden  lA  liegen, 
welche  man  erhält ,    wenn  man  in  N  die  wahre  Länge  Nl  jener  Kanten 


senkrecht  zur  Achse  aufträgt  und  von  1  aus  die  Gerade  lA  zieht.  Jetzt 
kann  man  die  Abbildungen  der  vertikalen  Kanten  in  b,  c,  e  und  f  zeichnen 
und  durch  Parallelen  zur  Achse,  welche  von  g,,  h^,  i^,  k^  aus  gezogen 
werden,  die  Eckpunkte  g,  h,  i,  k  bestimmen.  Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich 
die  Abbildung  der  Spitze  s.  (In  Fig.  42  ist  die  perspektivische  Abbildung 
der  Seitenprojektion  vollständig  angegeben). 

Besonders  brauchbar  ist  die  Projektion  auf  eine  Seitenebene,  wenn  sehr 
viele  gleiche  Höhen,  welche  in  verschiedenen  Entfernungen  von  der  Bildfläche 
hegen,  au&utragen  sind.  Man  vergl.  die  Anwendungen  in  den  Fig.  83,  86, 
88,  und  89. 

Sind  die  Punkte  b,  c,  e  und  f  bestimmt,  so  kann  man  diese  auch 
auf  eine  beUebige  zwischen  Achse  und  Horizont  hegende  Gerade  ut  projicieren. 
In  den  Projektionen  und  in  u  errichtet  man  Senkrechten  ziu*  Achse  und 
trägt  auf  diesen  die  Höhen  perspektivisch  ab  (man  mache  also  uv=Nl 


EoDstmktioii  perspektivischer  Abbildungen. 
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und  ziehe  vt,  wodurch  auf  jenen  Senkrechten  die  gesuchten  Strecken  nach 
(18)  des  Abschnittes  bestimmt  werden).  Durch  Parallelen  zur  Achse,  welche 
man  von  den  so  erhaltenen  Punkten  g^,  h^,  i^^  kj  zieht,  ergeben  sich  nun 
gleichfalls  die  Ecken  des  Parallelepipedums.  Die  Konstruktion  ist  aus  Fig.  42 
ersichtlich;  man  benutzt  in  diesem  Falle  die  Projektion  des  zu  zeichnenden 
Gegenstandes  auf  einer  zur  Horizontalebene  senkrechten  Ebene,  welche  jedoch 
nicht  senkrecht  zur  Bildiläche  steht.  Die  projiderenden  Linien  sind  aber 
parallel  zur  Bildfläche  und  fetssen  demnach  gleiche  Höhen  zwischen  sich. 
Dies  Verfahren  ist  anzuwenden,  wenn  im  ersten  Falle  die  Ecken  der  Seiten- 
projektion durch  zu  spitze  Schnitte  der  Hilfslinien  undeutlich  werden  sollten. 
Man  zeichne  hiemach  die  perspektivische  Abbildung  des  Gegenstandes 
Fig.  41. 

Der  Teilungspunkt 

31)  Es  sei  BC  Fig.  43  eine  in  der  Horizontalebene  Hegende  Gerade 
und  bF  ihre  nach  (26)  bestimmte  perspektivische  Abbildung.  Um  auf  der 
letzteren  die  gegebene 
Strecke  BE  von  b  aus 
perspektivisch  darzu- 
stellen,   machen  wir 

BG  =  BE 
und  suchen  nun  die 
Abbildung  der  Ver- 
bindungslinie der 
Punkte  G  und  E.  Wir 
ziehen  also  von  dem 

niedergeklappten 
Hauptpunkte  A'  aus 
die  Gerade  A'T  pa- 
rallel zu  GE,  dann 
ist  T  der  Fluchtpunkt 
der  letzteren.  Durch  die  Senkrechte  Gg  zur  Achse  bestimmen  wir  die 
Spur  g,  dann  erhält  man  in  der  VerbindungsUnie  der  Punkte  g  und  T  die 
Abbildung  der  durch  G  und  E  gehenden  Geraden.  gT  schneidet  nun  auf 
bF  die  Abbildung  be  der  gegebenen  Strecke  BE  ab. 

Aus  der  eben  angegebenen  Konstruktion  folgt,  dass  die  Dreiecke  A'FT 
und  BEG  ähnlich  sind,  weil  ihre  Seiten  paarweise  parallel  liegen.  Da  nun 
das  letztere  Dreieck  gleichschenklig  ist  (BG  =  BE),  so  ist  auch  in  dem 
Dreieck  ATT: 

AT  =  FT. 

Man  kann  deshalb  den  Punkt  T  auch  mit  Hilfe  eines  um  den  Flucht- 

3* 


Fig.  43. 
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punkt  F  mit  dem  Halbmesser  FA'  beschriebenen  Kreises  bestimmen.    Femer 
ist  noch  bg  =  BG  =  BE. 

Hiernach  lässt  sich  auf  der  gegebenen  Abbildung  einer  beliebigen  in  der 
Horizontalebene  liegenden  Geraden  eine  bestimmte  Strecke  ohne  Benutzung 
des  Grundrisses  von  der  Spur  der  Geraden  aus  perspektivisch  abtragen. 
Man  zeichnet  um  den  Fluchtpunkt  F  der  gegebenen  Geraden  bF  mit  dem 
Halbmesser  FA'  einen  Kreis,  welcher  den  Horizont  in  T,  dem  sog.  Teilungs- 
punkt der  Geraden,  triffl;.  Die  gegebene  Strecke  trägt  man  von  der  Spur  b 
aus  nach  bg  auf  der  Achse  OX  ab  und  zieht  von  g  die  Gerade  gT  nach  dem 
Teilpunkte  T.  Diese  Gerade  schneidet  auf  bF  die  gesuchte  Abbildung  ab. 
Alle  in  der  Horizontalebene  liegenden  Geraden,  welche  zu  G£  parallel 
sind,  haben  den  Fluchtpunkt  T  gemeinschaftlich  und  man  sieht  leicht,  dass 
die  Abbildungen  aller  dieser  Geraden  auf  bF  Strecken  abschneiden,  deren 
wahre  Längen  denjenigen  Strecken  gleich  sind,  welche  die  Geraden  selbst 
auf  der  Achse  (von  b  aus  gerechnet)  abschneiden.  Wegen  dieser  Eigen- 
schaft heisst  T  der  Teilungspunkt  der  Geraden  bF. 

Man  kann  einen   zweiten  Teilungspunkt   von    gleicher  Eigenschaft  in 
demselben  Abstände  von  F  nach  links  auf  dem  Horizont  abtragen. 

Alle  in  der  Horizontalebene  liegenden  Parallelen  zu  BC,  deren  Flucht- 
punkt F  ist,  haben  denselben  Teilungspunkt  T. 

Für  jede  Gerade  in  der  Horizontalebene,  welche  den  Hauptpunkt  zum 
Fluchtpunkt  hat,  ist  jeder  der  Distanzpunkte  ein  Teilungspunkt. 

Ist  BC  miter  einem  Winkel  von  60°  gegen  die  Achse  geneigt,  so  ist 

nicht  nur  T  der  Teilungspunkt  für  alle  nach  F  gehenden  Geraden,  sondern 

F  ist  auch  der  Teilungspunkt  derjenigen  in  der  Horizontalebene  liegenden 

Geraden,  welche  T  als  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkt  haben.     Warum? 

Um  auf  der  Abbildung   bF    einer   in    der  Horizontalebene   liegenden 

Geraden,  Fig.  44,  von  einem 
Punkte  c  derselben  eine  Strecke 
von  gegebener  Länge  1  perspek- 
tivisch abzutragen,  ziehen  wir 
vom  Teilpunkte  T  der  Geraden 
durch  c  die  Linie  Tc,  und 
verlängern  die  letztere  bis  zum 
Durchschnitt  e  mit  der  Achse 
OX.  Jetzt  machen  wir  ge  =  1 
Fig.  44.  und  ziehen  gT,  dann  schneidet 

die  letztere  auf  bF   den  Endpunkt  h  der   gesuchten  Strecke  ab.     Es  ist 
nämlich  nach  dem  früheren: 

bg  gleich  der  wahren  Länge  von  bh 


be 


}f 


» 


j) 


>? 


» 


bc 
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folglich  ist  auch  bg  —  be  =  ge  =  l  gleich  der  wahren  Länge  von  bh  —  bc 
oder  von  eh. 

Umgekehrt:  Soll  die  wahre  Länge  einer  in  der  Horizontalebene  liegenden 
Strecke  aus  ihrer  Abbildung  ch  bestimmt  werden,  so  ziehen  wir  Ton  dem 
Teilpunkte  derselben  die  Geraden  Tc  und  Th.  Die  Verlängerungen  der 
letzteren  begrenzen  auf  der  Achse  die  Strecke  ge,  welche  die  gesuchte 
wahre  Länge  darstellt.  Die  Richtigkeit  dieser  Konstruktion  ist  aus  Fig.  44 
unmittelbar  ersichtUch. 

Die  Aufgabe,  auf  der  Abbildung  einer  in  der  Horizontalebene  hegenden 
(jeraden  bF  (Fig.  46)  von  einem  bestimmten  Punkte  c  derselben  die  ge- 
gebene Strecke  1  perspektivisch  abzu- 
tragen, wollen  wir  noch  für  den  Fall 
lösen,  wenn  der  gegebene  Punkt  c 
so  nahe  dem  Horizonte  liegt,  dass  die 
tierade,  welche  ihn  mit  dem  Teilungs- 
pnnkte  verbindet,  die  Achse  innerhalb 
der  zur  Verfügung  stehenden  Zeichen- 
fläche nicht  mehr  treffen  würde. 

Wir  tragen  be  =  1  von  der  Spur 
b  aus  auf  der  Achse  OX  ab;  ziehen  -4'1/ 

eF  und  durch  c  die  Gerade  cf  parallel  ^8-  **• 

zu  OX.  Da  nun  eF  und  bF  die  Abbildungen  zweier  Parallelen  mit  dem  gemein- 
schafUichen  Fluchtpunkte  F  sind,  so  ist  bcfe  die  Abbildung  eines  Parallelo- 
gramms. Es  ist  also  die  wahre  Länge  der  Seite  cf=be  =  l.  Ziehen  wir 
nun  die  Gerade  fT,  so  ist  cf g  die  Abbildung  eines  gleichschenkligen  Dreiecks,  in 
welchem  cf  und  cg  die  Abbildungen  der  beiden  gleichen  Seiten  desselben  sind. 
Folglich  ist  auch  cg  die  Abbildung  einer  Strecke  von  der  gegebenen  Länge  1. 

Hiemach  löse  man  die  Aufgabe:  Die  wahre  Länge  einer  in  der  Horizontal- 
ebene hegenden  Geraden  aus  ihrer  Abbildung  zu  finden. 

32)  Als  Beispiel  zur  Anwendung  der  in  31)  gegebenen  Erläuterungen 
diene  die  Abbildung  einer  Reihe  von  Pfeilern  mit  quadratischen  Grund- 
flächen, welche  auf  der  Horizontalebene  stehen  (Fig.  46).  Durch  den  unter 
OX  liegenden  Teil  des  Grundrisses  ist  die  Lage  des  ersten  Pfeilers  in  Bezug 
auf  die  Bildfläche  bestimmt,  e  sei  die  Entfernung  je  zweier  Pfeiler  von 
einander  und  h  die  gemeinschafthche  Höhe  derselben. 

Wir  verlängern,  wie  in  Fig.  46  angegeben  ist,  zwei  parallele  Seiten  der 
Grundflächen  bis  zu  ihren  Spuren  G  und  J  und  übertragen  die  letzteren 
durch  Senkrechten  zur  Achse  auf  die  perspektivische  Abbildung  nach  g  und  i. 
Die  Abbildungen  dieser  verlängerten  Seiten  sind  alsdann  nach  dem  auf  be- 
kannte Weise  bestimmten  Fluchtpunkte  F  zu  ziehen  (AA'  =  Entfernung 
d^  Augenpunktes  von  der  Bildfläche  und  AT  parallel  zu  CG)   und  nun 
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bestimmen  wir  durch  den  um  F  als  Mittelpunkt  mit  dem  Halbmesser  F  A' 
gezeichneten  Kreisbogen  den  Teilungspunkt  T  für  gF.  Den  Eckpunkt  c 
findet  man  alsdann,  wenn  man  gl  =  CG  macht  und  die  Gerade  IT  zieht^ 
welche  gF  in  c  schneidet.    Femer  tragen  wir  von  1  aus  die  Strecke  Im  = 


Flg.  46. 

der  Seite  der  Grundfläche  eines  der  Pfeiler  und  ziehen  von  m  eine  Gerade 
nach  T.     Diese  trifflb  gF  in  einem  zweiten  Eckpunkte  n  (vergl.  Fig.  44). 

Um  die  beiden  auf  gF  hegenden  Ecken  der  Grundfläche  des  folgenden 
Pfeilers  zu  bestimmen,  trage  man  auf  OX  von  g  aus  die  Strecken  gs  =  e 
und  st  =  lm  an;  ziehe  sF  und  tF,  und  durch  den  Eckpunkt  n  die  Gerade 
np  parallel  zur  Achse.  Auf  der  letzteren  werden  durch  sF  und  tF  die 
Strecken  no  und  op  abgeschnitten,  welche  die  Abbildungen  von  Geraden 
darstellen,  deren  wahre  Längen  gleich  gs  und  st  sind.  Zieht  man  demnach 
von  0  und  p  Geraden  nach  dem  Teilungspunkte  T,  so  schneiden  dieselben 
auf  gF  die  gesuchten  Eckpunkte  q  und  r  des  nächsten  Pfeilers  ab.  Von 
r  aus  kann  man  wie  vorhin  von  m  aus  weitergehend  die  entsprechenden 
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Ecken  des  dritten  Pfeilers  bestimmen  u.  s.  f.  (s.  Fig.  45).  Das  Auftragen 
der  Höhen  ist  wie  früher  auszuführen. 

In  der  Nebenfigur  (a)  ist  der  Grundriss  in  kleinem  Massstabe  darge- 
stellt, mit  denjenigen  Hilfelinien,  welche  zur  Bestimmung  der  Abbildungen 
der  in  der  Horizontalebene  liegenden  Ecken  gedient  haben.  Es  ist  GL  ■=  CG, 
GM  =  GN,  GS  =  e,  ST  =  BC;  PT  ||  SO  ||  GR;  OQ  ||  PR  ||  MN,  NP  ||  GT 
u.  s.  f.    Man  yergl.  nun  (a)  mit  dem  perspektivischen  Grundriss  in  Fig.  46. 

Aufgaben. 

32  a)  ab  ist  die  Abbildung  einer  Geraden  und  c  diejenige  eines  Punktes, 
welche  beide  in  der  Horizontalebene  hegen.  Es  soll  der  senkrechte  Abstand 
des  Punktes  c  von  der  Geraden  ab  bestimmt  werden. 

32b)  abc  ist  die  Abbildung  eines  Dreiecks,  welches  senkrecht  zur 
Horizontalebene  steht  und  dessen  Seite  ac  in  dieser  hegt.  Man  soll  die 
wahre  Gestalt  des  Dreiecks  ermitteln. 

33)  Abbildung  einer  beliebig   im  Räume  liegenden  Geraden 

(Fig.  47). 

Unsere  nächste  Aufgabe  ist,  zu  zeigen,  wie  der  Fluchtpunkt  einer  der 
Lage  nach  gegebenen 
Geraden  Bc  bestimmt 
werden  kann.  Betreffe 
die  Horizontalebene  in 
B  und  BG  sei  die 
Horizontalprojektion 
der  Geraden.  Wir  ziehen 
durch  den  Augenpunkt 
Aj  die  Geraden  AjF 
parallel  zu  BC  und  Ajf 
parallel  zu  Bc.  Da 
A^F  nun  auch  parallel 
zur  Horizontalebeneist, 
$0  triffl;  sie  die  Bild-  Fig.  47. 

fläche  in  einem  Punkte  F,  welcher  auf  dem  Horizont  hegt  und  zugleich  der 
Fluchtpunkt  für  BC  ist,  (s.  I,  3).  Legt  man  durch  Ajf  und  A^F  eine 
Ebene,  so  ist  dieselbe  parallel  mit  der  projicierenden  Ebene  BCc;  sie  steht 
also  senkrecht  zur  Horizontalebene  imd  schneidet  die  Bildfläche  deshalb  in 
einer  Geraden  Ff,  welche  senkrecht  zur  Achse  steht  Hieraus  geht  hervor, 
dass  Ajf  die  Bildfläche  in  dem  senkrecht  über  F  hegenden  Punkte  f  schneidet. 
Nach  Einleitung  3)  ist  aber  f  der  Fluchtpunkt  der  Geraden  Bc. 

Anmerkung.  Da  A^F  ||  BC,  Ajf  ||  Bc,8oist  /  cBC=  /  fAjF.  Femer 
ist  /  BCc  =  /  AjFf  =  90^     Folglich  ist  A  BCc~  A  A^Ff. 

Man  drehe  das  Dreieck  A,Ff  um  Ff,    bis  es  in  die  Bildfläche  fällt. 
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Da  /A^Ff  ein  rechter  Winkel  ist,  so  fällt  A,F  nach  der  Umklappüng  mit 
dem  Horizont  zusammen  und  Aj  gelangt  nach  T,  wenn  FT  =  A|F  ist. 
Nach  der  Drehung  hat  das  Dreieck  die  Lage  FfT,  und  es  ist  /  FTf = 
/FAif=/cBC.  Aus  der  Konstruktion  geht  aber  sofort  hervor,  dass  T 
der  Teilungspunkt  für  die  Abbildung  der  Geraden  BC  ist. 

Hiemach  ist  die  Ausfuhrung  der  Konstruktion  auf  der  ebenen  Zeichen* 
fläche  in  Fig.  48  dargestellt.  Die  abzubildende  Gerade  ist  gegeben  durch 
ihre  Horizontalprojektion  BC,  ihre  wahre  Länge  B'C  und  ihren  Neigungs- 
winkel C'B'C"  =  OL  gegen  die  Horizontalebene ;  in  B  schneide  sie  die  letztere. 

Von  dem  in  die  Bildfläche 
niedergeklappten  Augen- 
punkte Ai  ziehen  wir  die 
Gerade  A,F  parallel  zu 
BC,  dann  erhalten  wir 
in  F  den  Fluchtpunkt  der 
Horizontalprojektion  der 
gegebenen  Geraden.  Mit 
Hilfe  eines  um  F  als 
Mittelpunkt  und  FA^  als 
Halbmesser  gezeichneten 
Kreisbogens  bestimmen 
wir  alsdann  den  Teilpunkt 
T  der  Projektion  BC.  Die 
Spur  E  der  letzteren  über- 
tragen wir  durch  die  zur 
Fig.  48.  Achse  Senkrechte  Ee  nach 

e,  dann  erhalten  wir  in  der  Verbindungslinie  eF  die  Abbildung  der  Geraden, 
in  welche  diejenige  der  Projektion  hineinfällt  Machen  wir  noch  eß  =  EB, 
eY  =  EC  und  ziehen  die  Geraden  ßT  und  yT,  so  schneiden  diese  auf  EF 
die  Strecke  bc',  nämlich  die  Abbildung  der  gegebenen  Projektion  BC  ab. 
In  T  legen  wir  den  Neigungswinkel  FTf=a  an  den  Horizont  und 
ziehen  Ff  senkrecht  zu  dem  letzteren,  dann  erhalten  wir  in  dem  Schnitt- 
punkt f,  wie  sich  aus  Fig.  47  ergiebt,  den  Fluchtpunkt  der  gegebenen  Geraden, 
deren  Abbildung  nun  von  b  nach  f  gerichtet  ist.  Zieht  man  noch  durch  c' 
die  Gerade  cc'  senkrecht  zur  Achse,  so  schneidet  diese  aufbF  die  gesuchte 
Abbildung  bc  ab. 

Wenn  die  abzubildende  Gerade  in  einer  Ebene  liegt,  welche  senkrecht 
zur  Bildfläche  und  Horizontalebene  zugleich  steht,  so  hegt  der  Fluchtpiaikt, 
wie  man  leicht  sieht,  in  der  durch  A  gehenden  zum  Horizont  senkrechten 
Geraden. 

Aufgaben : 


Eonstraktion  perspektivischer  Abbildungen. 
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34)  Die  Abbildung  eines  geraden  dreiseitigen  Prismas  zu  finden,  welches 
mit  einer  Seitenfläche  auf  der  Horizontalebene  liegt,  Fig.  49. 

Das  Prisma  ist  gegeben  durch  seine  Horizontalprojektion  BGE6  und 
durch  die  wahre  Gestalt  seiner  Grundfläche,  welche  durch  das  in  die  Horizontal- 
ebene   niedergeklappte    gleichschenklige    Dreieck    GEJ'    dargestellt    wird 

(CJ'  =  EJO. 

Nachdem  die  Abbildung  bceg  des  Rechtecks  BGEG  gefunden  ist,  wird 
nach  (31)  der  Teilpunkt  T  der  Geraden  bg  und  ce  bestimmt.     In  T  ist 


Flg.  49. 

dann  der  Winkel  o,  welchen  die  gleichen  Schenkel  des  Dreiecks  GEJ'  mit 
der  Grundlinie  bilden,  sowohl  oberhalb,  als  auch  unterhalb  des  Horizonts 
anzutragen.  Die  Schenkel  treflen  die  in  F  zu  hh'  gezogene  Senkrechte  in 
den  Punkten  f  und  f ,  welche  nun  die  bez.  Fluchtpunkte  der  beiden  zur 
Horizontalebene  geneigten  Kantenpaare  des  Prismas  sind.  Die  Abbildungen 
des  einen  Paares  sind  von  b  und  c  nach  f  gerichtet,  diejenigen  des  anderen 
Paares  liegen  in  den  Geraden  von  f  durch  e  und  g.     Durch  die  Schnitt- 
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punkte  k  und  i  ergiebt  sich  endlich  noch  die  Abbildung  der  letzten  Kante  i  k. 
In  Fig.  49  ist  links  noch  eine  zweite  Abbildung  desselben  Körpers  darge- 
stellt,   wenn  die  Kanten  BG  und  CE  senkrecht  zur  Achse   stehen.     Die 

Fluchtpunkte  der  beiden  Paare 
schräger  Kanten  liegen  dann 
auf  einer  zur  Achse  OX  senk- 
rechten Geraden,  welche  durch 
den  Hauptpunkt  A  geht.  Man 
findet  diese  beiden  Punkte 
leicht,  wenn  man  in  einem 
der  Distanzpunkte  den  Winkel 
a  sowohl  oberhalb  als  auch 
unterhalb  an  den  Horizont 
legt  Siehe  die  angegebene 
Konstruktion  in  Fig.  49. 

Zur  eigenen  Übung  kon- 
struiere man  eine  gerade  so- 
Fig.  50.  wohl    als    auch    eine    schiefe 

perspektivische  Abbildimg  der  in  Fig.  50  durch  Grundriss  und  AuMss  dar- 
gestellten Treppe.  Der  Studierende  findet  hierbei  Gelegenheit,  die  meisten 
der  bisher  entwickelten  Gesetze  zur  Anwendung  zu  bringen. 
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IL  Abschnitt 

Allgemeine  Darstellung  gerader  Linien  und  Ebenen  In  der 

LinearperspektiTe. 

Durch  die  Lösung  der  Aufgabe,  die  Abbildung  einer  beliebigen  Geraden 
zu  finden,  ist  die  MögUchkeit  gegeben,  die  Abbildung  eines  jeden  Gebildes, 
welches  aus  Geraden  zusammengesetzt  ist,  herzustellen.  Die  Lmearperspek- 
tive  könnte  man  mit  diesem  Satze  als  abgeschlossen  ansehen,  da  alles  fol- 
gende (auch  die  punktweise  zu  bestimmenden  Abbildungen  krummer  Linien) 
nur  Anwendungen  der  bisher  aufgestellten  Gesetze  und  Konstruktionen  sind. 
Es  ist  jedoch  von  Interesse,  auch  auf  weitere  Aufgaben  über  Punkt,  gerade 
Linie  und  Ebene  einzugehen.  Wir  fügen  deshalb  der  Vollständigkeit  wegen 
diesen  Abschnitt  besonders  fiir  diejenigen  hinzu,  denen  ein  tieferes  Eindringen 
in  die  Gesetze  der  Linearperspektive  erwiLnscht  ist.  Wenngleich  diese  Ge- 
setze vorwiegend  theoretisches  Interesse  beanspruchen,  so  werden  wir  doch 
später  auch  Fälle  kennen  lernen,  in  welchen  dieselben  praktisch  mit  Vor- 
teü  zu  verwerten  sind. 
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1)  Die  Abbildung  einer  unbegrenzten  Geraden  Bs  ist  bestimmt,  sobald 
ihre  Spur  s  und  ihr  Fluchtpunkt  f  bekannt  sind.  Ist  A  (Fig.  5 Iß)  der 
Hauptpunkt,  D  der  Distanzpunkt,  so  denke  man  sich  in  A  (Fig.  5la)  eine 


Fig.  51  a. 


Flg.  51  ß. 


Senkrechte  AAj  zur  Zeichenfläche  errichtet,  so  dass  AAi=AD  ist,  dann 
erhält  man  in  A^  den  Augenpunkt.  Diejenige  Gerade,  welche  A^  mit  f 
verbindet,  ist  der  Parallelstrahl  zu  der  räumlichen  Geraden  Bs,  deren  Ab- 
bildung sf  ist.  Das  bei  A  rechtwinkhge  Dreieck  AAjf  können  wir  durch 
Drehung  um  Af  in  die  Bildfläche  niederlegen,  so  dass  dasselbe  in  (ß)  die 
Lage  AA'f  annimmt  (wo  AA'J_  Af  und  =  AD  ist).  Dann  ist  /  AfA'  der 
Neigungswinkel  des  Parallelstrahles,  also  auch  gleich  demjenigen  der  Geraden 
6  8  gegen  die  Bildfläche.  Zugleich  stellt  A'f  die  wahre  Länge  des  vom 
Augenpunkte  ausgehenden  Parallelstrahls  zu  Bs  dar. 

Es  ist  hieraus  ersichtlich,  dass  die,  durch  Spur  und  Fluchtpunkt  ge- 
gebene Abbildung  einer  Geraden,  die  Lage  der  letzteren  im  Räume  bestimmt. 
Ist  m  die  auf  fs  hegende  Abbildung  eines  Punktes  M  der  Geraden  Bs,  so 
sieht  man  leicht,  dass  die  Lage  von  M  durch  m  bestimmt  ist.  M  ist  der 
Schnittpunkt  des  durch  m  gehenden  Sehstrahls  mit  Bs. 

In  den  folgenden  Entwicklungen  ist  eine  Gerade  G  stets  durch  ihre 
Spur  s  und  ihren  Fluchtpunkt  f  gegeben,  was  wir  kurz  durch  G  (s,  f)  (d.  h. 
die  Gerade  G,  deren  Spur  s  und  Fluchtpunkt  f  ist)  bezeichnen  wollen.  Ein 
Punkt  M  ist  durch  seine  Abbildung  m,  und  die  Abbildung  einer  durch  den 
Punkt  gehenden  Geraden  G  (s,  f)  bestimmt. 

Anmerkung.  Ein  um  den  Hauptpunkt  A  als  Mittelpunkt  gezeichneter 
Kreis,  welcher  in  der  Bildfläche  hegt  und  dessen  Halbmesser  gleich  der  Ent- 
fernung des  Augenpunktes  von  der  Bildfläche  ist,  heisst  der  Distanzkreis. 
Jeder  Strahl,  welcher  einen  Punkt  dieses  Kreises  mit  dem  Augenpunkte  ver- 
bindet, bildet  mit  der  Bildfläche  einen  Winkel  von  45°.  Daher  hegen  auf 
dem  Distanzkreise  die  Fluchtpunkte  aller  unter  45°  gegen  die  Bildfläche  ge- 
neigten Geraden. 
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Darstellung  der  Ebenen. 

2)  Es  sei  V  (Fig.  52)  die  Bildfläche,  E  eine  belißbige  Ebene,  welche 
V  in  bc,  der  Spur  der  Ebene  E,  schneidet.  Wir  legen  durch  den  Augen- 
punkt A,  eine  Ebene  P,  parallel  zu  E;  dann  ist  die  Schnittlinie  ge  der 
Ebenen  P  und  V  parallel  zu  bc.  Soll  eine  in  E  liegende  Gerade  sm  ab- 
gebildet werden,  so  zieht  man  zur  Bestim- 
mung des  Fluchtpunktes  derselben  den  zu 
sm  gehörigen  Parallelstrahl  A^ f.  Dieser  liegt 
aber  in  der  Ebene  P  und  schneidet  deshalb 
die  Bildfläche  in  einem  Punkte  f  .der  Linie 
ge,  welcher  der  Fludhtpunkt  jener  Geraden 
ist.  Die  Spur  s  der  letzteren  hegt  auf  der 
Spur  bc  und  die  Abbildung  dieser  Geraden 
ist  dann  sf.  Da  dasselbe  für  alle  in  E 
hegenden  Geraden  gilt,  so  folgt  hieraus: 
Die  Fluchtpunkte  aller  Geraden  der 
Ebene  E  hegen  in  ge,  welche  die  Flucht- 
linie der  Ebene  E  genannt  wird.  Diese 
Linie  enthält  somit  die  Abbildungen  aller 
unendUch  fernen  Punkte  der  Ebene  E.  Der 
Teil  der  Bildfläche,  welcher  zwischen  der 
Spur  bc  und  der  Fluchtlinie  ge  der  Ebene 
E  liegt,  stellt  demnach  die  Abbildung  des- 
jenigen bis  ins  Unendliche  erweiterten  Teiles  der  Ebene  E  dar,  welcher 
auf  der  dem  Augenpunkte  Aj  entgegengesetzten  Seite  der  Bildfläche  liegt 
So  ist  z.  B.  der  Horizont  die  Fluchtlinie  der  Horizontalebene.  (Vergl.  auch 
3  u.  6  L  Abschnitt.) 

Weil  zu  allen  Ebenen,  welche  der  Ebene  E  parallel  sind,  nur  die  eine 
Parallelebene  P  durch  den  Augenpunkt  gelegt  werden  kann,  so  folgt  daraus, 
dass  ge  die  gemeinsame  Fluchtlinie  aller  zu  P  oder  E  parallelen  Ebenen  ist, 
oder  dass  allgemein  parallele  Ebenen  eine  gemeinschaftUche  FluchÜinie  haben. 
Und  weil  femer  alle  zu  ms  parallelen  Geraden  auch  parallel  zur  Ebene  E 
sind  und  nach  (Einleitung  4S)  denselben  Fluchtpunkt  haben,  so  folgt: 

Ist  eine  Gerade  G  parallel  zu  einer  Ebene  E,  so  hegt  der  Fluchtpunkt 
der  Geraden  auf  der  Fluchtlinie  der  Ebene. 

Folgende  spezielle  Gesetze  ergeben  sich  leicht  aus  den  obigen  Ent- 
wickelungen.  Die  Fluchthnien  aller  Ebenen,  welche  senkrecht  zur  BUdfiäche 
stehen,  gehen  durch  den  Hauptpunkt. 

Die  FluchtUnie  einer  Ebene,  welche  erweitert  durch  den  Augenpunkt 
geht,  fällt  mit  ihrer  Spur  zusammen.  Die  Abbildungen  aller  Geraden  dieser 
Ebene  liegen  in  der  Spur  derselben. 


Fig.  52. 
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Die  Fluchtlinie  einer  Ebene,  welche  zur  Bildfläche  und  Horizontalebene 
zugleich  senkrecht  steht,  geht  durch  den  Hauptpunkt  und  steht  senkrecht 
zur  Achse. 

Mit  Hilfe  dieser  Gesetze  können  wir  nun  eine  Reihe  von  Aufgaben  über 
gerade  Linien  und  Ebenen  lösen.  Bei  allen  Aufgaben,  in  denen  es  sich 
ledigUch  um  Lagenbeziehungen  handelt,  braucht  man  den  Hauptpunkt  und 
die  Entfernung  des  Augenpunktes  von  der  Bildfläche  nicht  zu  kennen.  Diese 
Stücke  sind  jedoch  stets  notwendig,  wenn  wahre  Dimensionen  aus  der  Ab- 
bildung ermittelt  oder  Masse  perspektivisch  abgetragen  werden  sollen. 

Ist  die  Lage  einer  Ebene  E  durch  ihre  Spur  S  und  ihre  Fluchtlinie  F 
gegeben,  so  deuten  wir  dies  durch  das  Zeidien.  E  (S,  F)  (d.  h.  die  Ebene  E, 
deren  Spur  S  und  Fluchtlinie  F  ist)  an. 

3)  Die  Abbildung  der  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen 
El  (Si,  Fl),  Ej  (S„  F,)  zu  finden  (Fig.  63). 

Da  die  Spur  s  der  Durchschnittslinie  auf  den  Spuren  S^  und  S,  und 
der  Fluchtpunkt  f  auf  den  Fluchtlinien  F|  und  F,  der  gegebenen  Ebene 
liegen  muss,  so  ist  die  gesuchte  Abbildung  die  Gerade  sf,  welche  den  Schnitt- 
pimkt  von  Sj  und  S,  mit  demjenigen  von  F^  und  Fj  verbindet. 


Pig.  58.  Wg.  54. 

4)  Dieselbe  Aufgabe  zu  lösen,  wenn  die  Spiu*  und  FluchtUnie  der  einen 
Ebene  Ej   parallel  mit  derjenigen  der  anderen  Ebene  E,  sind    (Fig.  64). 

Wir  nehmen  eine  Ebene  E'  zu  Hilfe,  deren  Spur  S'  und  FluchtUnie  F' 
durch  zwei  beliebig  zu  ziehende  Parallelen  dargestellt  werden  können.  Dann 
sind  die  Abbildungen  der  beiden  Durchschnittslinien  von  E'  mit  E^  und  E, 
bez.  sJi  und  s^f^  und  der  Durchschnittspunkt  p  der  letzteren  liegt  nun  auf 
der  gesuchten  Abbildung  mn  der  Schnittlinie  von  E^  und  Ej,  welche  in 
diesem  Falle  parallel  zu  S^  und  Fj  ist. 

5)  Sind  Sj  und  s,  (Fig.  65)  die  Spuren  zweier  in  einem  Punkte  P  (dessen 
Abbildung  p  ist)  sich  schneidenden  Geraden  G^  und  Gg  und  f^  der  Flucht- 
punkt von  Gj,  so  kann  der  Fluchtpunkt  der  Geraden  G^  ebenfalls  leicht 
bestimmt  werden.  Die  durch  8|  und  s,  gehende  Gerade  S  stellt  nämUch 
die  Spur  der  Ebene  dar,  welche  man  durch  G^  und  Gg   legen  kann.     Die 
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Fluchtlinie  F  dieser  Ebene  geht  durch  f,  und  sie  ist  parallel  zu  S.    Dieselbe 
triflft  Sgp  in  dem  gesuchten  Fluchtpunkte  f^. 


Flg.  56. 


6)  Die  Abbildung  des  Durchschnittspunktes  der  Geraden  G  (sf)  mit  der 
Ebene  E  (S,  F)  zu  finden  (Fig.  66). 

Wir  legen  durch  die  Gerade  G  eine  beliebige  Ebene  E'  (S'  F').  (S'  geht 
durch  s  und  F'  durch  f).  Die  Abbildung  sT  der  Durchschnitlslinie  der 
beiden  Ebenen  E  und  E'  triffi;  sf  in  dem  gesuchten  Punkte  m. 

7)  Spur  und  FluchtKnie  einer  Ebene  zu  finden,  welche  durch  die  Gerade 
Gi(sifi)  geht  und  parallel  zu  der  Geraden  GgCs^fj)  ist  (Fig.  57). 

Da  Gl  in  der  gesuchten  Ebene  hegt,  so  gehen  Spur  und  Fluchtlinie 
derselben  durch  Sj  bez.  f^.     Femer  muss  nach  (1)  der  Fluchtpunkt  ^  der 


F 


,y 


s. 


Fig.  57. 


Fig.  58. 


Geraden  Gj  auf  der  Fluchtlinie  der  gesuchten  Ebene  liegen.  Man  ziehe 
demnach  durch  fj  und  fg  die  Fluchthnie  F,  und  durch  Sj  die  zu  F  parallele 
Spur  S  der  Ebene. 

8)  Spur  und  Fluchtpunkt  der  Geraden  G  zu  finden,  welche  durch  den 
auf  der  Geraden  G^  (sjfj)  Hegenden  Punkt  P  (p)  geht  und  parallel  zu  der 
Geraden  Gg  (s^,  fj)  ist  (Fig.  58). 

Die  gesuchte  Gerade  G  hat  mit  Gg  den  Fluchtpunkt  fg  gemeinschaftlich, 
ihre  Abbildung  geht  deshalb  durch  fg  und  p.  Legen  wir  nun  durch  G  und 
G,  eine  Ebene,  so  ist  fjf,  die  Fluchtlinie  und  die  durch  s^  gehende  Parallele 
SjS  die  Spur  derselben.     Auf  der  letzteren  liegt  die  Spur  s  der  Geraden  G. 

9)  Durch  den  Punkt  P  (p),  welcher  auf  der  Geraden  Gj  (s^fj  liegt,,  und 
durch  die  Gerade  Gg  (sgfg)  eine  Ebene  zu  legen  (Fig.  59). 
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Wir  ziehen  durch  p  die  Gerade  f^p.  Diese  ist  die  Abbildung  einer  zu 
Gj  (sg^)  parallelen  Geraden.  Ihre  Spur  ergiebt  sich  leicht  mit  Hilfe  der  durch 
die  beiden  in  p  sich  schneidenden  Geraden  gelegten  Ebene  (S'F')  in  s.  Die 
Gesuchte  Ebene  geht  nun  durch  die  beiden  Parallelen  (s^)  und  (sj,  4). 
Ihre  Spur  ist  also  die  durch  s  und  s,  bestimmte  Gerade  S  und  die  Flucht- 
linie F  geht  durch  f,. 


Fig.  M. 


Fig.  60. 


10)  Durch  den  auf  der  Geraden  G  (s,  f)  liegenden  Punkt  P  (p)  eine 
Ebene  zu  legen,  welche  der  Ebene  E  (S,  F)  parallel  ist  (Fig.  60). 

Wir  ziehen  durch  P  (p)  eine  Parallele  zu  der  gegebenen  Ebene  E.  Der 
Fluchtpunkt  f^  derselben  kann  auf  F  beUebig  gewählt  werden,  dann  ist  pf^ 
die  Abbildung  dieser  Linie.  Durch  die  letztere  und  durch  die  Gerade  g 
legen  wir  eine  Ebene,  deren  Fluchtlinie  durch  f  und  f^  geht  Die  Spur 
dieser  Ebene  geht  durch  s  und  ist  parallel  zu  ffj ;  sie  schneidet  pfi  in  der 
Spur  Sj.  Da  nun  (Sjfi)  die  Abbildung  einer  Geraden  ist,  welche  in  der 
gesachten  Ebene  hegt,  so  geht  die  Spur  S^  der  letzteren  durch  s^  und  zwar 
ist  sie  parallel  zu  F.  Die  Fluchtlinie  der  gesuchten  Ebene  fallt  mit  F  zu- 
sammen (s.  2). 

11)  Spur  und  Fluchtpunkt  der  Geraden  zu  finden,  welche  durch  die 
beiden  Punkte  Pj  (pj  und  P,  (p^) 

geht.  Pj  liegt  auf  der  Geraden 
Gx(8,f,),  P,  aufG,(s,f,)  (Fig.  61). 
Nach  9)  legen  wir  durch  den 
PunktPg  (pg )  und  die  Gerade  Gj  (sj  fi )  ^ 
die  Ebene  E  (S,  F).  Da  nun  die 
beiden  gegebenen  Punkte  in  dieser 
Ebene  hegen,  so  findet  man  durch 
Verlängerung  der  Geraden  p^p,  den  ^ig  «i- 

Fluchtpunkt  f  und  die  Spur  s  derselben  auf  F  bez.  S. 
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12)  Die  Abbildung  der  Geraden  zu  finden,  welche  durch  den  auf  der 
Geraden  Gi(8ifi)  liegenden  Punkt  P  (p)  geht  und  die  beiden  gegebenen 
Geraden  Gj(s2^),  GgCsgfg)  schneidet. 

13)  Die  Abbildung  (Spur  und  Fluchtpunkt)  einer  Geraden  zu  finden, 
welche  zwei  gegebene  Geraden  G,(sifi),  G2(sgf2)  schneidet,  und  einer  dritten 
gegebenen  Geraden  GgCsafg)  parallel  ist. 

14)  Spur  und  Fluchtlinie  derjenigen  Ebene  zu  finden,  welche  durch 
den  Punkt  P(p)  .  geht,  und  parallel  zu  den  beiden  Geraden  Gi(SiFi), 
GgCSjFj)  ist. 

15)  Spur  und  Fluchtlinie  der  Ebene  zu  finden,  welche  durch  die  drei 
Punkte  Pi(Pi),  PgCPs)  und  PgCpa)  geht,  wenn  die  letzteren  bez.  auf  den 
drei  Geraden  GiCSiFJ,  GjCSaF,),  GgCSgEs)  hegen. 

Anleitung  zur  Auflösung.  Man  bestimme  nach  11  die  Spur  und  den  Flucht- 
punkt einer  Geraden,  welche  durch  zwei  der  gegebenen  Punkte  geht;  da- 
dmrch  wird  die  Aufgabe  auf  9)  zurückgeführt. 

16)  Den  Winkel  zu  finden,  welchen  die  Ebene  E  (S,  F)  mit  der  Bild- 
fläche büdet  (Fig.  62). 

Die  Ebene  des  gesuchten  Neigungswinkels  steht  senkrecht  zur  Spur  S. 
Legen  wir  dieselbe  durch  den  Augenpunkt  Aj  (welchen  man  sich  auf  der 
im  Hauptpunkt  A  zur  Zeichenfläche  errichteten  Senkrechten  vorstellen  muss), 

so  tällt  die  Spur  dieser  Ebene  in  diejenige 
Gerade  f fj ,  welche  durch  A  geht  und  senk- 
recht zu  S  und  F  steht  Durch  A^  und  F 
ist  nun  die  durch  den  Augenpunkt  gehende 
Parallelebene  zur  Ebene  E  bestimmt,  welche 
zu  der  Bildfläche  unter  dem  gleichen  Winkel 
wie  E  geneigt  ist.  Der  gesuchte  Winkel 
hegt  demnach  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck AAjf,  welches  durch  Umlegen  in  die 
Bildfläche  die  Lage  AA^f  annimmt  (AA,  ist 
gleich  der  Entfernung  des  Augenpunktes  von 
der  Bildfläche  und  steht  senkreckt  zu  Af). 
Hiemach  ist  A^fA  der  gesuchte  Winkel. 
Ziehen  wir  Agf^  senkrecht  zu  Ägf  und  triffi 
Ajfi  die  Gerade  Af  in  f^,  so  ist  f|  offenbar 
der  Fluchtpunkt  aller  zur  Ebene  E  (S,  F) 
senkrechten  Geraden. 
Zusatz.  Die  FluchtUnien  aller  Ebenen,  welche  zur  Ebene  E  (S,  F)  senk- 
recht stehen,  gehen  durch  f^. 

17)  Auf  der  Geraden  G  (s,  f)  ist  von  einem  auf  derselben  gegebenen 
Punkte  P  (p)  die  gegebene  Strecke  m  perspektivisch  abzutragen  (Fig.  63) 


Flg.  62. 
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Wir  legen  durch  die  Gerade  G  eine  Ebene,  welche  senkrecht  zur  Bild- 
fläche steht.  Ihre  Fluchtlinie  F  geht  durch  f  und  den  Hauptpunkt,  die 
Spur  S  durch  s. 

Für  die  gegebene  Gerade  können  wir  nun  wie  in  (I  31)  einen  Teilungs- 
pnnkt  konstruieren,  welcher  auf  F  liegt.  Wir  ziehen  AAj  senkrecht  zu  F 
und  machen  AA^  gleich 
der  Entfernung  des  Augen- 
punktes von  der  Bildfläche. 
Um  f  zeichnen  wir  mit 
dem  Halbmesser  f  Aj  einen 
Kreisbogen,  welcher  auf  F 
den  Teilpunkt  T  bestimmt. 
(Achse  und  Horizont  be- 
deuten in  I  31  Spur  und 
Fluchtlinie  der  Horizontal- 
ebene). Ziehen  wir  nun  Tp 
bis  dieselbe  S  in  c  schnei- 
det, machen  cd  =  m  und  ziehen  alsdann  die  Gerade  dT,  so  wird  durch 
die  letztere  die  Strecke  pq  bestimmt,  welche  die  gesuchte  Abbildung  einer 
Strecke  von  der  Länge  m  darstellt.  Ist  umgekehrt  die  Strecke  pq  auf  sf 
gegeben,  so  sieht  man  leicht,  wie  die  wahre  Länge  derselben  gefunden 
werden  kann. 

18)  Den  Abstand  des  auf  der 
Geraden  G  (s,  f )  liegenden  Punktes 
P  (p)  von  der  Ebene  E  (S,  F)  zu 
bestimmen  (Fig.  64). 

Wir  bestinmien  wie  in  16) 
den  Fluchtpunkt  f  der  zur  E  senk- 
rechten Geraden,  ziehen  pf,  welche 
die  Abbildung  des  von  P  (p)  auf 
E  gefällten  Lotes  darstellt.  Durch 
das  letztere  und  G  (s,  f)  legen  wir 
eine  Ebene,  deren  FluchtUnie  ff 
ist  und  deren  Spur  parallel  zu 
fr  ist  und  durch  s  geht  Diese 
trifit  pf  in  ihrer  Spur  Sj.  Um 
den  Durchschnitt  des  Lotes  mit  der 
gegebenen  Ebene  zu  finden,  legen 
wir  durch  Sjf  eine  zur  Bildfläche 
senkrechte  Ebene,  deren  Fluchtlinie 
somit  die  Gerade  f'A,  und  deren  Fig.  64. 

Sohlotke,  DarsteUende  Geometrie.    IlL    2.  Aafl. 
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Spur  parallel  f'A  ist  und  durch  s^  geht.  Die  Abl)ildung  der  Schnittlinie  beider 
Ebenen  ist  ab,  und  die  letztere  wird  von  f'p  in  q  getroflfen;  pq  ist  nun 
die  Abbildung  des  gesuchten  Abstandes.  Man  bestimmt  mit  Hilfe  des  um 
f  mit  dem  Halbmesser  fAj  beschriebenen  Kreisbogens  A^T  den  Teilpunkt 
T  für  f'p.  Die  von  T  durch  p  und  q  gezogenen  Geraden  schneiden  als- 
dann auf  der  Spur  asj  die  wahre  Länge  von  pq  in  der  Strecke  mn  ab. 

19)  Die  Abbildung  der  Achse  zweier  windschiefen  Geraden  Gi(Sifi), 
und  GgCsjfg)  zu  finden  (Fig.  66). 

Wir  legen  durch  Gg  die  Ebene  E(S,  F)  parallel  zu  der  Geraden  G^ 
(s.  7).  Die  Fluchtlinie  F  dieser  Ebene  ist  f^f^,  während  ihre  Spur  S  durch 
82  geht. 

Jetzt  bestimmen  wir  nach  16  den  Fluchtpunkt  f  aller  zu  E  senkrechten 
Geraden;  legen  durch  Gi(sifi)  die  Ebene  Ei(SiFi)  senkrecht  zur  Ebene  E. 
Nach  16)  ist  ff^    die  Fluchthnie,  und  die  durch  Sj   gehende  Parallele  s^a. 

zu  f'fi  die  Spur  dieser  Ebene. 
Die  Abbildung  ihrer  Schnitt- 
linie mit  der  Ebene  E  (F,  S)  er- 
hält man  in  af^,  welche  62(82 f^) 
in  c  trifft.  Zieht  man  nun  durch 
c  die  Gerade  bf,  so  ist  bf  die 
Abbildung  einer  Geraden,  welche 
senkrecht  zur  Ebene  E  (F,  S) 
(weil  f  ihr  Fluchtpunkt  ist), 
folghch  auch  senkrecht  zu  der 
Geraden  GgCSjjfj)  steht.  Femer 
trifft  sie  auch  die  Gerade  Gj  (si  fj ) 
in  b,  weil  beide  in  derjenigen 
Ebene  liegen,  deren  Spur  und 
Fluchtlinie  as^  bez.  ff^  sind. 
Endlich  steht  fb  auch  senk- 
recht anfGi(Sifi),  weil  letztere 
parallel  zur  Ebene  E  (F,  S)  ist 
Folghch  ist  bc  die  Abbildung 
der  Achse  der  beiden  Wind- 
schiefen.    Die  wahre  Länge  dei'selben  kann  wie  in  18)  bestimmt  werden. 

20)  Durch  den  auf  der  Geraden  Gi(sifi)  Hegenden  Punkt  P  (p)  eine 
Ebene  E  zu  legen,  welche  zu  der  Geraden  G2(s2f2)  senkrecht  steht  (Fig.  66). 

Da  E  senkrecht  zu  G2  stehen  soll,  so  ist  f2  der  Fluchtpunkt  aller  zu 
E  senkrechten  Geraden.  Nach  16)  kann  man  nun  hieraus  die  Fluchtlinie 
der  Ebene  E  finden.  Ziehe  f2A,  und  mache  AA,  senkrecht  zu  f^A  und 
gleich  der  Entfernung  des  Augenpunktes  von  der  Bildfläche.     Ferner  zieht 


Flg.  65. 


Allgemeine  Barstellung  gerader  Linien  und  Ebenen  in  der  Linearperspektive.      51 


Fig.  66. 


man  Aif_LAif2,  dann  treffen  sich  A^f  und  Ag  in  dem  Punkte  f,  durch 
welchen,  wie  der  Vergleich  mit  Fig.  62  zeigt,  die  Fluchtlinie  F  der  Ebene 
£  gehen  muss.  Dieselbe  steht  senkrecht  zu  f^f.  Da  F  die  FluchtUnie  aller 
zu  der  Geraden  G2(Sgf2)  senkrechten  Ebenen  ist,  so  ist  zunächst  F  unab- 
hängig von  der  Lage  des  gegebenen 
Punktes  P  (p),  weshalb  bis  hierher 
p  auch  noch  nicht  benutzt  worden 
ist.  Wir  ziehen  jetzt  durch  p  eine 
beliebige  Gerade  G'(sT),  und  nehmen 
ihren  Schnittpunkt  i'  mit  F  als 
Fluchtpunkt  an.  Die  Spur  s' finden  wir 
mittelst  einer  durch  (Sifj)  durch  (sT) 

gelegten  Ebene,    deren   Fluchtlinie 
i\  und  Spur  die  durch  Sj  gehende 

Parallele  s^s'  zu  f^f  ist.     Nun  ist 

f's'  die  Abbildung  einer  Geraden,  welche  in  der  gesuchten  Ebene  E  hegt, 

IblgUch  ist  die  Spui'  der  letzteren  die  Gerade  S,    welche  durch  s'  parallel 

zu  F  gelegt  werden  kann. 

21)  Den  Abstand  des  auf  der  Geraden  G,(Sifi)  hegenden  Punktes  P  (p) 
Ton  der  Geraden  GgCs^fj)  zu  finden. 

Anleitung  zur  Auflösung.  Die  Aufgabe  kommt  auf  die  vorige  zurück. 
Es  ist  nur  noch  der  Durchschnittspunkt  der  Geraden  G^Cs^f«)  mit  der  in 
Fig.  66  gefundenen  Ebene  E  (S  F)  zu  bestinmien.  Die  Verbindungslinie 
dieses  Punktes  mit  P  (p)  ist  die  von  dem  letzteren  auf  G,  gefällte  Senkrechte, 
deren  wahre  Länge  nach  18)  zu  ermitteln  ist. 

22)  Es  sind  die  Abbildungen  zweier  sich  schneidenden  Geraden  G^  und  G^ 
gegeben,  und  zwar. die  Abbildung  a  ihres  Schnittpunktes,  ausserdem  ihre 
Fluchtpunkte  f^  und  4*  ^^^  ^^U  ^^  Abbildung  der  Halbierungshnie  des 
Winkels  der  beiden  Geraden  bestimmen  (Fig.  67  a). 


(«) 


Fig.  67  a. 


Fig.  BTß. 


4* 
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1 .  Fall.  Der  gegebene  Winkel  liege  in  einer  zur  Bildfläche  senkrechten 
Ebene  (Fig.  67  a). 

In  diesem  Falle  liegt  der  Hauptpunkt  A  auf  der  Fluchtlinie  f^^  der 
Ebene  des  gegebenen  Winkels.  Zeichnen  wir  um  A  als  Mittelpunkt  den 
Distanzkreis  und  den  Halbmesser  AA^  senkrecht  zu  f,4y  dann  sind  die 
Geraden  A^fj  und  A}4  die  in  die  Bildfläche  niedergeklappten  Parallelstrahlen 
zu  den  Schenkeln  des  gegebenen  Winkels,  und  somit  /  fiA^^  die  wahre 
Grösse  dieses  Winkels.  Durch  die  Gerade  Ajf  halbieren  wir  nun  /  fiA^f^ 
dann  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  f  der  Fluchtpunkt  und  af  die  gesuchte  Ab- 
bildung der  Halbierungslinie  des  Winkels  der  gegebenen  Geraden. 

2.  Fall.    Der  gegebene  Winkel  liegt  in  einer  beliebigen  Ebene  (Fig.  67  ß). 
Nach   1)   des   Abschnittes   finden   wir   die   wahren  Längen  der    vom 

Augenpunkte  ausgehenden,  zu  den  Schenkeln  des  gegebenen  Winkels  gehörigen 
Parallelstrahlen,  in  den  Hypothenusen  der  beiden  bei  A  rechtwinkligen 
Dreiecke  A^Af^  und  AjA^  (A^  und  A^  liegen  auf  dem  Distanzkreise). 
Machen  wir  deshalb  A'fi=Aifi  und  A'f2=A2fj,  so  ist  /  fiA'f,  der  in 
die  Bildfläche  niedergelegte  Winkel.  Seine  Halbierungslinie  trifft  deshalb 
die  Bildfläche  in  dem  Fluchtpunkte  f  auf  f^^.  Folglich  ist  af  die  gesuchte 
Abbildung. 

Anmerkung.  Die  Gerade  durch  A'  imd  A  steht  senkrecht  zu  f^f^. 
Warum?  Wie  lässt  sich  die  oben  angegebene  Konstruktion  hiemach  etwas 
einfacher  ausführen? 

23)  Aus  der  Abbildung  eines  Quadrats,  welches  in  einer  zur  Bildfläche 
senkrechten  Ebene  hegen  soll,  den  Hauptpunkt  und  die  Entfernung  des 
Augenpunktes  von  der  Bildfläche  zu  finden  (Fig.  68). 

Es  sei  das  beUebige  Viereck  abcd 
als  Abbildung  eines.  Quadrats  gegeben. 
Die  beiden  Paare  gegenüberUegender  Sei- 
ten schneiden  sich  in  f^  und  4»  ^^^ 
Fluchtpunkten  derselben,  und  folglich  ist 
fj  f^  die  Fluchtlinie  der .  Ebene  E  des 
Quadrats. 

Da  femer  E  nach  Voraussetzung 
senkrecht  zur  Bildfläche  steht,  so  liegt  der 
Hauptpunkt  A  auf  f|  4*  Die  Strahlen,  welche 
man  vom  Augenpunkt  nach  f^  und  ^  zieht, 
sind  aber  parallel  zu  denjenigen  Quadrat- 
seiten, welche  fj  und  ^  zu  Fluchtpunk- 
ten haben,  folgUch  bilden  diese  Strahlen 
beim  Augenpimkte  einen  rechten  Winkel  miteinander.  Denken  wir  uns  den 
letzteren  um  f^fj  in  die  Bildfläche  gedreht,  so  fällt  der  Augenpunkt  A^   in 


Fig.  68. 


Allgemeine  DarstelluDg  gerader  Linien  und  Ebenen  in  der  Linearperspektive.     53 


den  UmfaDg  des  um  f^f,  als  Durchmesser  gezeichneten  Kreises.  Femer  ist 
der  Schnittpunkt  f  von  ac  mit  f^f^  der  Fluchtpunkt  der  Diagonale  des 
Quadrats,  folglich  muss  A^f  als  Parallelstrahl  derselben  den  rechten  Winkel 
fjA^fg  halbieren.  Der  Punkt  Aj  muss  auf  dem  Umfang  des  Kreises  demnach 
so  bestimmt  werden,  dass  seine  Verbindungslinie  mit  dem  gegebenen  Punkte 
f  den  Winkel  fiA,4  halbiert  Ist  m  nun  die  Mitte  des  oberhalb  f^i^  lie- 
genden Halbkreises,  so  ziehe  man  mf;  diese  schneidet  verlängert  den  Um- 
fang in  Ai,  denn  /f^Ajm  und  /fjAjm  sind  Peripheriewinkel,  welche  auf 
den  Reichen  Bögen  f^m  und  f,m  stehen.  Der  Hauptpunkt  A  wird  durch 
die  von  A^  zu  f^f,  gezogene  Senkrechte  A|A  gefunden;  zugleich  stellt  A^A 
die  Entfernung  des  Augenpunktes  von  der  Bildfläche  dar. 

Die  Spur  der  Ebene  des  Quadrats  bleibt  bei  den  gemachten  Voraus- 
setzungen unbestimmt,  ebenso  die  wahre  Grösse  desselben.  Denn  abcd 
kann  sowohl  Abbildung  eines  Quadrats  aßyS,  als  auch  diejenige  eines 
anderen  Quadrats  a^ß'^'S'  sein,  dessen  Ebene  zu  der  des  ersteren  parallel 
ist  und  dessen  Ecken  mit  denen  des  Quadrats  aßyS  auf  denselben  Seh- 
strahlen liegen. 

24)  Es  sei  die  Abbildung  eines  Rechtecks  gegeben,  welches  in  einer 
zur  Bildfläche  senkrechten  Ebene  liegt.  Man  soll  den  Hauptpunkt  und  die 
Entfernung  des  Augenpunktes 
von  der  Bildfläche  bestimmen, 
wenn  das  Verhältnis  der  Länge 
zur  Breite  des  Rechtecks  oder, 
was  dasselbe  ist,  ein  ähnliches 
Rechteck  aßyS  gegeben  ist 
(Fig.  69). 

Wie  in  der  vorigen  Auf- 
gabe verlängern  wir  zunächst 
die  beiden  Paare  gegenüber- 
liegender Seiten  bis  zu  ihren 
Schnittpunkten  f^  und  fg,  dann 
ist  die  Gerade  f^f,  die  Flucht- 
Knie  der  Ebene  des  Rechtecks, 
auf  welcher  der  gemachten 
Voraussetzung  zufolge  der 
Hauptpunkt  A  liegen  muss.  / 
Verlängern  wir  noch  bd  bis 
f,  so  ist  f  der  Fluchtpunkt  der 
einen  Diagonale  des  Rechtecks.  Denkt  man  sich  wieder  den  Augenpunkt 
wie  in  der  vorige^  Aufgabe  in  die  Bildfläche  niedergelegt,  so  dass  derselbe 
in  den  Umfang  des  über  f^f^  als  Durchmesser  gezeichneten  Kreises  nach  Aj 


Fig.  69. 
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gelangt,  so  würden  A^i^,  Ajfj  und  Ajf  die  umgeklappten  Parallelstrahlen 
zu  den  beiden  Seiten  des  Rechtecks  bez.  zu  der  Diagonale  desselben  sein. 
Folglich  müssen  die  Winkel  fiAjf  und  fAifg  den  Winkeln  aß8  bez.  Sßf 
gleich  sein.  Man  mache  deshalb  /mfifj  ==  Z^ßTJ  verbinde  den  hierdurch 
erhaltenen  Punkt  m  mit  f  durch  eine  Gerade,  welche  verlängert  den  Kreis 
in  Aj  trifft.  Man  sieht  dann  leicht,  dass  /mA^fj  ein  mit  /mfifg  auf  dem- 
selben Bogen  stehender  Peripheriewinkel  ist,  woraus  sich  weiter  ergiebt,  dass 
auch  /mAifi=/aß8  ist.  Die  Senkrechte  von  Aj  auf  f^fg  trifft  letztere 
in  dem  gesuchten  Hauptpunkte  und  A^  A  ist  gleich  der  Entfernung  des  Augen- 
punktes von  der  Bildfläche. 

Aus  23)  und  24)  geht  hervor,  dass  ein  beliebig  gewähltes  Viereck  als 
Abbildung  einer  Quadrats  oder  auch  eines  Rechteckes  von  gegebenem  Seiten- 
verhältnis, welches  in  eines  zur  Bildfläche  senkrechten  Ebene  liegt,  angesehen 
werden  kann.  Hiervon  kann  man  häufig  bei  der  praktischen  Ausflihrung 
perspektivischer  Zeichnungen  mit  Vorteil  Gebrauch  machen.  Man  siehe  (IV,  1 3). 

Perspektivische  Teilungen. 

25)  Die  Konstruktionen  der  Abbildungen  gleich  langer  Strecken,  welche 
auf  derselben  Geraden  liegen,  sowie  die  Einteilung  der  gegebenen  Abbildung 
einer  Strecke  in  gleiche  Teile  oder  in  solche  von  gegebenem  Verhältnis  stützen 
sich  auf  den  planimetrischen  Satz,  dass  parallele  Geraden  auf  anderen  Ge- 
raden proportionierte  Strecken  abschneiden.  Da  nun  die  Abbildungen  sol- 
cher Strecken,  welche  auf  einer  zur  Bildfläche  parallelen  Geraden  liegen,  in 
wahren  Längenverhältnissen  erscheinen,  so  kann  man  solche  auch  zur  per- 
spektivischen Teilung  anderer  Geraden  benutzen.  Bemerkenswert  ist,  dass 
die  Einteilung  der  gegebenen  Abbildung  einer  Strecke  stets  unabhängig  von 
der  Lage  des  Hauptpunktes  und  der  Entfernung  des  Augenpunktes  von  der 
Bildfläche  ausgeführt  werden  kann,  sobald  der  Fluchtpunkt  jener  Strecke 
gegeben  ist.  Für  die  Bestimmung  der  Abbildung  einer  Strecke  von  gegebener 
Länge  sind  diese  Stücke  jedoch  unentbehrlich. 

Auf  der  Geraden  G  (s,  f)  sind  zwei 
Punkte  b  und  c  gegeben.  Man  soll  die 
Strecke  bc  perspektivisch  in  n  gleiche  Teile 
teilen  (Fig.  70).  Wir  legen  durch  die  ge- 
gebene Gerade  G  eine  Ebene  E,  deren 
Fluchtlinie  die  durch  f  beliebig  gezogene 
Gerade  F  sein  mag.  Durch  einen  der  End- 
^^-  ''^-  punkte  der  gegebenen  Strecke,  z.  B.  b,  ziehen 

wir  die  Gerade  bd  parallel  zu  F,  dann  stellt  bd  die  Abbildung  einer  zur 
Bildfläche  parallelen  Geraden  dar,  welche  die  gegebene-  Gerade  schneidet 
und  ebenfalls  in  E  liegt.     Auf  bd  tragen  wir  n  gleiche  Stücke  ab,  verbinden 
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den  so  erhaltenen  Punkt  d  mit  c  und  verlängern  cd  bis  zum  Schnittpunkt 

f  mit  F,  dann  ist  f  der  Fluchtpunkt  von  cd.      Ziehen  wir  nun  von  den 

Teilpunkten  auf  cd  Geraden  nach  f ,  so  stellen  diese  die  Abbildungen  einer 

Schar  von  Parallelen  mit  dem  gemeinsamen  Fluchtpunkte  f  dar,  welche  bc 

in  die  verlangten  Teile  teilen. 

Für  die  Abbildungen    aller   Geraden,   welche   in   der   Horizontalebene    liegen   oder 
parallel  mit  derselben  sind,  geht  F  in  den  Horizont  über  (s.  I,  7). 


IIL  Abschnitt. 

AbUldangen  des  Kreises  und  der  UmdrehungskOrper. 

Die  Abbildungen  krummer  Linien  werden,  wie  firüher  die  Parallelpro- 
jektionen derselben,  punktweise,  oder  durch  eine  Schar  einhüllender  Tan- 
genten bestimmt.  Liegt  eine  Kurve  in  einer  zur  Bildfläche  parallelen  Ebene, 
so  ist  die  Abbildung  eine  ihr  ähnliche  Kurve;  denn  es  sind  in  diesem  Falle 
die  Kurve  und  ihre  Abbildung  parallele  Schnitte  des  von  den  Sehstrahlen 
gebildeten  Kegelmantels. 

1)  Die  Abbildung  eines  Kreises  zu  zeichnen,  dessen  wirkhche  Grösse 
der  in  der  Bildfläche  liegende  Kreis  K  (Fig.  71)  darstellt,  und  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  vom  Mittelpunkt  c  nach  dem  Hauptpunkte  A  gehenden  Ge- 
raden in  der  Entfernung  e  von  der  Bildfläche  liegt. 

Ä 
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Wir  ziehen  durch  c  die  Gerade  cd^e  parallel    zur  Achse  OX    und 
verbinden  d  mit  dem  Distanzpunkte  D  durch  die  Gerade  dD.     Die  letztere 
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schneidet  cA  in  der  Abbildung  g  des  gesuchten  Mittelpunktes.  Da  der  ge- 
machten Voraussetzung  zufolge  die  Abbildung  des  Kreises  wieder  ein  Kreis 
sein  muss,  so  ist  nur  noch  der  Halbmesser  desselben  zu  bestimmen.  Wir 
ziehen  bg  parallel  zu  ac  und  verbinden  a  mit  dem  Hauptpunkte  durch  die 
Grerade  aA,  dann  schneidet  diese  auf  bg  die  Grösse  des  gesuchten  Halb- 
messers ab,  wonach  nun  die  Abbildung  des  Kreises  gezeichnet  werden  kann. 

2)  Der  abzubildende  Kreis  liege  in  einer  zur  Achse  senkrechten  Ebene, 
welche  die  Bildfläche  in  der  Geraden  ht  (J_OX)  durchschneidet  (Fig.  71). 

Es  sei  ht  gleich  dem  Durchmesser  des  Kreises.  Setzen  wir  voraus, 
dass  der  letztere  die  Bildfläche  berührt,  so  bestimmen  wir  zunächst  die  Ab- 
bildung htql  des  den  Kreis  einschUessenden  Quadrats,  dessen  eine  Seite  ht 
ist.  Indem  wir  durch  den  Schnittpunkt  m  der  beiden  Diagonalen  is  parallel 
ht  und  uk  nach  dem  Hauptpunkte  A  ziehen,  erhalten  wir  auch  die  Abbil- 
dungen der  vier  Berührungspimkte,  nämUch  i,  k,  s  und  u.  Bei  sehr  kleinen 
Dimensionen  genügen  diese  Punkte  und  die  vier  Tangenten.  Fällt  die  Ab- 
bildung grösser  aus,  so  lassen  sich  leicht  noch  die  auf  den  Diagonalen  lie- 
genden Punkte  des  Kreises  bestimmen.  Wir  denken  uns  die  eine  Hälfte 
des  Kreises  und  des  einhüllenden  Quadrats  an  ht  in  die  Bildfläche  gelegt, 
ziehen  vom  Mittelpunkt  u  die  Geraden  ur  und  uv  nach  den  Ecken,  dann 
sind  0  und  n  zwei  Schnittpunkte  des  Kreises  mit  den  Diagonalen  des  voll- 
ständigen Quadrats.  Ziehen  wir  nun  ow  und  np  senkrecht  zu  ht,  so  finden 
wir  als  Abbildungen  der  ow  und  np  entsprechenden  Geraden  die  Linien 
wA  und  pA,  welche  die  Diagonalen  It  und  hq  in  den  Abbildungen  von  vier 
weiteren  Punkten  schneiden. 

In  Figur  71  sieht  man  noch  die  Abbildung  eines  ebenso  grossen 
Kreises,  welcher  in  der  Horizontalebene  hegt.  Dieselbe  wird  auf  gleiche 
Weise  wie  vorhin  konstruiert;  eine  weitere  Erläuterung  ist  deshalb  unnötig. 

3)  Als  zweites  Beispiel  für  die  Konstruktion  der  Abbildungen  von  Kreisen, 
deren  Ebenen  senkrecht  zur  Bildfläche  stehen,  diene  Fig.  72.  Es  sind  die 
Abbildungen  zweier  geraden  Cylinder  von  gleicher  Grösse  dargestellt.  Der 
CyUnder  C^  ruht  auf  der  Horizontalebene;  der  Cylinder  C,  stützt  sich  auf 
die  Horizontalebene  und  auf  C|.  Um  die  Grundflächen  beider  sind  Quadrate 
gezeichnet,  für  welche  je  ein  Seitenpaar  parallel  zur  Bildfläche  angenommen 
ist.  Die  anderen  Seitenpaare  stehen  senkrecht  zur  Bildfläche  und  haben 
deshalb  den  Hauptpunkt  A  als  gemeinsamen  Fluchtpunkt.  Durch  die  Halb- 
kreise, welche  über  den  zur  Bildfläche  parallelen  Durchmessern  gezeichnet 
sind,  bestimmt  man  wie  in  2)  die  Abbildungen  der  Grundflächen.  Die  Cy- 
linderflächen  werden  alsdann  noch  durch  je  zwei  gemeinschaftUche  Tangen- 
ten begrenzt,  welche  an  die  Abbildungen  der  Grundflächen  gezogen  werden 
können. 
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4)  Liegt  endlich  der  Kreis  in  einer  beliebigen  Ebene  E  (S,  F),  Fig.  73, 
so  kann  man  leicht  wieder  die  Abbildung  des  einhüllenden  Quadrats  ab  cd 
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zeichnen,  von  welchem  zwei  Seiten  mit 
der  Bildfläx^he  parallel  sind.  Die  letz- 
teren sind  dann  zugleich  der  Spur  S 
parallel,  während  die  Abbildungen  der 
beiden  anderen  Quadratseiten  nach  dem 
Punkte  f  gerichtet  sind,  in  welchem  die 
von  A  auf  die  Fluchtlinie  F  gefällte 
Senkrechte  die  letztere  trifft.  Auch  in  ^ 
iüesem  Falle  bestimmt  man  durch  einen 
über  dem  zur  Bildfläche  parallelen 
Durchmesser  ge  gezeichneten  Halbkreis 
wie  m  den  vorigen  Fällen  die  Abbil- 
dungen derjenigen  Punkte  des  Kreises,  welche  auf  den  Diagonalen  des  Qua- 
drats liegen. 

In  den  meisten  Fällen  genügen  diese  Punkte,  um  die  Abbildung  eines 
Kreises  zeichnen  zu  können.  Nur  bei  sehr  grossen  Dimensionen  oder  bei 
der  Darstellung  einer  Kreiseinteilung  wird  man  weiterer  Punkte  bedürfen. 

5)  Mit  Hilfe  eines  den  gegebenen  Kreis  umschhessenden  Quadrats  kann 
man  aber  leicht  nach  (IV,  23,  I.  Teil)  beliebig  viele  Punkte  der  Abbildung 
eines  Kreises  konstruieren  (Fig.  74). 

Es  sei  ab  cd  die  Abbildung  eines  in  der  Horizontalebene  liegenden 
Quadrats,    ef  und  gh  diejenigen  der  VerbindungsUnien    der   Seitenmitten. 


Flg.  73. 
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Man  teilt  nun  mh  und  ch  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Teile  (welche  auf 
der  zur  Bildfläche  parallelen  Geraden  mh  wirkhch  unter  sich  gleich  er- 
scheinen). 

A 


Plg.  74. 

Zieht  man  nun  von  f  aus  Strahlen  durch  die  Teilpunkte  auf  mh,  und 
von  e  aus  nach  denjenigen  auf  ch,  so  schneiden  sich  fa  und  ea,  fß  und 
eß'  u.  8.  f.  in  Punkten,  welche  der  Abbildung  des  Kreises  angehören. 

Auf  die  Ausführung  der  Abbildungen  eines  Kreises  ist  stets  die  grösste 
Aufmerksamkeit  xmd  Sorgfalt  zu  verwenden.  Fehlerhaft  gezeichnete  Abbil- 
dungen von  Kreisen  wirken  ausserordentlich  störend,  selbst  wenn  dieselben 
nur  an  ganz  nebensächlichen  Teilen  der  Abbildung  vorkommen.  In  dieser 
Beziehung  erinnert  sich  der  Verfasser  eines  Falles,  der  erwähnt  zu  werden 
verdient.  Vor  ungefähr  20  Jahren  war  in  Hamburg  eine  Ausstellung  sämt- 
licher (ca.  120)  zum  dortigen  Rathausbau  eingelieferten  Konkurrenz-Pläne 
veranstaltet.  Die  den  Entwürfen  hinzugefugten  durchweg  vortreflFüchen  per- 
spektivischen Ansichten  zeigten  im  Vordergrunde  eine  Treppe,  welche  an 
der  Schleusenbrücke  in  Hamburg  gelegen,  nach  dem  sog.  kleinen  Alsterbassin 
hinabfuhrt,  und  deren  Stufen  in  der  Horizontalprojektion  Viertelkreise  bilden. 
Diese  Treppe  lag,  wie  erwälmt,  im  Vordergrunde  und  erschien  deshalb  in 
grossen  Dimensionen,  aber  auffalligerweise  war  dieselbe  fast  auf  allen  Ab- 
bildimgen  verzeichnet  Der  Fehler  bestand  vorwiegend  in  einer  zu  breit  ge- 
zeichneten Aufsicht  auf  die  horizontalen  Flächen  der  Treppenstufen  und  der 
dadurch  verursachten  zu  starken  Krümmung  der  vielen  an  der  Treppe  vor- 
kommenden Kreisbögen.  Wemi  nun  auch  der  Gegenstand  an  und  für  sich 
von  untergeordneter  Bedeutung  w^ar,  so  trat  der  Fehler  schon  deshalb  be- 
sonders auffällig  hervor,  weil  derselbe  eine  beträchtliche  im  Vordergrund  lie- 
gende Partie  betraf.  Die  Wirkung  war  so  störend,  dass  der  Blick  beim  Be- 
trachten jeder  neuen  Abbildung  unwillkürlich  zuerst  auf  die  Treppe  fiel, 
als  hätte  man  gleichsam  das  Bedürfnis  empfunden,  doch  endlich  einmal  einer 
richtigen  Abbildung  zu  begegnen. 

Abbildungen  der  Umdrehungskörper. 
6)  Abbildung  der  Kugel.     Der  scheinbare  Umriss  einer  Kugel  ist 
stets  ein  Kreis.     Denn  alle  Strahlen,  welche  durch  den  Augenpunkt  gehen 
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mid  die  Kugel  berühren,  bilden  die  Mantelfläche  eines  geraden  Kegels.  Die 
Berührungslinie  dieses  Kegelmantels  mit  der  Kugelfläche  ist  aber  bekannt- 
lich eine  Kreishnie,  deren  Ebene  senkrecht  zu  dem  Strahl  steht,  welcher 
den  Mittelpunkt  der  Kugel  mit  dem  Augenpunkt  verbindet  (s.  Einleitung  2). 

Die  Abbildung  des  scheinbaren  Umrisses  der  Kugel  ist  nun  der  Durch- 
schnitt jenes  Strahlenkegels  mit  der  Bildfläche,  also  im  Allgemeinen  eine 
Ellipse  (s.  I.  Teil,  IV,  4).  Steht  die  Bildfläche  senkrecht  zur  Achse  des 
Strahlenkegels  (welcher  Fall  nur  dann  eintritt,  wenn  der  Mittelpunkt  der 
Kugel  auf  dem  Hauptstrahle  liegt),  dann  geht  die  Abbildung  in  einen  Kreis 
über.  Die  Falle,  wo  der  Strahlenkegel  von  der  Bildfläche  in  einer  Parabel 
oder  Hyperbel  geschnitten  wird,  kommen  in  der  Linearperspektive  niemals 
in  Betracht 

Um  die  Abbildung  einer  Kugel  zu  zeichnen,  wollen  wir  annehmen,  es 
sei  die  Abbildung  c  (Fig.  75)  ihres  Mittelpunktes  bereits  bestimmt.  Ist  dann  As 
die  Abbildung  der  durch  den  Mittelpunkt  gehenden,  zur  Bildfläche  senkrechten 
Geraden,  s  die  Spur  der  letzteren,  so  ziehen  wir  durch  s  und  c  Parallelen 
zur  Achse.  Die  durch  s  gehende  Parallele  liegt  in  der  Bildfläche;  auf  dieser 
machen  wir  die  Strecke  es  gleich  dem  Halbmesser  r  der  Kugel.    Ziehen  wir 


Pig.  75. 

jetzt  die  Gerade  eA,  so  schneidet  sie  auf  cb  den  Halbmesser  der  Abbildung 
desjenigen  grössten  Kreises  der  Kugel  ab,  welcher  parallel  zur  Bildfläche 
liegt  Dieser  Kreis  kann  also  mit  dem  Halbmesser  bc  um  c  als  Mittelpimkt 
gezeichnet  werden.  Verlängern  wir  bc  bis  d,  so  ist  bd  auch  der  Durch- 
messer desjenigen  grössten  Kreises,  welcher  parallel  zur  Horizontalebene  ist. 
Die  Abbildung  des  Durchmessers,  welcher  senkrecht  zur  Bildfläche  steht, 
findet  man  leicht,  wenn  man  die  Geraden  von  b  und  d  nach  dem  Distanz- 
punkte  zieht;  dieselben  schneiden  auf  Ac  die  Endpunkten  g  und  h  ab.  Hier- 
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nach  kann  man  leicht  die  Abbildung  dieses  Kreises  finden.  Ebenso  findet 
man  die  Abbildung  des  grössten  Kreises,  welcher  senkrecht  zur  Achse  steht. 
In  Fig.  75  sind  noch  einige  zu  bgdh  parallele  Kreisschnitte  der  Kugel  an- 
gegeben. Alle  diese  Kurven  werden  von  einer  Ellipse,  der  Abbildung  des 
scheinbaren  Umrisses  der  Kugel,  eingehüllt 

Man  kann  den  Umriss  auch  als  Einhüllende  der  Abbildungen  aller  zur 
Bildfiäche  parallelen  Kreisschnitte  konstruieren,  was  noch  ein£axiher  als  das 
vorige  Verfahren  ist  (Fig..  76).  Ist  wieder  bd  die  Abbildung  des  Durch- 
messers, welcher  parallel  zur 
Achse  und  gh  diejenige  des 
zur  Bildfiäche  senkrechten 
Durchmessers,  so  können  wir 
einen  beliebigen  Punkt  k  au{ 
dem  letzteren  als  Mittelpunkt 
eines  Kreisschnittes  annehmcD. 
Ziehen  wir  die  Gerade  von  k 
nach  dem  Distanzpunkte  D, 
so  schneidet  dieselbe  cd  in 
einem  Punkte  i,  dessen  wirk- 
hcher  Abstand  von  c  dem  Ab- 
stand des  Punktes  k  von  c 
gleich  ist.  Die  Senkrechte  il  stellt  nun  die  Grösse  des  Halbmessers  eines 
Kreisschnittes  dar,  welcher  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  den  Abstand  ci  =  ck 
hat.  Ziehen  wir  demnach  km  parallel  il  und  von  D  durch  1  eine  Gerade, 
so  schneidet  diese  nun  auf  km  den  Halbmesser  des  Kreisschnittes  ab,  dessen 
Mittelpunkt  k  ist.  Hiemach  kann  dieser  Kreis  um  k  gezeichnet  werden. 
Hat  man  auf  diese  Weise  eine  hinreichende  Anzahl  von  solchen  Kreis- 
schnitten bestimmt,  so  ist  die  Einhüllende  leicht  zu  zeichnen. 

7)  Die  Abbildung  einer  Kugel  ist  besonders  deshalb  verhältnismässig 
einfach  zu  konstruieren,  weil  alle  Schnitte  derselben  Kreise  sind.  Bei  Um- 
drehungskörpem  sind  dies  im  allgemeinen  nur  diejenigen  Schnitte,  welche 
senkrecht  zur  Drehachse  stehen.  Es  bleibt  deshalb  auch  nichts  anderes 
übrig,  als  die  Abbildungen  einer  Reihe  solcher  Schnitte  zu  konstruieren  und 
alsdann  die  Einhüllende  derselben  zu  zeichnen.  Da  dies  Verfahren  stets 
auf  die  Bestimmung  der  Abbildungen  von  Kreisen  zurückkommt,  so  ist  eine 
weitere  Erläuterung  unnötig  imd  wir  geben  deshalb  nur  in  den  Figuren  77 
und  78  noch  ein  paar  ausgeführte  Beispiele  an. 

In  Fig.  78  a  imd  ß  ist  die  Ringfiäche  dargestellt,  a)  wenn  die  Dreh- 
achse senkrecht  zur  Bildfläche,  und  bei  (ß),  wenn  dieselbe  senkrecht  zur 
Horizontalebene  steht.  In  dem  ersteren  Falle  ist  der  Umriss  als  Einhüllende 
von  Kreisschnitten  gezeichnet,  welche  mit  der  Bildfiäche  parallel  sind,  im 


Wg.  76. 


Abbildongen  des  Kreises  und  der  ümdrehon^ürper. 
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zweiten  Falle  als  Einhüllende  der  Abbildungen  einer  Reihe  von  Meridian- 
schuitten. 

Die  Kurven,  welche  die  UmriBBe  der  gezeichneten  Schnitt«  einhüllen, 
eaden  zuweilen  scheinbar,  ohne  sich  zu  schliessen.  Wir  sehen  dies  an  den 
Stellen  a  und  b  der  Figuren  77  und  78.  (Man  vergleiche  auch  die  Dar- 
stellungen Fig.  137  und  138,  I.  TeU.)  In  Wiridichkeit  hört  aber  die  Kurre 
in  diesen  Punkten  nicht  auf,  sondern  dieselbe  schliesst  sich  (allerdings  nicht 
sichtbar),  wie  dies  durch  die  punktierte  Linie  angedeutet  ist.  Wäre  die 
Fläche  durchsichtig,  so  würde  das  Äuge  diesen  Teil  der  BUnhUllenden  eben- 
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falls  wahrnehmen.  Das  scheinbare  Aufhören  des  sichtbaren  Teiles  rührt 
davon  her,  dass  die  Kurve  in  dem  betreffenden  Punkte  eine  Richtung  hat, 
«reiche  mit  dem  Sehstrahl  zusammenfällt,  d.  h.  in  diesem  Punkte  ist  die 
Tangente  der  Kurve  nach  dem  Augenpunkte  gerichtet. 

Mao  könnte  die  Abbildungen  der  scheinbaren  Umrisse  der  Umdrehungs- 
korper  auch  punktweise  konstruieren.  In  diesem  Falle  würden  vom  Augeu- 
ponkte  aus  Berühnmgsebenen  an  die  Oberfläche  des  abzubildenden  Gegen- 
standes zu  legen  und  dann  die  Abbildungen  der  Berührungspunkte  zu  be- 
stimmen sein.  Für  unsere  vorwiegend  praktischen  Zwecke  müssen  wir  jedoch 
Ton  dieser  viel  zu  umständlichen  Konstruktion  gänzlich  absehen.  • 
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IIL  Abschnitt.    Abbildungen  des  Kreises  und  der  Umdrehungsköiper. 


Weitere  Übungen  über  die  Abbildungen  krummer  Linien  und  Flächen 
findet  man  in  folgendem  Kapitel,  welches  die  Anwendung  der  bisher  ent- 
wickelten Gesetze  auf  die  Herstellung  perspektivischer  Zeichnungen  enthält. 


(OL) 


Fig.  78  a  a.  /3. 
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IV.  Abschnitt. 

Anwendmig  der  perspekÜTischen  besetze  bei  der  AusfOlirang 

grosserer  Abbildungen. 

Bevor  wir  zu  den  Anwendungen  der  perspektivischen  Gesetze  üljer- 
gehen,  mögen  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  die  Lage  des  Augen- 
punktes, seine  Entfernung  von  der  Bildfläche  u.  s.  w.  Platz  finden.  Man 
sieht  leicht  ein,  dass  es  zunächst  Sache  der  Erfahrung  und  des  praktischen 
Blickes  ist,  den  Standpunkt,  von  dem  aus  ein  Gegenstand  abgebildet  werden 
soll,  günstig  zu  w^ählen.  Der  Anfänger  wird  bei  der  ersten  Zeichnung  per- 
spektivischer Abbildungen  bemerkt  haben,  dass  dieselben  trotz  richtig  aus- 
gefiihrter  Konstruktion  oft  auffälhge  Verzerrungen  zeigen,  welche  die  Richtig- 
keit der  Zeichnung  zweifelhaft  erscheinen  lassen.  Eine  solche  Abbildung 
macht  aber  auf  das  Auge  einen  vollkommen  richtigen  Eindruck,  sobald  man 
diese  aus  dem  Punkte  betrachtet,  für  welchen  sie  konstruiert  ist  Man 
macht  den  Versuch  am  besten,  wenn  man  in  ein  Blatt  steifen  Papiers 
eine  kleine  Öffnung  schneidet,  letztere  an  die  Stelle  des  Augenpunktes  bringt 
und  nun  durch  diese  Öfihung  die  Zeichnung  betrachtet.  Die  anscheinenden 
Verzerrungen  verschwinden  dann  gänzlich  und  die  Abbildung  macht  einen 
vollständig  befriedigenden  Eindruck. 

Die  Hauptursache  der  anscheinend  zu  krassen  Verzerrungen  liegt  ein- 
mal in  der  zu  kleinen  Entfernung  des  Augenpunktes  von  dem  Gegenstand 
imd  der  Bildfiäche  und  femer  darin,  dass  man  das  Bild  in  der  Regel  nicht 
aus  dem  Punkte  betrachtet,  für  welchen  es  konstruiert  ist.  Nimmt  man 
den  Augenpunkt  entfernter  von  der  Bildfläche  an,  so  wird  die  Abbildung 
auch  dann  noch  einen  befriedigenden  Eindruck  machen,  wenn  sich  das  Auge 
nicht  genau  in  dem  zugehörigen  Augenpunkte  befindet.  Sie  wird  infolge- 
dcföen  auch  nicht  scheinbar  zu  starke  Verzerrungen  aufweisen.  Den  Grund 
hiervon  können  wir  uns  etwa  in  folgender  Weise  klar  machen. 

1)  Es  sei  P  (Fig.  79  a)  der  Grundriss  eines  rechtwinkügen  Parallel- 
epipedums,  die  Gerade  V  sei  die  Horizontalprojektion  der  Bildfläche,  A^  die- 
jenige des  Augenpunktes.  Ziehen  wir  einmal  die  Strahlen  von  A^  nach  den 
sichtbaren  Ecken  a,  b  und  c  und  dann  auch  von  einem  anderen  Punkte  A^ 
aus  die  Strahlen  nach  denselben  Ecken,  so  erkennen  wir  leicht,  dass  die 
Schnittpunkte  der  Sehstrahlen  mit  der  Bildfläche  durch  eine  Verlegung  des 
Augenpunktes  von  A^  nach  A^'  erhebliche  Veränderungen  erleiden.    Es  kann 
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also  die  für  A|  konstruierte  Abbildung  von  A^  aus  gesehen  nicht  mehr  den 
richtigen  Eindruck  machen. 


Fig.  79  a  a.  ß. 

Liegt  dagegen  A^  in  grösserer  Entfernung  von  der  Bildfläche  (s.  ß), 
so  sieht  man,  dass  eine  gleich  grosse  Verschiebung  des  Augenpunktes  die 
Schnittpunkte  der  Sehstrahlen  mit  der  Bildfläche  nur  sehr  wenig  verändert 
Es  würde  also  das  in  Bezug  auf  A^  konstruierte  Bild  auch  dann  noch  nahezu 
denselben  Eindruck  machen,  wenn  es  von  A^  aus  betrachtet  wird.  Da  nun 
in  der  Regel  das  Auge  beim  Betrachten  einer  Abbildung  sich  nicht  genau 
in  dem  richtigen  Augenpunkte  befinden  wird,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  Not- 
wendigkeit, die  Entfernung  des  Augenpunktes,  für  welchen  die  Abbildung 
konstruiert  werden  soll,  so  gross  zu  nehmen,  dass  eine  kleine  Veränderung 
der  Lage  des  Augenpunktes  das  Bild  nicht  erheblich  ändern  würde. 

Indessen  darf  man  hieraus  nicht  schliessen,  dass  die  Entfernung  des 
Augenpunktes  von  der  Bildfläche  beUebig  vergrössert  werden  könne.  Je 
grösser  die  Distanz  gemacht  wird,  um  so  mehr  nähern  sich  die  projideren- 
den  Strahlen  der  parallelen  Lage  und  das  Bild  nähert  sich  mehr  und  mehr 
einer  Parallelprojektion.  Da  nun  das  Zusammenlaufen  der  Abbildungen  pa- 
ralleler Kanten  in  diesem  Falle  viel  weniger  hervortritt,  so  erhält  die  Zeich- 
nung dadurch  einen  einförmigen  Charakter,  welchem  der  lebendigere  Linien- 
fluss  fehlt.  Hier  ist  es  nun  Sache  der  Erfahrung  und  des  guten  Geschmackes, 
die  günstigste  Lage  des  Augenpunktes  zu  finden;  der  Zeichner  wird  aber 
leicht  darauf  gefuhrt,  wenn  er  mehremale  zur  eigenen  Übung  Abbildungen 
desselben  Gegenstandes  für  verschiedene  Lagen  des  Augenpunktes  konstruiert 
und  diese  miteinander  vergleicht. 

Noch  ein  anderer  Umstand,  welcher  Einfluss  auf  die  Entfernung  des 
Augenpunktes  von  der  Bildfläche  hat,  ist  zu  berücksichtigen.     Da  wir  beim 
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Betrachten  der  Abbildung  das  Auge  nach  dem  Augenpunkte  zu  bringen 
haben,  um  den  richtigen  Eindruck  zu  erhalten,  so  soll  man  auch  aus  diesem 
Punkte  die  Abbildung  vollständig,  d.  h.  mit  einem  Blick,  ohne  Drehen  des 
Kopfes  bequem  übersehen  können.  Nun  weiss  Jedermann  aus  Erfahrung, 
dass,  wenn  man  einen  Gegenstand  deutlich  mit  dem  Auge  erkennt,  andere 
in  der  Nähe  befindliche  Gegenstände  beiläufig  mitgesehen,  aber  nicht  mehr 
so  scharf  und  deutlich  wahrgenommen  werden.  Alle  innerhalb  eines  Strahlen- 
kegels liegende  Objekte  können  im  allgemeinen  ohne  Drehen  oder  Wenden 
des  Kopfes  noch  bequem  übersehen  werden,  wenn  dessen  gegenüberliegende 
Seitenlinien  höchstens  einen  Winkel  von  60°  miteinander  bilden,  und  hieraus 
folgt,  dass  die  Entfernung  des  Augenpunktes  von  der  Bildfläche  mindestens 
gleich  der  grössten  Dimension  der  Abbildung  sein  muss. 

Femer  ist  wohl  einleuchtend,  dass  in  der  Regel  der  Hauptpunkt  in  der 
lEtte  oder  doch  in  der  Nähe  der  Mitte  der  Abbildung  liegen  wird.  Um 
den  Hauptpunkt  wird  der  Zeichner  hauptsächlich  dasjenige  gruppieren,  was 
die  Aufinerksamkeit  des  Beschauers  in  erster  Linie  in  Anspruch  nehmen 
soll.  Abweichungen  hiervon  können  aber  eintreten,  wenn  man  z.  B.  bei 
geraden  Innenansichten  eine  vollkommene  Symmetrie  der  Zeichnung  in  Be- 
zug auf  die  Mitte,  welche  eintönig  wirkt,  vermeiden  will.  Derartige  Fälle 
Tterden  nun  in  den  nachfolgenden  Anwendungen  gehörige  Berücksichtigung 
linden. 

A.  Gerade  Ansichten. 

2)  Abbildung  eines  Tonnengewölbes  (Fig.  80). 

Es  sei  (a)  Grundriss  und  Querschnitt  eines  halbkreisförmigen  Tonnen- 
gewölbes in  verkleinertem  Massstabe.  In  Zwischenräumen,  welche  dem  Durch- 
messer des  Gewölbes  gleich  sind,  befinden  sich  Wandpfeiler,  verbunden  durch 
sog.  Gurtbögen.  Hiemach  ist  der  Raum  zwischen  zwei  Paaren  aufeinander- 
folgender Wandpfeiler,  wie  z.  B.  bcCibj  ein  Quadrat.  Die  Bildfläche  stehe 
senkrecht  zur  Längenrichtung,  dann  werden  die  vorkommenden  Kreise  pa- 
rallel zur  Bildfläche  sein  und  deshalb  in  der  Abbildung  wieder  als  Kreise 
gezeichnet  werden  können.  Den  Hauptpunkt  nehmen  wir  ein  wenig  seit- 
wärts von  der  Mitte  an,  damit  die  Abbildungen  der  Seitenwände  nicht  völlig 
gleich  erscheinen.  Endlich  liege  der  Horizont  etwa  in  \  der  Höhe  des  Ge- 
wöll)es  über  der  Grundfläche  und  die  Entfernung  des  Augenpunktes  von  der 

Bildfläche  nehmen  vrir  so  gross  an^  dass  nur  noch -j- auf  der  Zeichenfläche 

angegeben  werden  kann. 

Um  die  Konstruktion  in  einfachster  Weise  deutlich  zu  machen,  zeichnen 
wir  einen  Teil  des  Grundrisses,  welcher  die  Grundflächen  eines  Paares  ein- 
ander gegenüberliegender  Pfeiler  enthält,  unterhalb  der  Achse  OX,     Dann 

Schlotke,  DanteHende  Geometrie.    IH.  5 
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Bei  noch  O'X^  die  Achse  für  den  Grundriss,  80  dass  hieraus  die  Entfernung 
dieses  Pfeilerpaares  von  der  Bildflä/che  sich  ergiebt.  Femer  ist  senkrecht 
über  dem  Grandriss  ein  Querschnitt  des  Gewölbes  mit  der  Ansicht  der  Wand- 


ng.  80, 


pfeiler  und  des  dieselben  verbindenden  Gurtbogens  angegeben,  wodurch  aadi 
die  Höhen  bestimmt  sind. 

Zunächst  ist  nun  der  Grundriss  perspektivisch  abzubilden.    Wir  proji- 
cieren  aus  demselben  die  Spuren  aller  zur  Bildfläche  senkrechten  Geraden 
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anf  die  Achse  OX  und  ziehen  von  den  so  erhaltenen  Punkten  i",  g'^  h' 
Dnd  k'  gerade  Linien  nach  A.    Um  die  Abbildung  des  Punktes  H  zu  finden, 

machen  wir  h'n  gleich  \  des  Abstandes  HH',  und  ziehen  die  Gerade  n-j-, 

dann  schneidet  diese  h'A  in  h,  der  Abbildung  von  H.  (Vergl  I,  13).  Ebenso 
wird  f  als  Abbildung  Ton  F  bestimmt.  Durch  f  und  h  zieht  man  nun  Pa- 
rallelen zur  Achse  OX,  dadurch  ergeben  sich  cfhk  und  begi  als  Abbildungen 
der  Grundflächen  des  ersten  Pfeilerpaares.  Die  Grundflächen  des  zweiten 
Paares  werden  ebenfalls  nach  (I,  13)  gefunden.    Man  macht  cl  =  }bc  und 

zieht  die  Gerade  l-j-;  diese  trifft  k'A  im  Punkte  c^.     Es  ist  dann  nach 

(I,  13)  die  wahre  Länge  von  cc^  gleich  derjenigen  der  Geraden  bc,  und 
wenn  man  durch  c,  die  Gerade  b^c^  parallel  zur  Achse  zieht,  so  liegen  in 
dieser  die  Abbildungen  der  vorderen  zu  OX  parallelen  Grundkanten  des 
zweiten  Pfeilerpaares.  Durch  p  ziehen  wir  die  Gerade  pA;  dieselbe  schnei- 
det auf  b|C|  die  Strecke  s>n  ab,  deren  wahre  Länge  gleich  der  von  ph  ist 

Ziehen  wir  nun  noch  s-j-,  so  entsteht  das  auf  der  Horizontalebene  liegende 

Dreieck  mst,  welches  demjenigen  Dreieck,  dessen  Abbildung  fhp  ist,  kon- 
gment  sein  muss.     FolgUch  stellt  auch  tm  die  Breite  des  nächsten  Pfeilers 

dar;  durch  die  Gerade  q  — r-  erhält  man  den  Punkt  r  u.  s.  f.     Hieraus  er- 

4 

giebt  sich,  wie  alle  folgenden  Pfeilerstellungen  gefiinden  werden  können.   Das 

Auftragen  der  Höhen  geschieht  in  bekannter  Weise,  und  die  Mittelpunkte 

und  Halbmesser  der  Kreise,  durch  welche  die  Abbildungen  der  Gurtbögen 

gefimden  werden,  ergeben  sich  dann  von  selbst. 

Sind  die  Pfeiler  und  Gurtbögen  bestimmt,  so  füge  man  noch  den 
Sockel  hinzu. 

3)  Abbildung  eines  Kreuzgewölbes. 

Ein  quadratischer  Raum,  in  dessen  Ecken  4  Pfeiler  mit  quadratischen 
Gnmdflädien  stehen,  ist  von  zwei  sich  rechtwinklig  durchschneidenden  Tonnen- 
gewölben tiberwölbt  (Fig.  8 1  a).  Die  Querschnitte  der  letzteren  seien  gleich 
grosse  Halbkreise,  dann  sind  die  Schnittlinien  der  Gewölbeflächen  (die  sog. 
Gratbögen)  ElUpsen,  deren  Horizontalprojektionen  mit  den  beiden  Diagonalen 
B6  und  CE  zusammenfallen.  Man  soll  die  Abbildung  dieses  Gewölbes 
zeichnen,  wenn  die  Bildfläche  parallel  mit  dem  Querschnitte  eines  der  Tonnen- 
gewölbe ist. 

Sind  M  und  N  die  Grundflächen  der  beiden  vordersten  Pfeiler,  O'X'  die 
Achse  fiir  den  Grundriss,  so  kann  man  zunächst  die  perspektivische  Abbildung 
des  Grundrisses  des  ganzen  Gewölbes  ähnlich  wie  in  2)  konstruieren.  Um  die 
Gratbögen  zeichnen  zu  können,  bestimmt  man  die  Durchschnittspunkte  solcher 

5* 
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Seitenlinien  der  beiden  sich  schneidenden  Tonnengewölbe,  welche  je  in  glei- 
cher Höhe  über  der  Horizontalebene  liegen.  Betrachten  wir  den  in  verklei- 
nertem Mafsstabe  gezeichneten  Grundriss  der  Nebenfigur  (a),  welcher  aber 
nur  den  Teil  des  Gewölbes  darstellt,    welcher   über  dem  Quadrat  BCGE 


Fig.  81. 


liegt,  und  denkt  man  sich  nun  oberhalb  des  Bogenanfanges  einen  horizon- 
talen Schnitt  durch  das  Gewölbe  gelegt,'  so  wird  die  Horizontalprojektion 
ein  dem  wirklichen  Schnitte  gleiches  Quadrat  GJHF  sein.  Der  Eckpunkt  H 
gehört  dem  Gratbogen  an. 
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Wir  suchen  nun  die  perspektivische  Abbildung  eines  solchen  Schnittes 
auf.  Von  einem  Punkte  i  des  vordersten  Halbkreises  ziehen  wir  die  Ge- 
rade ig  parallel  zur  Achse  bis  zu  der  durch  den  Eckpunkt  g  gehenden 
senkrechten  Pfeilerkante,  ig'  betrachten  wir  nun  als  die  eine  Seite  des  zu 
konstruierenden  quadratischen  Schnittes.  Die  beiden  anderen  von  i  und  g' 
ausgehenden  Seiten  sind  als  Geraden,  welche  senkrecht  zur  Bildääche  stehen, 
nach  dem  Hauptpunkte  A  gerichtet.  Die  Länge  der  Seite  ig'  ist  nun  per- 
spektivisch auf  iA  abzutragen;  wir  ziehen  zu  diesem  Zwecke  entweder  die 
Diagonale  von  g   nach  dem  Distanzpunkte  D,  oder  wenn,  wie  in  Fig.  81, 

nur  "ö-  zugänglich  ist,  von  der  Mitte  der  Seite  ig'  nach  -^.      Jede     dieser 

(Geraden  schneidet  iA  in  dem  gesuchten  Eckpunkte  h. 

Ist  k  der  zweite  Punkt  des  vorderen  Kreises,  welcher  mit  i  in  gleicher 
Höhe  über  der  Horizontalebene  Uegt,  so  findet  man  auf  kA  einen  dem  h 
entsprechenden  Punkt  1  des  anderen  Gratbogens,  wenn  man  durch  h  eine 
Parallele  zur  Achse  OX  zieht.  Die  weitere  Ausfuhrung  kann  dem  Studie- 
renden überlassen  bleiben. 

In  Fig.  81  sind  auch  die  teilweisen  Einblicke  in  die  seitlich  liegenden 
Gewölbe  mit  angegeben. 

4)  Abbildung  des  Durchschnittes  zweier  halbkreisförmigen 
Tonnengewölbe  von  verschiedenen  Durchmessern  (Fig.  82). 

Beide  Gewölbe  durchkreuzen  sich  unter  rechtem  Winkel;  die  Bildfläche 
ist  senkrecht  zur  Längenrichtung  des  grösseren  Gewölbes  angenommen.  Die 
Abbildungen  der  in  der  Zeichnung  vorkommenden  Geraden  können  nach  dem 
früheren  leicht  konstruiert  werden;  wir  nehmen  deshalb  an,  dass  die  Punkte 
a  und  c,  in  welchem  der  gesuchte  Durchschnitt  beginnt,  bereits  gefunden  sind. 

Es  sei  nun  der  Halbkreis  afdb  parallel  zur  Bildfläche  und  sein  Durch- 
messer ab  dem  des  kleineren  Gewölbes  gleich,  welches  der  Fall  ist,  wenn 
bc  nach  dem  rechts  liegenden  Distanzpunkte  D  geht  (in  Fig.  82  liegt  der- 
selbe ausserhalb  der  Zeichenfläche).  Ist  d^  die  Projektion  eines  beUebigen 
Punktes  d  des  Halbkreises  auf  ab,  so  kann  man  auf  der  Abbildung  ac  des 
kleineren  Gewölbedurchmessers  den  entsprechenden  Punkt  h^  durch  die  nach 
D  gehende  Gerade  d^h^  finden.  Zieht  man  noch  hhj  senkrecht  zur  Achse 
und  dh  nach  D,  so  ist  der  Schnittpunkt  h  dieser  beiden  Geraden  ein  Punkt 
des  über  ac  stehenden  kreisförmigen  Querschnittes  des  kleineren  Gewölbes. 
Man  konstruiert  auf  diese  Weise  so  viele  Punkte  dieses  Querschnittes,  dass 
die  Gestalt  desselben  deutlich  zu  erkennen  ist  (in  Fig.  82  punktiert  angegeben). 
Um  den  gesuchten  Durchschnitt  zu  finden,  ziehen  wir  auf  beiden  Gewölb- 
flächen Seitenlinien,  welche  in  jijleichen  Höhen  über  der  Horizontalebene 
liegen.  Wir  legen  demnach  durch  h  die  Gerade  Ai  und  verlängern  dieselbe, 
bis  sie  die  senkrechte  Kante  uv  in  i  tiifit.     Ai  liegt  dann  in  der  Ebene 
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d«r  rechts  Ikgenden  Seitenwand.  Durch  i  ziehen  wir  ik  parallel  zur  Adxse^ 
dann  liegt  k  mit  i  und  h  in  gleicher  Höhe  über  der  Honzontalebene.  Legen 
wir  demnach  durch  k  die  nach  A  gerichtete  Seitenlinie  kl  und  durch  h  die 
parallel  zur  Achse  laufende  SdtenUnie  hl  der  kleineren  GewöUifläche,  so 
treffen  dieselben  sich  in  einem  Punkt  1  der  (i;e8uchte|i  Durchfidmittskurre. 


Fig.  82. 


Hiemach  ist  die  ganze  Durchschnittsfigur  konstruiert,  welche  dann  auch 
leicht  auf  die  linke  Seite  des  Gewölbes  übertragen  werden  kann. 

5)  Abbildung  einer  Wendeltreppe  (Fig.  83). 

Das  Motiv  hierzu  bildet  die  Treppe  auf  dem  Michaelisturm  in  Ham- 
burg, welche  zur  Kuppel  desselben  fuhrt.  Die  Treppe  windet  sich  um  eine 
freistehende  Säule.  In  unserer  Figur  ist  unterhalb  der  Achse  die  Hälfte  des 
Grundrisses  angegeben.    Die  perspektivische  Abbildung  desselben  ist  zuerst  zu 
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bestimmen,  indem  man  durch  die  Teilpunkte  auf  dem  Umfang  des  Kreises 
Geraden  zieht,  welche  senkrecht  zur  Bildfläche,  und  auch  solche,  welche 
unter  45°  gegen  die  Achse  OX  geneigt  sind  (s.  I,  7). 

Die  äusseren  senkrechten  Kanten  der  Stufen  hegen  senkrecht  über  den 
Teilpunkten  des  perspektivischen  Grundrisses;  so  z.  B.  liegt  ab  senkrecht 
über  a^,  cd  senkrecht  über  a,,  ef  senkrecht  über  a^,  u.  s.  f.  Um  die  Höhen 
zu  bestimmen,  benutzen  wir  die  Projektion  der  Treppe  auf  einer  zur  Achse 
senkrechten  Ebene,  deren  Spur  gh  ist  und  deren  Schnittlinie  mit  der  Hori- 
zontalebene die  Gerade  gA  zur  Abbildung  hat  (vgl.  I,  30).  Auf  die  letztere 
projicieren  wir  durch  Parallelen  zur  Achse  die  sämtlichen  Teilpunkte  des 
Grundrisses  und  errichten  in  den  Projektionen  Senkrechten  zur  Achse.  Femer 
tragen  wir  auf  der  Spur  gh  von  g  aus  die  Höhen  der  Stufen  ab  und  ver- 
binden die  so  erhaltenen  Punkte  durch  gerade  Linien  mit  A.  Diese  letzteren 
schneiden  auf  den  vorhin  gezogenen  Senkrechten  die  gesuchten  Höhen  ab. 
So  finden  wir  die  Höhe  der  ersten  im  Teilpunkte  m  stehenden  Senkrechten 
mn  auf  der  Seitenebene  in  m^ni,  welche  die  Seitenprojektion  von  mn  dar- 
stellt. Ebenso  ist  die  Seitenprojektion  von  pq  die  Gerade  p^q^  u.  s.  f.  Durch 
Parallelen  zur  Achse  werden  die  Höhen  aus  der  Seitenprojektion  übertragen. 

Von  den  so  bestimmten  Punkten  gehen  die  Kanten  der  Stufen  nacli 
den  Teilpunkten  auf  der  Achse  der  Wendeltreppe,  welche,  wie  in  der  Figur 
angedeutet  ist,  auf  gleiche  Weise  aus  der  Seitenprojektion  bestimmt  werden. 
Die  Kanten  treffen  die  Säule,  um  welche  die  Treppe  sich  windet,  senkrecht 
über  denjenigen  Punkten,  in  welchen  die  Projektionen  der  Kanten  die  Grund- 
fläche der  Säule  schneiden. 

Die  bei  dem  Geländer  vorkommende  SchraubenUnie  wird  ebenfalls  mit 
Hilfe  der  Horizontalprojektion  und  der  Seitenprojektion  bestimmt.  Die  Dicken 
der  Treppenstufen  und  diejenigen  der  Geländerstangen  u.  s.  w.  fügt  man 
schliesslich  nach  dem  Augenmafse  hinzu. 

6)  Abbildung  eines  Gesimses  (Fig.  84). 

Fig.  84  a  zeigt  den  Grundriss  eines  Gesimses,  welches  um  einen  durch 
SchraflSerung  angedeuteten  Pfeiler  von  rechteckiger  Grundfläche  läuft.  Die 
perspektivische  Abbildung  des  Pfeilers  ist  leicht  zu  finden;  die  Kante  BC 
ist  senkrecht  zur  Bildfläche  angenommen,  weshalb  ihre  Abbildung  bc  nach 
dem  Hauptpunkte  A  gerichtet  ist.  Wir  zeichnen  nun  einen  zur  Bildfläche 
parallelen  Durchschnitt  (Profil)  des  Gesimses,  dessen  Abbildung  in  wahrer 
Gestalt  ekpqf  erscheint.  Durch  die  Eckpunkte  dieses  Profils  können  wir 
die  Abbildungen  der  Kanten  des  Gesimses  nach  dem  Hauptpunkte  A  ziehen. 
Ferner  geht  aus  der  Betrachtung  des  Gnindrisses  (a)  hervor,  dass  die  Pro- 
jektionen der  Gesimsecken  (Gehrungen  oder  Gehrschnitte)  die  geraden  Linien 
BR  und  CS  sind,  welche  die  rechten  Winkel  an  den  Ecken  B  und  C  hal- 
bieren.   Diese  Projektionen  müssen   deshalb  in  der  perepektivischen  Abbil- 
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düng  nach  den  beiden  Distanzpunkten  gerichtet  sein.     In  unserer  Zeichnung 
sind  zu  beiden  Seiten  des  Hauptpunktes  noch  -^  und  — *  angegeben;  man 

macht  deshalb  ßA  =  -^  Ab  und  yA=-q-Ac,  zieht  br  parallel  zu  ß-^ 

o  o  o 

D  . 

und  CS  parallel  zu  y  -^,  dann  sind  br  und  es  als  Projektionen  der  beiden 

Gehrungen  anzusehen.    Diese  Projektionen  liegen  in  einer  durch  bc  gehenden 
zur  Horizontalebene  parallelen  Ebene. 


Fig.  84. 


Die  Abbildung  eines  Punktes  des  Gehrschnittes  ergiebt  sich  nun  leicht 
auf  folgende  Weise.  Man  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt  k  des  Profils 
eine  auf  der  cyhndrischen  Fläche  des  Gesimses  liegende  Seitenlinie,  deren 
Abbildung  von  k  nach  A  gerichtet  ist.  Jetzt  wird  k  auf  ef  projidert  und 
durch  die  Projektion  i  zieht  man  nun  die  Projektion  gh  jener  SeitenUnie, 
welche  ebenfalls  nach  A  gerichtet  ist.  Die  Abbildungen  m  und  1  der  End- 
punkte der  Seitenlinie  liegen  senkrecht  unter  den  Punkten  g  und  h,  in  wel- 
chen gh  die  Projektionen  der  Gehrungen  trifft. 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  beliebig  viele  Punkte  der  Gehrschnitte  be- 
stimmen. Besondere  Aufmerksamkeit  erfordern  auch  die  Richtungen  der 
Tangenten  in  den  Anfangs-  und  Endpunkten  der  Bögen,  sowie  bei  den 
etwaigen  Wendepunkten  derselben. 
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B.   Schräge  Ansichten. 

Wir  verstehen,  wie  schon  in  I,  26  angegeben,  unter  schräger  Ansicht, 
die  Abbildung  eines  Gegenstandes  bei  beliebiger  Stellung  der  Bildfläche.  Es 
wird  also  vorausgesetzt,  dass  bedeutsame  Flächen,  z.  B.  Frontflächen  von 
Gebäuden  u.  s.  w.  nicht  parallel  zur  Bildfläche  sind.  Innenansichten,  wie 
die  in  den  Figuren  80 — 83  dargestellten,  eignen  sich  schon  eher  zu  einer 
Darstellung  in  gerader  Ansicht,  dagegen  wird  man  bei  frei  stehenden  Ge- 
bäuden der  schrägen  Ansicht  ihres  ungezwungenen  4ind  lebendigen  Charak- 
ters wegen  den  Vorzug  geben.  Wir  wollen  nun  an  einigen  grösseren  Bei- 
spielen die  Herstellung  solcher  Abbildungen  unter  Anwendung  der  früher 
entwickelten  Gesetze  näher  erläutern. 

7)  Abbildung  einer  Kirche  (Fig.  86). 

Aus  dem  unterhalb  der  Achse  0"X"  angegebenen  Grundriss  erkennt 
man  die  Lage  des  Gebäudes  gegen  die  Bildfläche.  Machen  wir  nun  AA^ 
senkrecht  zum  Horizont  und  gleich  der  Entfernung  des  Augenpunktes  von 
der  Bildfläche,  ziehen  alsdann  A|f  parallel  zu  BE,  so  erhalten  wir  in  f  den 
Fluchtpunkt  aller  zu  BE  parallelen  Geraden.  Femer  bestimmen  wir  noch 
durch  den  um  f  als  Mittelpunkt  gezeichneten  Kreisbogen  A^T  den  zugehörigen 
Teilungspunkt.  Mit  Hilfe  der  beiden  Punkte  f  und  T  kann  man  nun  leicht 
die  Abbildung  des  Grundrisses  konstruieren.  Weil  aber  wegen  der  geringen 
Höhe  des  Horizonts  über  der  Achse  OX  die  Abbildungen  der  Seiten  dieser 
Grundfläche  sehr  spitze  Winkel  miteinander  bilden,  so  können  die  Eckpunkte 
hiemach  nicht  mit  der  nötigen  Genauigkeit  bestimmt  werden. 

Es  sei  die  zu  OX  parallele  Gerade  0"X''  die  Spur  einer  tiefer  liegen- 
den Horizontalebene  E,  deren  Fluchtlinie  demnach  wieder  der  Horizont  ist. 
Wir  konstruieren  nun  die  perspektivische  Abbildung  der  Grundfläche  des 
Gebäudes  in  bekannter  Weise,  als  wenn  dieselbe  in  E  läge.  Ist  m{  die 
Abbildung  der  Geraden,  in  welcher  BE  liegt,  und  b'  die  Abbildung  von  B, 
so  hat  die  Abbildung  der  entsprechenden  Geraden  in  der  ersten  Horizontal- 
ebene ebenfalls  f  zum  Fluchtpunkt  und  ihre  Spur  m  liegt  senkrecht  über 
der  Spur  m'  (und  selbstverständlich  auch  senkrecht  über  M). 

Auf  mf  liegt  nun  die  Abbildung  b  des  Eckpunktes  B  und  zwar  ebenfalls 
senkrecht  über  V.  Da  in  der  perspektivischen  Abbildung  die  Ecken  des  tiefer 
liegenden  Grandrisses  deutlich  genug  werden,  so  kann  man  hieraus  dieselben 
mit  Sicherheit  entnehmen.    Die  Höhen  sind  dann  nach  I,  18  aufzutragen. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  Abbildung  einer  Ecke  z.  B.  B  nach  I,  3 1 
mit  Hilfe  des  Teilpunktes  bestimmt  werden  kann.    Hiemach  ist  m'n'=:MB 
zu  machen,  dann  schneidet  die  Gerade  n'T  die  Linie  m'f  in  der  Abbildung 
b'  des  Punktes  B. 

Sind  die  in  unserer  Figur  angegebenen  Hauptumrisse  konstruiert,  so 
wird  ein  geübter  Zeichner  hinreichenden  Anhalt  haben,  um  die  noch  fehlen- 
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den  Einzelheiten  auch  ohne  viele  Konstniktionslmien  nach  dem  Augenmafse 
hinzufugen  zu  können.  Tst  die  Zeichnung  in  sehr  grossem  Mafsstabe  an- 
gefertigt, so  wird  man  allenfalls  noch  die  Breiten  der  Fenster  und  Thüreii 
durch  eine  perspektivische  Einteilung  feststellen.  Das  häufig  vorkommende 
Halbieren  von  Linien  ist  sehr  einfach  zu  machen,  weil  diese  an  Gebäuden 
in  der  Regel  als  Rechteckseiten  auftreten.  Soll  z.  6.  zur  Bestimmung  der 
Giebelspitze  r,  welche  senkrecht  über  der  Mitte  von  st  liegt,  die  letztere  per- 
spektivisch halbiert  werden,  so  zieht  man  in  dem  Rechteck,  dessen  Abbil- 
dung stuv  ist,  die  beiden  Diagonalen  su  und  vt,  und  legt  durch  den 
Schnittpunkt  w  die  zur  Achse  OX  senkrechte  Gerade  wr.  Diese  geht  durch 
die  perspektivische  Mitte  von  st. 

8)  Abbildung  eines  romanischen  Würfelkapitäls  (Fig.  86). 

Die  Hälfte  der  Vertikalprojektion  des  Kapitals  ist  links  angegeben,  um 
die  nötigen  Höhen  festzustellen,  und  durch  einen  Teil  des  Grundrisses  ist 
die  Lage  des  Kapitals  gegen  die  Bildfläche  näher  bestimmt.  Horizont  und 
Hauptpunkt  liegen  unter  dem  Kapital,-  wie  dieses  in  der  Regel  der  Wirk- 
lichkeit entspricht.     Die  Entfernung  des  Augenpunktes  von  der  Bildfläche 

ist  so  gross  angenommen,  dass  nur  -^  als    erreichbar    vorausgesetzt    wird. 

Die  Fluchtpunkte  der  beiden  Kanten  bc  und  be  liegen  deshalb  weit  ausser- 
halb der  Grenzen  der  Zeichenfläche;  die  Abbildungen  aller  zu  diesen  paral- 
lelen Kanten  können  aber  leicht,  wenn  auch  etwas  umständhch,  nach  I,  28 
bestimmt  werden.  Einfacher  imd  übersichtlicher  wird  aber  die  Konstruktion, 
wenn  man,  wie  in  I,  30,  eine  Seitenprojektion  des  Kapitals  zu  Hilfe  nimmt. 
Es  genügt,  wenn  man  die  geraden  Kanten  und  etwa  die  horizontalen  und 
vertikalen  Tangenten  der  Kreisbögen  auf  die  Seitenebene  projiciert.  Dagegen 
kann  man  die  Projektionen  der  Kreise  selbst  entbehren. 

Hat  man  die  Abbildung  der  Seitenprojektion  ähnlich  wie  in  I,  30  be- 
stimmt, so  findet  man  leicht  die  Abbildungen  der  Eckpunkte.  Es  liegen  z.  B. 
die  Punkte  c  und  e  auf  den  durch  die  Seitenprojektionen  c'  bez.  e'  gezogenen 
Parallelen  zur  Achse  und  auf  zweien  zur  Bildfläche  senkrechten  Geraden, 
deren  Abbildungen  Am  bez.  An  sind.  Die  Spuren  m  und  n  finden  wir  aus 
dem  Grundriss  durch  Hinaufprojicieren  der  Punkte  M  bez.  N.  (Die  durch 
b  gehende  Gerade  mn,  welche  parallel  zu  OX  ist,  stellt  die  Spur  der  obersten 
horizontalen  Begrenzungsebene  des  Kapitals  dar,  wenn  wir  annelimen,  dass 
der  Eckpunkt  b  in  der  Bildfläche  liegt.) 

Um  die  Abbildungen  der  Halbkreise  zu  zeichnen,  suchen  wir  für  jeden 
Kreis  die  Tangente,  welche  mit  dem  horizontalen  Durchmesser  desselben 
parallel  ist,  und  ausserdem  die  vertikalen  Tangenten  in  den  Endpunkten 
der  Durchmesser.  Diese  Tangenten  bilden  mit  den  vier  Durchmessern  die 
Kanten  eines  halben  Würfels,  dessen  Abbildung  ebenfalls  mit  Hilfe  der  Seiten- 
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Projektion  gefunden  wird.  Bei  kleineren  Dimensionen  sind  diese  Tangenten 
völlig  ausreichend,  um  darnach  die  Abbildungen  der  Kreise  zeichnen  zu 
können.  Für  eine  Zeichnung  in  grossem  Mafsstabe  bestimmt  man  noch  die 
Abbildungen  der  Punkte,    in  welchen  die  nach  den  Schnittpunkten  zweier 


Fig.  86. 


Tangenten  gerichteten  Radien  die  Kreise  trefifen  und  etwa  noch  die  Abbil- 
dung der  Tangenten  für  diese  Punkte.  Alle  diese  Linien  ergeben  sich,  wie 
man  aus  Fig.  86  sieht,  leicht  mit  Hilfe  der  Seitenprojektion.  Um  den  Säulen- 
schaft zeichnen  zu  können,  konstruieren  wir  die  Abbildung  qr  des  kreisför- 
migen Querschnittes  QR  nach  III;  und  ziehen  an  die  EUipse  qr  zwei  senk- 
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rechte  TaDgenten  als  sichtbare  Begrenzungslinien  der  Abbildung  des  Schaftes. 
Nimmt  aber  der  Durchmesser  des  Schaftes  nach  unten  zu,  so  zeichnet  man 
noch  mehrere  Querschnitte,  wodurch  sich  dann  leicht  die  Gestalt  der  äusseren 
Grenzhnien  ergiebt 

Zwischen  den  Halbkreisen  des  Wtirfelkapitäls  und  dem  Wulst  liegt  ein 
Teil  einer  Kugelfläche,  deren  Umriss  am  einfachsten,  wie  in  Fig.  76,  be- 
stimmt wird.  Diese  Andeutungen  werden  genügen,  um  darnach  die  Kon- 
struktion der  ganzen  Abbildung  ausführen  zu  können. 

9)  Abbildung  des  Mittelschiffes  einer  romanischen  Kirche 
(Fig.  87). 

Die  Abbildung  stellt  das  Innere  der  Buine  Paulinzella  in  Thüringen 
nach  einer  Skizze  des  Verfassers  dar.  Um  die  Pfeiler  mehr  zum  Vorschein 
zu  bringen,  ist  nur  die  eine  Seite  des  Mittelschiffes  und  zwar  in  schiefer 
Ansicht  dargestellt.  Der  Fluchtpunkt  aller  mit  der  Längenrichtung  paral- 
lelen Kanten  liegt  in  f,  eben  ausserhalb  der  Grenzen  der  Abbildung,  aber 
für  den  Gebrauch  noch  bequem  zu  erreichen.  Der  Horizont  ist  in  der  Höhe 
des  menschlichen  Auges  über  dem  Erdboden  angenommen.  Dementsprechend 
sind  die  als  Staifage  dienenden  menschlichen  Figuren,  welche  sich  auf  dem 
nach  dem  Hintergrunde  führenden  Fusswege  befinden,  so  gezeichnet,  dass 
der  Horizont  nahezu  durch  die  Augen  jeder  derselben  geht.  Man  sieht,  wie 
hierdurch  die  Grösse  der  menschlichen  Figur  für  jede  beliebige  Stellung  auf 
der  Horizontalebene  bestimmt  ist. 

Die  Zeichnung  der  Kapitale  ist  aus  Fig.  86  bekannt.  Die  Form  weicht 
etwas  von  der  daselbst  dargestellten  ab,  indem  die  vorkommende  Kugelfläche 
etwas  länger  gestreckt  ist  und  deshalb  mehr  ellipsoidisch  erscheint.  Die 
Einteilungen  für  die  Säulenstellungen  und  Fensteröfihungen  lassen  sich  leicht 
auf  bekannte  Weise  bestimmen. 

10)  Abbildung  eines  Tunnels  (Fig.  88  u.  89). 

In  Fig.  88  ist  der  Grundriss  imd  ein  Querschnitt  des  Tunnels  in  kleinem 
Mafsstabe  dargestellt.  A  ist  der  Hauptpunkt,  Aj  der  in  die  Bildfläche  nieder- 
gelegte Augenpunkt.     Auf  dem  Horizont  ist  noch  -^  als  erreichbar  ange- 

o 

nommen.  Der  Querschnitt  BC  sei  parallel  zur  Bildfläche  (oder  liege  in  der- 
selben). Seine  Abbildung  bqc  erscheint  dann  in  wahrer  Gestalt  KL  sei 
die  Projektion  eines  zweiten  Querschnittes.  Durch  K  ziehen  wir  die  zur 
Bildfläche   senkrechte  Gerade  KM,  deren  Abbildung  mA  ist;    machen  jetzt 

mn  =  |KM  und  ziehen  die  Gerade  n-^.    Diese  letztere  bestimmt  auf  mA 

o 

in  k  die  Abbildung  des  Punktes  K.      Auf  gleiche  Weise  finden    vdr  1  als 

Abbildung  von  L,  und  erhalten  dadurch  in  der  Geraden  kl  die  Abbildung 

der  Horizontalprojektion  des    neuen  Querschnittes.      Da  der  Tunnel   nidit 
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geradlinig,  sondern  kreisförmig  verläuft,  so  sind  auch  die  horizontalen  Lager- 
fiigen  EJreisbögen;  und  wenn  man  die  Punkte,    in  welchen  eine  Lagerfuge 


Vig.  87. 
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die  beiden  Querschnitte  BC  und  KL  schneidet,  durch  eine  Gerade  verbindet, 
so  ist  dieselbe  der  Sehne  BK  parallel.  Wir  bestimmen  deshalb  durch  die 
zu  BK  Parallele  Ajf  den  Fluchtpunkt  f  jener  Sehne  und  ziehen  durch  eine 


Jlg.88. 


Anzahl  von  Punkten  des  Querschnittes  bqc  Geraden  nach  f.  of  sei  eine 
der  letzteren,  o'f  die  Abbildung  ihrer  Horizontalprojektion;  dann  hegt  senk- 
recht über  dem  Punkte  h,  in  welchem  o'f  die  Gerade  kl  trifil,  der  Punkt 
d  auf  of.     Folglich  ist  d  die  Abbildung  eines  Punktes  des  zweiten   Quer- 
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Schnittes.  Auf  gleiche  Weise  ergeben  sich  die  übrigen  Punkte.  Nähern 
sich  die  Abbildungen  der  Sehnen  der  zum  Horizont  senkrechten  Lage,  so 
bestimmt  man  die  Höhe  aus  einer  Seitenprojektion.  Dasselbe  ist  ebenfalls 
in  Fig.  88  angedeutet  und  bedarf  wohl  keiner  Erläuterung,  da  wir  schon 
mehrfach  Gebrauch  davon  gemacht  haben. 

Sind  nun  die  Abbildungen  einer  hinreichenden  Zahl  von  Querschnitten 
gezeichnet,  so  lassen  sich  hiemach  die  Lagerfiigen  mit  Hufe  der  wie  oben 
konstruierten  Punkte  angeben.  Für  alle  Punkte  des  Querschnittes  b  q  c  sind 
die  Tangenten  der  Lagerfugen  nach  dem  Hauptpunkte  gerichtet,  und  für 
die  Punkte,  welche  auf  anderen  Querschnitten  liegen,  kann  man  die  Flucht- 
punkte der  zugehörigen  Tangenten  leicht  aus  dem  Grundriss  bestimmen. 
Beim  Zeichpen  der  Stossfugen  (d.  h.  derjenigen  Fugen,  welche  senkrecht  zu 
den  Lageri'ugen  stehen),  können  wir  uns  nach  den  konstruierten  Quer- 
schnitten richten;  es  wird  genügen,  diese  zwischen  den  letzteren  nach  dem 
Augenmafse  zu  zeichnen.  An  der  rechten  Seite  werden  die  Lagerfugen  von 
dem  oben  in  der  Gewölbefläche  scheinbar  plötzUch  abbrechenden  Umriss  ein- 
gehüllt.    Man  s.  Fig.  89,  welche  die  ausgeführte  Abbildung  darstellt 

Das  Motiv  ist  der  Sömmeringbahn  entlehnt.  Diese  besitzt  Tunnels  oder 
Schutzgallerien  mit  seitlichen  Öffnungen,  welche  Ausblicke  ins  Freie  ge- 
statten. 

11)  Abbildung  eines  Korridors  und  Treppenhauses  (Fig.  90). 

Das  Motiv  ist  einer  Skizze  des  Verfassers  von  einem  Korridor  der  Tech- 
nischen Hochschule  zu  Karlsruhe  entnommen.  Die  Lage  des  Augenpunktes 
und  der  Bildfläche  ist  in  dem  in  kleinem  Mafsstabe  beigefügten  Grundriss 
(Fig.  90  a)  angedeutet.  Die  Bildfläche  steht  nicht  senkrecht  zur  Längen- 
richtung;  es  haben  deshalb  alle  nach  rückwärts  laufenden  Kanten,  auch  die- 
jenigen der  Treppenstufen,  welche  der  Längenrichtung  parallel  sind,  ihren 
Fluchtpunkt  F  links  vom  Hauptpunkt.  Durch  diese  Anordnung  wird  der 
Durchblick  auf  das  Treppenhaus  zu  grösserer  Entwickelung  gebracht.  Die 
Konstruktion  wird  allerdings  umständlicher  als  bei  gerader  Ansicht,  weil 
hauptsächlich  die  vielen  Fugen  des  Fussbodens,  sowie  die  Verbindungslinien 
der  Bogenanfänge,  welche  senkrecht  zur  Längenrichtung  stehen,  ihren  Flucht- 
punkt weit  ausserhalb  der  Zeichenfläche  haben.  Wollte  man  nun  diese  Linien 
nach  I,  28  konstruieren,  so  würde  eine  ausserordentUch  grosse  Zahl  von 
Hilfslinien  erforderlich  sein;  deshalb  kann  man  für  diesen  und  ähnliche 
Fälle  das  folgende  praktische  Näherungsverfahren  anwenden. 

Nachdem  die  äussersten  dieser  Linien,  nämlich  bc  und  ef,  durch  ge- 
naue Konstruktion  bestimmt  sind,  verlängert  man  diese  Geraden  bis  zu  den 
beiden  senkrechten  RandUnien  der  Zeichnung.  Trifft  nun  ef  in  m  und  n 
die  beiden  Randliuien,  so  teile  man  die  zwischen  ef  und  dem  Horizont  lie- 
genden Abschnitte  mp  und  nq  in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Teile;  dann  gehen 


f 
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die  Verbindungslinien  gleichvielster  Teilpunkte,  wie  z.  B.  11',  22'  u.  s.  t 
sämtlich  nach  dem  Fluchtpunkte  aller  zu  eif  parallelen  Geraden.  Ist  nun 
durch  irgend  einen  Punkt,  z.  B.  durch  s  eine  Gerade  nach  diesem  Flucht- 
punkte zu  ziehen,  so  wird  die  Richtung  derselben  durch  die  benachbarten 
Geraden  33'  und  44'  so  deutlich  bezeichnet,  dass  man  dieselbe  auch  mit 
hinreichender  Genauigkeit  nach  dem  Augenmafse  hinzufügen  kann.  Gleiches 
gilt  für  die  Fugen  auf  dem  Fussboden,  welche  nach  demselben  Fluchtpunkte 

gehen.  Dieselben  werden  auch  auf  diese 
Weise  bestimmt,  nachdem  man  zuvor 
ihre  Schnittpunkte  mit  cF  durch  eine  in 
Fig.  90  teilweise  angedeutete  perspekti- 
vische Teilung  ermittelt  hat. 

Nimmt  man  bei  unserer  Abbildung 
an,  der  Zeichner  habe  seinen  Standpunkt 
auf  dem  Fussboden  des  Korridors  gehabt, 
so  müsste  der  Horizont  in  Augenhöhe 
über  demselben  hegen.  Dies  ist  aber  in 
Fig.  90  keineswegs  der  Fall,  da  ein  Bhck 
auf  die  Lage  des  Hauptpunktes  in  der  im 
Hintergrunde  befindlichen  Thür  zeigt,  dass 
der  Horizont  erhebhch  hinabgerückt  ist. 
Indessen  vrird,  w^enn  Horizont  und  Haupt- 
punkt aus  der  Zeichnung  beseitigt  sind, 
dieser  Umstand  nicht  leicht  wahrgenom- 
men werden.  Das  Hinabrücken  des  Hori- 
zonts bei  Innenansichten  lässt  den  abge- 
bildeten Baum  höher  erscheinen,  vrie  man 
leicht  aus  dem  Vergleich  der  beiden  in 
Fig.  91  dargestellten  Abbildungen  des- 
selben Korridors  für  zwei  verschiedene  Horizonthöhen  ersieht. 

Man  wird  beim  Betrachten  der  ersteren  Abbildung  aus  der  grösseren 
Untersicht  des  Gewölbes  auf  eine  tiefere  Lage  des  Augenpunktes  schüessen, 
imd  da  man  die  letztere  unwillkürhch  mit  der  Höhe  der  menschlichen  Figur 
vergleicht,  so  beurteilt  man  auch  die  Höhe  des  dargestellten  Innenraunies 
nach  dieser.  Wenn  also  eine  menschliche  Figur  darzustellen  wäre,  welche 
z.  B.  ihren  Standpunkt  zwischen  den  beiden  vorderen  Wandpfeilem  hätte, 
so  würde  diese  für  die  in  Fig.  91  dargestellten  Fälle  sehr  verschiedene 
Grössen  haben  müssen.  Im  ersten  Falle  würde  hiemach  das  Gewölbe  etwa 
die  6  fache,  im  zweiten  Falle  aber  nur  die  ca.  2^  fache  Höhe  dieser  Figur 


zeigen. 


Im  übrigen  ist  auch  für  die  Abbildung  Fig.  90  die  Möglichkeit  einer 
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«0  niedrigen  Lage  des  Horizontes  nicht  ausgeschlossen.  Sie  entspricht  etwa 
der  Augenhöhe  des  Zeichners  beim  Sitzen  auf  einem  niedrigen  Stuhle. 

Betrachten  wir  femer  in  Fig.  90  a  (Grundriss)  die  Lage  der  Bildfläche 
und  des  Augenpunktes  in  Bezug  auf  die  links  hegende  Seiten  wand,  so  ist 
schon  hieraus  ersichtlich,  dass  die  letztere  in  der  perspektivischen  Abbildung 
starke  Verzerrungen  aufweisen  muss.  Dennoch  wirken  diese  nicht  so  auf- 
fällig, weil  das  Hauptinteresse  von  den  vier  Säulen  und  der  Durchsicht  auf 
das  Treppenhaus  in  Anspruch  genommen  wird. 

Innenansichten,  Strassenprospekte  u.  s.  w.  können  manchmal  an  den 
Rändern  starke  Verzerrungen  enthalten,  ohne  dass  dieselben  störend  wirken. 
Bei  den  Abbildungen  frei  stehender  Gebäude  machen  starke  Verzerrungen 
in  den  meisten  Fällen  einen  unangenehmen  Eindruck.    Nun  kann  man  aber, 


Flg.  91. 

wie  wir  bei  einem  folgenden  Beispiel  sehen  werden,  von  der  vollkommen 
exakten  perspektivischen  Darstellung  in  solchen  Fällen  abweichen,  wo  be- 
deutsame Teile  mehr  hervorzuheben,  oder  allzu  starke  Verzerrungen  zu  mil- 
dern sind,  wenn  der  begannene  Fehler  ohne  Nachmessen  gar  nicht  wahr- 
genommen werden  kann. 

12)  Abbildung  des  Inneren  einer  Kirchenruine  (Fig.  92). 

Die  vorliegende  Abbildung,  welche  nach  einer  Skizze  des  Verfassers 
vom  Jahre  1889  angefertigt  ist,  stellt  das  Innere  der  Ruine  der  St.  Katha- 
rinenkirche  zu  Wisby  auf  der  Insel  Gotland  dar.  Da  die  vorderen  acht- 
eckigen Pfeüer  dem  Augenpunkte  sehr  nahe  liegen,  so  müssten  die  Kapitale 
starke  Verzerrungen  erhalten.  Um  dies  zu  vermeiden,  ist  der  Fluchtpunkt 
für  die  parallel  mit  der  Längenrichtung  laufenden  Kanten  für  die  oberen 
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Teile  der  PMer  hinaufgerückt  nach  F,  während  für  die  Pfeilerbasen  der 
Fluchtpunkt  f  in  der  richtigen  Augenhöhe  (senkrecht  unter  F)  beibehalten 
ist.  Der  dadurch  begangene  Fehler  ist  namentlich,  nach  Beseitigung  aller 
Hilfslinien,  kaum  zu  bemerken  und  wird  dem  unbefangenen  Beschauer  nicht 


Flg.  92. 

leicht  auffallen.  Wir  schliessen  daraus,  dass  dies  Mittel  wohl  zulässig  ist. 
wenn  der  Zweck,  unschöne  Verzerrungen  zu  beseitigen,  dadurch  in  unauf- 
fälliger Weise  erreicht  werden  kann. 

13)  Abbildung  der  Eibbrücke  bei  Hamburg  (Fig.  93). 

Die  Abbildung  dieser  grossen  Brücke  ist  nicht  streng  aus  Grund-  und 
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Aufriss  konstruiert,  sondern  nach  der  Natur  gezeichnet  und  dann,  nament- 
lich in  den  vielfach  vorkommenden  Einteilungen  perapektivisch  berichtigt. 
Hierbei  ist  nun  von  IT,  24  Gebrauch  gemacht,  wonach  der  rechteckige  Grund- 
riss  durch  irgend  ein  Viereck  dargestellt  werden  kann,  dessen  gegenüber- 
hegende Seiten  sich  paarweise  auf  dem  Horizont  schneiden.  Diesen  Grund- 
riss,  dessen  Seitenverhältnisse  möglichst  genau  nach  dem  Augenmafse  ge- 
zeichnet sind,  bringt  man  ähnlich  wie  in  Fig.  85,  in  grösserer  Entfernung 
vom  Horizont  an  (in  Fig.  93  durch  ab  cd  oberhalb  des  Horizonts  angedeutet). 
Die  Einteilungen  sind,  wie  schon  früher  gezeigt,  unabhängig  von  der 
Lage  des  Hauptpunktes,  und  können,  da  es  sich  nur  um  horizontale  Linien 
handelt,  ausgeführt  werden,  sobald  der  Horizont  bekannt  ist.  Derselbe  fällt 
in  Fig.  93  mit  der  Brückenbahn  zusammen.  Der  rechts  liegende  Flucht- 
punkt f  der  Längenrichtung  ist  noch  zugänglich,  während  der  Fluchtpunkt 
der  zur  Breite  der  Brücke  parallelen  Geraden  links,  weit  ausserhalb  der 
Zeichenfläche,  liegt  Die  nach  diesem  Punkte  gehenden  Geraden  werden 
nach  dem  in  11)  angegebenen  Verfahren  bestimmt. 

Die  Bögen,  welche  bei  den  Trägem  vorkommen,  werden  mit  Hilfe  der 
Tangenten  in  den  Endpunkten,  und  in  den  höchsten  und  tiefsten  Punkten 
gezeichnet.  Die  Höhe  des  Schnittpunktes  der  Tangenten  eg  und  gh  ist 
nach  dem  Augenmafse  geschätzt  und  hiernach  die  Linie  fg  gezeichnet. 
Ferner  ist  die  perspektivische  Mitte  zwischen  e  und  h  bestimmt  und  durch 
dieselbe  die  Gerade  gk  senkrecht  zum  Horizont  gezogen  und  auf  dieser  der 
Scheitel  k  des  Bogens  festgelegt.  Die  Tangente  im  höchsten  Punkte  k  ist 
nach  dem  Fluchtpunkte  f  gerichtet.  Diese  Tangenten  reichen  hin,  um  den 
Bogen  ekh  mit  Sicherheit  zeichnen  zu  können. 

Die  Abbildungen  der  senkrechten,    gleich  weit    voneinander    entfernten 
Tragstangen  sind,  wie  aus  Fig.  93  ersichtlich,  durch  perspektivische  Teilung 
nach  dem  Früheren  bestimmt  worden. 
Meereshorizont. 

14)  Kommt  auf  einer  Abbildung  eine  Wasserfläche  vor,  so  ist  dieselbe 

als  eine  horizontale  Ebene  zu  betra<5hten,  deren 
Fluchthnie  der  Horizont  ist.  Von  der  Kugel- 
gestalt der  Erde  kann  hierbei  gänzüch  abge- 
sehen werden.  Es  können  demnach  die  Ab- 
bildungen von  Wasserflächen  niemals  über  den 
Horizont  hinausgehen,  und  streng  genommen, 
auch  bei  Abbildungen  der  Meere^äche  den 
Horizont  niclit  einmal  völhg  erreichen.  Die 
scheinbare  Grenzlinie  der  Meeresfläche,  der 
^^'  ^^'  sog.  Meereshorizont,  liegt  stets  unter  dem  per- 

spektivischen  Horizont;    die   Abweichung    beider    hängt  von  der  Höhe  des 
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Augenpunktes  A  über  der  Meeresfläche  ab.    Ist  die  letztere  gleich  h  (Fig.  94) 

lind  ziehen  wir  durch  den  Augenpunkt  A  die  Gerade  AD  senkrecht  zum 

Halbmesser  r,    legen  ferner  von  A  die  Tangente  AB  an  die  Erdkugel,    so 

heisst  der  Winkel  DAB  =  a  die  Depression  des  Meereshorizontes.     Ziehen 

wir  noch  den  Halbmesser  von  C  nach  dem  Berührungspunkte  B,  so  ist  auch 

/ACB=  /BAD  =  a  und  hieraus  ergiebt  sich 

r 
cos  a  = 


r  +  h' 

Der  Erdhalbmesser  ist  nun  ca.  6377350  m.  Hieraus  ergiebt  sich  leicht, 
dass  für  h=  100  m  die  Depression  a  des  Meereshorizontes  ca.  19' 10"  beträgt. 

Nimmt  man  den  Abstand  des  Augenpunktes  von  der  Bildfläche  gleich 
1  m  an,  so  liegt  hiemach  der  Meereshorizont  bei  so  grosser  Höhe  des  Augen- 
punktes nur  ca.  5^  mm  unter  dem  perspektivischen  Horizont. 

Für  h  =  10  m  ergiebt  sich  bei  denselben  Annahmen  die  Tiefe  des 
Meereshorizontes  unter  dem  perspektivischen  Horizont  gleich  1,5  mm. 

Aus  diesen  Zahlen  geht  deutlich  hervor,  dass  man  bei  allen  Abbildungen 
der  Meeresfläche,  den  Meereshorizont  mit  dem  perspektivischen  Horizont  ohne 
irgend  welchen  erhebKchen  Fehler  zusammenfallen  lassen  kann.  Fig.  95  ist 
eine  hierher  gehörige  Abbildung  nach  einer  Skizze  des  Verfassers.  Dieselbe 
stellt  einen  Teil  der  noch  erhaltenen  Ringmauer  der  alten  Hansastadt  Wisby 
auf  der  schwedischen  Insel  GoÜand  dar.  Der  Augenpunkt  lag  etwa  46  m 
über  dem  Ostseespiegel,  infolgedessen  reicht  auch  der  Horizont  (und  der  mit 
demselben  zusammenfallende  Meereshorizont)  fast  bis  zur  halben  Bildhöhe. 
Alle  horizontalen  Kanten  und  Fugen  an  den  Türmen  und  Mauern  haben 
ihre  Fluchtpunkte  auf  dem  Horizont.  Deshalb  werden  die  unterhalb  des- 
selben liegenden  Geraden  nach  dem  Hintergrunde  zu  aufwärts,  die  oberhalb 
Kegenden  scheinbar  abwärts,  gerichtet  sein.  Das  Terrain  ist  nach  dem  Hinter- 
gründe zu  fallend,  was  sich  namentlich  durch  den  Gegensatz  der  horizon- 
talen Kanten  und  Fugen,  wo  solche  auftreten,  bemerkbar  macht.  Dasselbe 
kann  man  auch  aus  den  oberen  Begrenzungsflächen  der  nahezu  gleich  hohen 
Türme  schliessen,  welche  weiter  nach  rückwärts  tiefer  unter  den  Meeres- 
honzont  sinken. 

Das  Fallen  des  Terrains  nach  dem  Hintergrunde  zu  wird  femer  noch 
durch  sog.  Überschneidungen,  wo  kleine  Bodenerhebungen  die  dahinter  lie- 
genden tieferen  Partien  teilweise  verdecken,  deutUch.  Man  sieht  z.  B.  in 
unserer  Abbildung  von  der  Landstrasse,  welche  durch  den  ersten  Turm  in 
che  Stadt  fuhrt,  rechts  nur  ein  kleines  Stückchen,  und  von  der  Thoröfl&iung 
nur  den  obersten  Teil  des  Spitzbogens.  Beide  werden  durch  eine  geringe 
Bodenerhebung  teilweise  verdeckt,  welche  aber  in  der  Zeichnung  die  Land- 
strasse tiefer  liegend  als  den  Vordergrund  der  Zeichnung  erscheinen  lässt. 

Durch  die  letzte  Reihe  von  Beispielen  vrird  dem  Studierenden  einleuch- 
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tend,  dasB  zur  Herstellaug  eioer  guten  Äbbildnog  keineeiregs  jede  Linie  kon- 
Btmiert  zu  werden  braucht  Wie  schon  m  B  7)  dieses  Abschnittes  ange- 
deutet ist    wird  man  die  e  gentliche  Konstnüttion   auf  die  grossen  Hanpt- 
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ummse  beschränken  ^  und  sie  ausserdem  nur  noch  da  anwenden  y  wo  man 
beim  Zeichnen  nach  dem  Augenmafse  leicht  erheblichen  Fehlem  ausgesetzt 
sein  würde.  Macht  die  fertige  Zeichnung  einen  guten  und  richtigen  Ein- 
druck, so  wird  der  Beschauer  jedenfalls  nicht  auf  den  Einfall  kommen, 
diesen  Eindruck  noch  durch  Nachmessen  mit  dem  Zirkel  erhöben  zu  wollen. 
Doch  ist  zu  dem  freien  Zeichnen  das  vollkommene  Verständnis  der  perspek- 
tivischen Gesetze  und  der  Hilfsmittel  zur  Konstruktion  erforderlich.  Erst 
wenn  man  diese  selbständig  zu  handhaben  weiss,  wird  man  auch  Einzel- 
heiten einer  grösseren  perspektivischen  Zeichnung  den  konstruierten  Haupt- 
unirissen  mit  Sicherheit  aus  freier  Hand  hinzufugen  können.  . 


V.  Abschnitt. 

Scbattenkonstruktion. 

1)  Als  natürliche  Lichtquelle  nehmen  wir  bei  der  Bestimmung  der 
Schlagschatten  die  Sonne  an.  Wegen  der  ungeheuren  Entfernung  derselben 
können  wir  alle  Lichtstrahlen  als  parallel  betrachten  (s.  IL  Teil,  Einleitung), 
wenn  auch  das  Sonnenbild  dem  Auge  keineswegs  als  Punkt  erscheint  Die 
äussersten  Strahlen,  welche  wir  vom  Augenpunkt  an  den  Sonnenrand  ziehen 
können,  bilden  noch  einen  Winkel  miteinander,  welcher  ungefähr  |  Grad 
(genauer  31' 16")  beträgt.  Wir  werden  indessen  hiervon  absehen,  und  den 
Einäuss  des  scheinbaren  Durchmessers  der  Sonne  auf  die  Schlagschatten 
später  kurz  in  Betracht  ziehen. 

Die  Konstruktion  der  Schlag-  und  Eigenschatten  ist  nach  den  schon 
im  n.  Teil  angegebenen  Grundsätzen  auszufuhren.  Wir  gebrauchen  dazu 
vor  allen  Dingen  die  Abbildungen  der  Lichtstrahlen. 

Wird  durch  die  Gerade  BE  (Fig.  96  a)  die  Richtung  eines  Strahles  und 
durch  CE  seine  gerade  Projektion  auf  der  Horizontalebene  angedeutet,  und 
zieht  man  nun  vom  Augenpunkte  Ai  die  Gerade  A^S  parallel  zu  BE,  so 
schneidet  dieselbe  die  Bildfläche  in  S,  dem  Fluchtpunkte  der  Lichtstrahlen. 

Nun  ist  AjS  auch  als  derjenige  Strahl  anzusehen,  welcher  vom  Augen- 
punkte nach  der  (unendlich  fernen)  Lichtquelle,  d.  h.  nach  dem  Mittelpunkte 
der  Sonne  geht,  folglich  bedeutet  S  die  Abbildung  dieses  Punktes.  Fällt 
man  von  S  das  Lot  Ss  auf  den  Horizont  HH',  so  ist  der  Fusspunkt  s  nach 
(I,  33)  der  Fluchtpunkt  der  Horizontalprojektionen  aller  Lichtstrahlen. 

Der  Schatten  E  eines  Punktes  B,  welcher  auf  die  Horizontalebene  fällt, 
liegt  im  Durchschnitt  des  durch  B  gehenden  Strahles  xmd  seiner  Horizontal- 
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Projektion.  Ist  die  Gerade  BC  senkrecht  zur  Horizontalebene,  so  fällt  ihr 
Schatten  mit  der  Horizontalprojektion  des  Lichtstr^es  zusammen  (s.  Ein- 
leitung 4,  n.  Teil). 

In  (ß)  ist  die  Konstruktion  perspektivisch  dargestellt.  Die  Strahlen- 
richtung ist  durch  den  Fluchtpunkt  S  (Abbildung  des  Sonnenmittelpunktes) 
gegeben,  s  ist  derjFluchtpunkt  der  Horizontalprojektionen  der  Strahlen.  Ist 
also  bc  die  Abbildung  der  in  (a)  angenommenen  Geraden  BC,  c  die  Ab- 
bildung ihres  Schnittpunktes  mit  der  Horizontalebene,  so  stellen  Sb  und  sc 

die  Abbildungen  des  durch  b 
gehenden  Strahles  und  seiner 
Horizontalprojektion  dar.  Folg- 
lich ist  der  Schnittpunkt  e  die 
Abbildung  des  Schattens  von  b. 
Der  Schatten  der  gegebenen 
Geraden  erscheint  in  (ß)  als 
die  Gerade  ce.  Ebenso  findet 
man  den  Schatten  einer  an- 
deren zur  Horizontalebene 
senkrechten  Geraden  f g  in  fk. 
Die  auf  die  Horizontalebene  fal- 
lenden Schatten  von  Geraden, 
welche  senkrecht  zu  derselben 
stehen,  sind  demnach  alle 
nach  s  gerichtet. 

In  Fig.  96  ist  die  Voraus- 
setzung gemacht,  dass  der 
Zeichner  von  A^  aus  die  Sonne 
vor  sich  hat,  ihre  Abbildung 
demnach  in  die  Bildfiäche 
nach  S  fällt.  Es  gelten  aber 
die  oben  gemachten  Bemer- 
kungen auch  für  den  Fall,  wenn  der  Zeichner  die  Sonne  hinter  sich  hat 
(Fig.  97). 

Der  durch  Ai  gehende  Parallelstrahl  schneidet  die  Bildfläche  dann 
wiederum  in  dem  Fluchtpunkte  L  der  Lichtstrahlen,  nur  ist  dieser  Punkt 
wohl  als  die  Gentralprojektion  des  Sonnenmittelpunktes,  aber  nicht  als  wirk- 
lich vorhandene  Abbildung  desselben  zu  betrachten.  Der  Fluchtpunkt  der 
Horizontalprojektionen  hegt  in  dem  Fusspunkte  1  des  Lotes  von  L  auf  den 
Horizont.  Bei  dieser  letzten  Annahme  liegt  der  Fluchtpunkt  L  stets  unter 
dem  Horizont.  Ist  in  (ß)  L  und  damit  auch  1  gegeben,  so  finden  wir  den 
Schatten  einer  zur  Horizontalebene  senkrechten  Geraden  bc  wie  vorhin.   Wir 


Flg.  96  a  a.  ß. 


Schattenkonstrnktion . 
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zeichnen  den  Strahl  bL  und  dessen  Horizontalprojektion  cl.  Der  Schnitt- 
punkt e  bezeichnet  den  Schatten  des  Punktes  b  und  ce  den  Schatten  der 
Geraden  bc.  Auf  gleiche 
Weise  findet  man  den  Schat- 
ten der  Geraden  f g  in  fk. 
Hiemach  lassen  sich  schon 
eine  Reihe  von  Schatten- 
konstruktionen ausfuhren^ 
da  wir  hier  auch  die  Kennt- 
nis derselben  für  die  Paral- 
lelprojektionen als  bekannt 
Toraussetzen  können. 

2)  Es  ist  die  Abbildung 
einer  auf  der  Horizontal- 
ebene liegenden  rechtwink- 
ligen Platte  und  diejenige 
eines  darauf  stehenden 
rechtwinkligen  Parallelepi- 
pedums  in  Frontstellung 
gegeben.  Man  soll  die  hier- 
bei vorkommenden  Schat- 
ten konstruieren,  wenn  die 
Abbildung  S  des  Sonnen- 
nuttelpunktes  in  die  Bild- 
fläche fällt  (Fig.  ^S). 

Durch  die  Senkrechte 
Ss  zum  Horizont  bestim- 
men wir  zuerst  den  Flucht- 
punkt s  der  Horizontalpro- 
jektionen der  Lichtstrahlen.  TriflFt  nun  die  Kante  bb^  verlängert  die  Hori- 
zontalebene in  g,  so  finden  wir  den  Schatten  der  Kante  in  gk,  der  Pro- 
jektion des  durch  b  gehenden  Strahles  Sk.  Die  Schatten  der  übrigen 
senkrechten  Kanten  sind  ebenso  zu  bestimmen,  dieselben  sind  sämtUch  nach 
s  gerichtet.  Da  die  Kante  ce  die  Abbildung  einer  zur  Horizontalebene  pa- 
rallelen Geraden  ist,  so  ist  ihr  Schatten  mn  parallel  zur  Kante.  Deshalb 
muss  mn  ebenso  wie  ce  nach  dem  Hauptpunkt  gerichtet  sein.  Durch  b^  und 
e^  gehen  noch  die  Schatten  der  Kanten  bbj  und  ee^,  welche  auf  der  oberen 
Fläche  der  Platte  liegen.  Diese  Schatten  sind,  als  Projektionen  der  durch 
b  und  e  gehenden  Strahlen  auf  eine  horizontale  Ebene,  nach  s  gerichtet 
Man  findet  auch  leicht  hieraus  diejenigen  Flächen,  welche  im  Eigenschatten 
liegen. 


Flg.  97  a  u.  ß. 
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3)  Die  Schlagschatten  und  Eigenschatten  bei  der  durch  perspektivische 
Abbildung  gegebenen  Pyramide  auf  quadratischer  Platte  zu  finden.  Die 
Sonne  habe  der  Zeichner  hinter  sich,  so  dass  der  Fluchtpunkt  L  der  Strahlen 
unter  dem  Horizont  liegt  (Fig.  99). 

Um  den  Schatten  eines  Eckpunktes  der  Pyramide,  z.  B.  e,  zu  ermitteln, 
bestimmt  man  zunächst  die  Horizontalprojektion  e^  desselben.  Ziehe  nun 
den  Strahl  eL  imd  zeichne  seine  Projektion  e^  1,  dann  ist  der  Schnittpunkt 
e'  dieser  beiden  der  Schatten  von  e.  In  gleicher  Weise  sind  die  Schatten 
aller  übrigen  Ecken  zu  finden.  Der  Schatten  einer  der  zur  Horizontalebene 
nicht  senkrechten  Kanten  der  Pyramide,  z.  B.  ep,  wird  dadurch  bestimmt, 
dass  man  ep  bis  zum  Schnittpunkt  r  mit  der  Horizontalebene  verlängert. 
Alsdami  ist  er  der  Schatten  dieser  Kante.  Man  kann  hier  auch  mit  Vor- 
teil das  im  U.  Teil  unter  II,  8  angegebene  Verfahren  anwenden,  um  den 
Teil  des  Schattens  der  Kante  ep  zu  finden,  welcher  noch  auf  die  obere 
Grundfläche  der  Platte  fällt.  Man  zieht  durch  den  Schnittpunkt  n'  der 
beiden  Schattengrenzen  k'n'  und  n'e'^  den  Strahl  Ln'  und  verlängert  den- 
selben bis  n,  dann  ist  pn  der  gesuchte  Schatten.  Der  Strahl  n'L  würde 
nämlich  die  beiden  schattenwerfenden  Kanten  ep  imd  kn  in  q  bez.  n  schnei- 
den müssen,  folglich  ist  n  auch  als  Schatten  von  q  zu  betrachten,  woraus 
sich  ergiebt,  dass  pn  der  Schatten  von  pq  ist 

4)  Konstruktion  des  auf  eine  vertikale  Wand  fallenden  Schattens  eines 
gotischen  Strebepfeilers  (Fig.  100). 

Die  Wandfläche  stehe  senkrecht  zur  Bildfläche  und  Horizontalebene, 
dann  geht  ihre  Fluchtlinie  F  durch  den  Hauptpunkt  A  und  letztere  steht 
senkrecht  zum  Horizont  (s.  II,  2).  s'^  sei  die  Projektion  des  Punktes  S  auf 
F,  dann  ist  s'  auch  der  Fluchtpunkt  der  Projektionen  der  Lichtstrahlen  auf 
der  Wandfläche.  Um  den  Schatten  des  Punktes  c  zu  bestimmen,  ziehen 
wir  den  Strahl  Sc,  projicieren  c  durch  die  zum  Horizont  parallele  Gerade 
cci  auf  die  Wandfläche  nach  Cj ;  dann  ist  s'cj  die  Projektion  des  Strahles 
Sc,  welcher  dieselbe  in  c',  dem  Schatten  des  Punktes  c,  trifft.  Auf  gleiche 
Weise  können  die  Schatten  aller  anderen  Ecken  bestimmt  werden.  Übrigens 
kann  man  auch,  wenn  c'  gefunden  ist,  die  Kante  bc  verlängern,  bis  sie  in 
t  die  Wand  trifft,  dann  erhält  man  die  Gerade  c't  als  Schatten  von  ct. 
Verlängern  vrir  ebenso  ce  bis  u,  so  ist  c'u  der  Schatten  von  cu.  Die 
Strahlen  Sb  und  Se  treffen  alsdann  c't  bez.  c'u  in  b'  bez.  e',  welches  nun 
die  Schatten  der  Punkte  b  und  e  sind,  u.  s.  f.  Die  sehr  einfache  Konstruk- 
tion, welche  in  Fig.  100  vollständig  angegeben  ist,  bedarf  hiemach  weiterer 
Erläuterungen  nicht. 

Die  Beispiele  Fig.  101  und  102  möge  der  Schüler  hiemach  zur  eignen 
Übung  benutzen. 
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5)  Dia  EonetniktioD  der  Schatten  von  Geraden,  welche  auf  beliebige 
Ebenen  iallen,  wollen  vir  an  einem  praktischen  Beispiel  erläutern.  Fig.  103 
stellt  die  perspektiTische  Abbildung  eines  Gebäudes  in  Übereckstellung  dar, 
welche  mit  Hilfe  eines  tiefer  liegenden  Grundrisses  konstruiert  ist.  Der 
letztere  kann  auch  fiir  die  auszuführende  Schattenkonstruktion  mit  Nutzen 
verwendet  weiden.  Von  Einzelheiten  ist  abgesehen  und  das  Gebäude  gleich- 
sam  nur  schematisch  dargestellt,  um  die  grösseren  Hauptumrisse  des  Schat- 
tens deutlich  konstruieren  zu  können.    Der  Fluchtpunkt  L   (in  unserer  Ab- 
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bildung  nicht  mehr  mit  angegeben)  der  Lichtstrahlen  hege  unter  dem  Hori- 
zont. Um  den  Schatten,  welchen  der  Eckpunkt  b  auf  die  Dachfläche  des 
andern  Flügels  wirft,  zu  finden,  legen  wir  durch  den  Strahl  bL  eine  Ebene 
M  senkrecht  zur  Horizontalebene  und  erweitem  M  bis  zu  der  tiefer  hegen- 
den horizontalen  Ebene  des  Grundrisses.  Die  letztere  wird  dann  in  der 
Projektion  BE  des  Strahles  bL  geschnitten.  Nun  trifft  BE  die  Projektionen 
der  Firstlinie  CF  und  der  Dachtraufe  GH  in  D  bez.  E.  Folglich  schneidet 
die  Ebene  M  die  Dachfläche  in  der  Linie  de,    deren  Horizontalprojektion 
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DE  ist.  de  wird  aber  von  dem  Strahle  bL  in  b',  dem  Schatten  des  Punktes 
b,  getroffen.  Da  femer  bc  die  Dachääche  cfgh  in  c  trifft,  so  ist  nun  cb' 
der  Schatten  der  Firstlinie  bc. 

Dies  ist  der  allgemein  zu  befolgende  Weg,  um  den  Schatten  zu  finden, 
welchen  ein  Punkt  auf  eine  gegebene  Ebene  wirft;  derselbe,  welcher  zur 
Lösung  der  Aufgabe  QU,  18  I.  Teil)  angegeben  ist.  Der  Schatten  des  Scbom- 
steins  u.  B.  f.  ist  in  gleicher  Weise  konstruiert 
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6)  In  Fig.  104  ist  ein  anderes  Beispiel  einer  SchattenkonstniktioD  dar- 
gestellt. Durch  einen  Thorbogen,  welcher  in  Frontetellung  gezeichnet  ist, 
blickt  man  in  einen  Hofraum.  Die  Schattenkonstruktion  fiir  den  Hinter- 
grund bietet  keine  weiteren  Schwierigkeiten,  dieselbe  ist  wie  die  bisherigen 
auszufuhren.  Nur  auf  die  Bestimmung  des  Schattens  bcd  haben  wir  noch 
näher  einzugehen.  Der  von  der  senkrechten  Kante  be  herrührende  Schatten 
bc  fällt  mit  der  Horizontalprojektion  des  durch  e  gehenden  Strahles  Se  zu- 
;  derselbe  ist  folglich  nach  s  gerichtet     In  c  erreicht  der  Schatten 
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die  senkrechte  Wandfläche  links  und  nimmt  auf  dieser  die  zur  Horizontal- 
ebene senkrechte  Richtung  ch  an.  Der  Endpunkt  h  des  Schattens  der  Ge- 
raden be  liegt  auf  dem  Strahle  Se.  Von  h  ab  beginnt  der  Schatten  des 
Halbkreises.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  k  des  Kreises  ziehen  wir  den 
Strahl  Sk  und  zeichnen  zugleich  dessen  Horizontalprojektion  sk',  welche  die 
gegenüberliegende  Wand  in  m  erreicht.  Die  Ebene,  welche  man  durch  den 
Strahl  Sk  und  seine  Projektion  sk'  legen  kann,  schneidet  die  Wandfläche 
in  der  zur  Horizontalebene  senkrechten  Geraden  mn,  welche  wiederum  von 
dem  Strahle  Sk  in  n  getroflFen  wird,  n  ist  folglich  der  Schatten  von  L 
In  dieser  Weise  sind  mehrere  Punkte  zu  bestimmen,  bis  der  Schatten  des 
Bogens  die  Seitenlinie  pq  erreicht,  welche  die  ebene  Wand  und  die  Ge- 
wölbfläche trennt.  Ist  nun  f  ein  anderer  Punkt  des  Bogens,  so  ziehen  wir 
wieder  den  Strahl  Sf  und  legen  durch  diesen  eine  Ebene,  welche  parallel 
zu  den  Seitenlinien  der  Gewölbfläche  ist.  Da  nun  A  der  Fluchtpunkt  der 
Seitenlinien,  S  der  Fluchtpunkt  der  Lichtstrahlen  ist,  so  folgt,  dass  die 
Fluchtlinie  dieser  Ebene  in  AS  liegt  (s.  H,  7).  Die  Durchschnittslinie  fg 
der  Hilfsebene  mit  der  Ebene  des  Kreisbogens  geht  durch  f ;  sie  ist  der  Spur 
und  folglich  auch  der  Fluchtlinie  parallel,  imd  sie  trifft  den  Bogen  noch 
einmal  und  zwar  in  g,  also  schneidet  jene  Ebene  die  Gewölbefläche  in  der 
Seitenlinie  dg.  Die  letztere  wird  wiederum  von  dem  Strahl  Sf  in  d  ge- 
troffen, folglich  ist  d  der  Schatten  von  f.  Hat  man  behebig  viele  solcher 
Punkte  konstruiert,  so  ergiebt  sich  daraus  die  ganze  Kurve,  deren  Endpunkt 
1  der  Berührungspunkt  der  zu  AS  parallelen  Tangente  des  Kreisbogens  ist. 
7)  Auf  Innenansichten  von  Kirchen,  Sälen  etc.  sind  die  durch  die  Fenster 
einfallenden  Schlaglichter,  d.  h.  die  Umrisse  derjenigen  Flächen  zu  kon- 
struieren, welche  direktes  SonnenUcht  empfangen.  Ein  solches  Beispiel  ist 
der  in  Fig.  105  dargestellte  Korridor  in  der  Gewerbeschule  zu  Hamburg.  Der- 
selbe ist  in  gerader  Ansicht  dargestellt  und  ausserdem  ist  die  Annahme  ge- 
macht, dass  die  Lichtstrahlen  parallel  zur  Bildfläche  einfallen.  Die  Abbil- 
dungen der  Strahlen  sind  dann  unter  sich,  und  die  ihrer  Horizontalprojek- 
tionen zur  Achse  parallel.  Die  Konstruktion  gestaltet  sich  demnach  sehr 
einfach.  Man  hat  z.  B.  durch  die  Ecken  a,  b,  c  und  d  der  Fensteröffiiiing 
die  Strahlen  in  der  gegebenen  Richtung  zu  ziehen  und  ihre  Schnittpunkte 
mit  dem  Fussboden  oder  der  gegenüberHegenden  Wand  zu  ermitteln.  Die 
erste  Fensteröfl&iung  ist  in  der  Abbildung  vollständig  (auch  die  Durchsicht) 
angegeben,  damit  man  erkennen  kann,  von  welchen  Punkten  und  Kanten 
die  Schatten  zu  bestimmen  sind.  Wir  ziehen  durch  a  den  Strahl  ag;  durch 
die  Horizontalprojektion  sl^  des  Punktes  a  die  Projektion  a^e  parallel  zur 
Achse.  Dann  liegt  der  Schatten  von  ad  in  a^e.  Der  Strahl  df  trifft  a^e 
in  f,  also  ist  f  der  Schatten  von  d.  Femer  erreicht  der  Schatten  der  Kante 
ad  die  gegenüberliegende  Wand  in   e,   und  geht  von   diesem  Punkte  aus 
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senkrecht  aufwärts  bis  nach  g,  wo  derselbe  von  dem  durch  a  gehenden  Licht- 
strahle getroffen  wird-  In  gleicher  Weise  werden  alle  übrigen  Punkte  gefunden. 
Eine  malerische  Wirkung  bringen  oft  die  in  der  Luft  schwebenden, 
durch  das  hereinfallende  Licht  erleuchteten  Staubteilchen  herYor.  Die  Um- 
risse der  so  scheinbar  helleren  Lufbchichten  findet  man   sehr  leicht.     Die- 


selben werden,  wie  aus  Fig.  105  hervorgeht,  durch  die  ausaersten  Strahlen, 
welche  die  Ecken  der  Fensteröffnungen  streifen,  begrenzt.  Die  Kreuzungen 
der  Fenstersprossen  ergeben  wiederum  dunklere  Streifen.  Schlagschatten 
und  Flüchen  im  Eigenschatten,  welche  hinter  solchen  erleuchteten  Luft- 
sciiichten  liegen,  erscheinen  wesentlich  heller,  als  an  anderen  Stellen. 
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8)  In  Fig.  106  ist  eine  ähnliche  Konstruktion  dargestellt  fiir  den  Fall, 
dass  die  Lichtstrahlen  nicht  parallel  zur  Bildääche  sind. 

9)  Beim  Auf-  oder  Untergang  steht  die  Sonne  am  Horizont  Nehmen 
wir  den  Mittelpunkt  der  Sonne,  also  den  Fluchtpunkt  der  Lichtstrahlen  im 
Horizont  selbst  an,  so  fallen  die  Strahlen  mit  ihren  Projektionen  zusammen. 
Alle  Schatten,  welche  auf  horizontale  Ebenen  fallen,  werden  alsdann  unend- 
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lieh  lang.  Allerdings  werden  diese  Ebenen  seihst  nur  noch  schwach  von 
dem  über  dem  Horizont  hervorragenden  Teile  der  Sonnenscheihe  erleuchtet, 
so  dass  diese  Schatten  kaum  sichtbar  werden,  allein  fast  dasselbe  tritt  schon 
ein,  wenn  die  Sonne  sich  dem  Horizonte  ganz  nahe  befindet.  In  Fig.  107 
ist  ein  solcher  Fall  dargestellt.     Die  Schattenkonstniktion   ist  äusserst  ein- 
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fach  and  aus  der  Figur  leicht  zu  ersehen.  Bemerkenswert  ist  noch,  daee 
die  Grenzen  des  Schattens  der  rechts  in  unserer  Zeichnung  angegebenen 
Pyramide  nach  S  gerichtet  sind.    Die  Lichtstrahlenebenen,  welche  die  beiden 


ng.  loj. 


äoasersten  Kanten  derselben  streifen,  schneiden  die  Horizontalehene  in  zwei 
Geraden,  welche  S  zum  gemeinschaftlichen  Fluchtpunkte  haben.  Leicht 
sieht  man  hieraus,  dass  der  Schatten  irgend  eines  andern  über  derselben 
Grundfläche  stehenden  Körpers  in  diesem  besonderen  Falle  ganz  derselbe 
ist.  Denn  die  über  der  Horizontalebene  liegenden  Punkte  können  keinen 
Einfluss  mehr  auf  die  Gestalt  des  Schattens  haben,  weil  die  Schatten  der- 
selben ins  Unendliche  fallen. 

10)  In  Fig.  108  ist  noch  eiii  Beispiel  der  Schattenkonstruktion  bei  künst- 
licher Beleuchtung  angegeben.  L  sei  die  Lichtquelle,  1  die  auf  der  Horizontal- 
ebene  liegende  Projektion  tou  L.  Der  Schatten  eines  Eckpunktes  a  wird  ge- 
fimden,  wenn  man  den  Strahl  La  und  seine  Horizontalprojektion  la,  zeichnet. 
Die  letztere  wird  von  La  in  dem  Schatten  a'  des  Punktes  a  getroffen. 

Ist  I'  die  Projektion  von  L  auf  eiiie  Seitenwand,  so  findet  man  den  Schatten 
eines  Punktes  b  auf  dieser  ebenfalls  als  Schnittpunkt  des  Strahles  Lb  und 
seiner  Projektion  l'bi.  Überhaupt  sind  die  sämtlichen  Konstruktionen  in 
diesem  Falle  so  einfach,  dass  man  dieselben  leicht  aus  Fig.  108  erkennen  kann. 

11)  Abweichungen  in  den  Umrissen  der  Schlagschatten  mit  Berücksich- 
tigung des  scheinbaren  Durchmessers  der  Sonnenscheibe  (Fig.  109). 


V.  Abschnitt 


Der  Gcheinbaie  Durchmesser  der  Sonne,  d.  h.  der  Winkel,  unter  wel- 
chem derselbe  dem  Auge  erscheint,  ist  ca.  31  Minuten  16  Sekunden.    Be- 


Flg.  109. 

trägt  die  Entfernung  des  Auges  von  der  Bildfläche  1  m,  so  würde  hiernach 
die  Sonnenscheibe    durch  einen  Kreis  von   9  mm  Durchmesser    dargestellt 
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werden  müssen.  Für  andere  Entfernungen  des  Augenpunktes  von  der  Bild- 
fläche  ist  dieser  Durchmesser  proportioniert  dem  Abstände  zu  nehmen,  z.  B. 
für  2  m  Entfernung  würde  die  Sonnenscheibe  als  Kreis  von  18  mm  Durch- 
messer zu  zeichnen  sein  u.  s.  f.  Streng  genommen,  gilt  dies  nur,  wenn  die 
Abbildung  des  Sonnenmittelpunktes  in  den  Hauptpunkt  fällt,  es  wird  jedoch 
bei  anderen  Lagen  die  Sonnenscheibe  ohne  merkUchen  Fehler  ebenüalls  kreis- 
förmig gezeichnet  werden  können.  In  den  weitaus  meisten  Fällen  wird  man 
Abbildungen  der  Sonue  nur  für  einen  niedrigen  Stand  derselben  auf  Ge- 
mälden antreffen,  für  welche  die  vorhin  gemachte  Bemerkung  noch  zutref- 
fender ist 

Es  sei  nun  der  Schatten  eines  auf  d^r  Horizontalebene  stehenden  recht- 
winkligen Parallelepipedums  zu  konstruieren.  S  sei  die  Abbildung  der  Sonnen- 
scheibe, welche  etwas  zu  gross  angenommen  ist,  um  die  nötigen  Hil&linien 
deutlich  hervortreten  zu  lassen.  Wir  projicieren  den  horizontalen  Durch- 
messer auf  den  Horizont  und  ziehen  durch  die  Endpunkte  der  Projektion 
sV  die  Geraden  s'a,  s'c  und  s"a,  s"c.  Die  letzteren  sind  die  Projektionen 
der  äussersten  Strahlen,  welche  vom  Sonnenrand  ausgehend,  die  senkrechten 
Kanten  ab  und  cd  streifen.  Alle  Strahlen,  welche  durch  den  höchsten  Punkt 
des  Sonnenrandes  gehen  und  bf  treffen,  schneiden  die  Horizontalebene  in 
der  Geraden  gi,  welche  parallel  zu  bf  ist;  von  den  die  Kante  df  streifen- 
den Strahlen  rührt  die  Schattengrenze  gk  her,  so  dass  nun  aigkc  derjenige 
Teil  der  Horizontalebene  ist,  welcher  von  keinem  Strahl  getroffen  werden 
kann.  Man  nennt  diesen  den  Kemschatten  des  Parallelepipedums.  Femer 
schneiden  die  Strahlen,  welche  vom  untersten  Punkte  des  Sonnenrandes  aus- 
gehend die  Kanten  bf  und  df  streifen,  in  i'g'  und  g'k'  die  Horizontalebene. 
Der  Raum  zwischen  dem  Kemschatten  und  dem  Linienzug  ai'g'k'c  wird 
noch  von  einem  Teile  der  Sonnenstrahlen  getroffen  und  ist  deshalb  etwas 
dunkler  als  der  ausserhalb  desselben  in  voller  Beleuchtung  hegende  Teil 
der  Horizontalebene.  Nach  dem  äusseren  Bande  zu  wird  dieser  sog.  Halb- 
schatten heller,  weil  in  grösserer  Nähe  desselben  mehr  Strahlen  auffallen, 
als  nahe  bei  der  Grenze  des  Kemschattens. 

Man  sieht  leicht,  dass  in  der  Nähe  der  Punkte  a  und  c  der  Halbschat- 
ten sehr  schmal  wird  und  erst  in  grösserer  Entfernung  eine  merkliche  Breite 
erreicht  Femer  ninmit  die  Helligkeit  des  Halbschattens  nach  den  Aussen- 
rändem  sehr  rasch  zu,  so  dass  die  äussere  Grenze  des  letzteren  überhaupt 
nicht  mehr  wahrnehmbar  ist.  Ebensowenig  wird  man  aus  einiger  Entfer- 
nung noch  Spuren  des  Halbschattens  bemerken.  Der  Schlagschatten  zeigt 
alsdann  die  scharfen  Umrisse  des  Kernschattens,  und  wir  können  in  allen 
solchen  Fällen  die  frühere  Konstruktion  gelten  lassen.  Nur  bei  Abbildungen 
in  grossem  Mafsstabe  und  hier  auch  nur  bei  den  ganz  im  Vordergrunde 
hegenden   Partieen    dürfte   zuweilen   Rücksicht   auf   den  Halbschatten    ge- 
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nommen  werden,  für  welchen  dann  die  oben  angegebene  Konstruktion  völlig 
genügt. 

Spiegelbilder. 

12)  Durch  Reflexion  (Zurückwerfiing)  der  Lichtstrahlen,  welche  auf 
Wasserflächen  oder  andere  spiegelnde  Flächen  fallen,  entstehen  sogenannte 
Spiegelbilder.  Dieselben  treten  häufig  in  perspektivischen  Darstellungen  auf 
und  müssen  deshalb  auch  hier  berücksichtigt  werden. 

Die  Konstruktion  der  Spiegelbilder  ist  sehr  einfach.  Besonders  gilt  dies 
von  denjenigen,  welche  von  der  Oberfläche  des  Wassera  herrühren,  weil  in 
diesem  Falle  die  spiegelnde  Fläche  stets  horizontal  ist.  Da  nun  die  letzteren 
am  häufigsten  Gegenstand  der  perspektivischen  Darstellung  sind,  so  wollen 
wir  die  Konstruktion  an  einem  grösseren  Beispiel  ausführUcher  betrachten. 
Zuvor  bemerken  wir  folgendes: 

Ist  a  (Fig.  110)  ein  beliebiger  Punkt,  die  Horizontalebene  eine  spie- 
gebide  Fläche,  A^  der  Augenpunkt,  ac  der  auffallende  und  cA^    der  nach 

Aj  zurückgeworfene  Strahl, 
so  liegen  ac  und  cA^  be- 
kanntlich in  einer  Ebene, 
welche  senkrecht  zur  Hori- 
zontalebene steht.  Ferner 
bilden  dieselben  gleiche 
Winkel  mit  der  Horizon- 
talspur bc  dieser  Ebene. 
Esistalso  /acb=  /  Ajcd. 
Verlängern  wir  nun  das 
von  a  auf  die  Horizontal- 
ebene gefällte  Lot,  bis  das- 
selbe von  AjC  in  a^  ge- 
troffen wird,  so  ist 

^abc^  /\a,bc, 
(bc— bc,  /  abc—  [_  aibc=R, 
^  acb=  /  AiCd=  /  a^cb). 
Folglich  ist  auch  a^  b  =  ab. 
Der  Strahl  cA^  hat  des- 
halb eine  solche  Richtung^ 
als  käme  er  von  dem  Punkte 
welcher  mit  a  auf  der- 
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selben  Senkrechten  zur  Ho- 
rizontalebene, und  ebenso  tief  unter  dem  Wasserspiegel  liegt,  als  jener 
darüber.     Der  Durchschnitt  ag'  des  Strahles  a^Ai    mit   der  Bildfläche  ist 
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nim  die  Abbildung  des  Spiegelbildes  von  a.  Die  Abbildung  der  Geraden 
asj,  Dämlich  a'a,'  steht  nach  (Einleitung  4,  a)  senkrecht  zur  Achse  und 
die  Abbildungen  der  beiden  Strecken  ab  und  a,b,  also  aV  und  a,'b'  sind 
ebenfalls  unter  sich  gleich. 

Ist  also  Bj'  (Fig.  llOß)  die  Abbildung  eines  beUebigen  Punktes  a,  so 
erhält  man  die  Abbildung  des  von  der  Horizontalebene  als  spiegelnde  Fläche 
hervorgerufenen  Spiegelbildes,  indem  man  das  von  a  auf  die  Horizontalebene 
gefällte  Lot  ab  abbildet  und  diese  Abbildung  a,'b'  uai  sich  selbst  nach  unten 
verlängert.     Der  Endpunkt  a,'  ist  die  Abbildung  des  Spiegelbildes  von  a. 

Hiernach  können  wir  in  einfachster  Weise  das  Spiegelbild  des  in  Fig.  111 
dargestellten  Brückenbogens  und  Umgebung  konstruieren.     Von  einem  be- 
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liebigen  Punkte  b  des  vorderen  Kreises  lallen  wir  ein  Lot  auf  die  Oberfläche 
des  Wassers.  Der  Fusspunkt  e  liegt  auf  ak.  Tragen  wir  auf  der  Verlän- 
gerung von  be  die  Strecke  eb'  =  be  ab,  so  ist  b'  die  Abbildung  des  Spiegel- 
bildes von  b.  Es  ergiebt  sich  leicht  hieraus,  dass  bei  der  in  Fig.  111  ge- 
wählten Frontansicht  das  Spiegelbild  der  vorderen  Begrenzung  der  Brücken- 
öffioiung,  sowie  das  der  ganzen  Frontfläche  eine  der  letzteren  kongruente 
Figur,  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Gerade  ak  sein  muss.  Ebenso 
erscheinen  die  hintere  Begrenzung  der  Brückenöffnung  und  ihr  Spiegelbild 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Linie  pq.  Leicht  sind  die  hiemach  auch  Spiegel- 
bilder der  Treppen  und  Geländer  u.  s.  w.  zu  bestimmen. 

Es  ist  jetzt  noch  die  Konstruktion  der  Schatten  und  deren  Spiegelbilder 
zu  erörtern.  L  sei  der  Fluchtpunkt  der  Lichtstrahlen  und  1  derjenige  ihrer 
Horizontalprojektionen.  Dann  ziehen  wir  durch  irgend  einen  Punkt  f  des 
vorderen  Kreises  den  Strahl  fL  und  zeichnen  dessen  Projektion  f2l  auf  der 
Wasserfläche.  Die  letztere  wird  von  fL  in  dem  Schatten  g  des  Punktes  f 
geschnitten.  Auf  diese  Weise  können  wir  beUebig  viele  Punkte  des  Schat- 
tens ko  bestimmen.  Die  Fortsetzung  des  Schattens  geht  nun  auf  die  Ge- 
wölbfläche über.  Dieser  wird  ähnUch  wie  in  (6)  bestimmt.  Soll  z.  B.  der 
Schatten  des  Punktes  c  gefunden  werden,  so  legen  wir  durch  die  Seiten- 
ünie  cd  und  den  Strahl  cL  eine  Ebene,  deren  Fluchtlinie  mithin  AL  ist. 
Diese  Ebene  schneidet  die  mit  der  Bildfläche  parallele  Frontebene  in  einer 
durch  c  gehenden  Geraden  bc,  welche  der  •  Fluchtlinie  AL  parallel  ist.  Da 
die  angenommene  Hilfsebene  durch  cd  geht,  so  schneidet  sie  die  Gewölb- 
fläche in  einer  zweiten  SeitenHnie  bm,  welche  von  dem  Strahl  cL  in  c  ge- 
troffen wird,  c'  ist  dann  der  Schatten  von  c.  Durch  Parallelvei-schiebung 
der  Hilfeebene  können  wir  beUebig  viele  Punkte  des  auf  die  Gewölbfläche 
fallenden  Schattens  bestimmen.  Der  Punkt  h,  in  welchem  der  Schatten  den 
vorderen  Kreis  erreicht,  ist  der  Berührungspunkt  der  zu  AL  parallelen  Tan- 
gente des  Kreises.  Übertragen  wir  noch  die  Punkte,  in  welchen  die  Kurve 
oh  die  einzelnen  Fugen  schneidet  durch  Senkrechten  zur  Wasserfläche  auf 
die  Spiegelbilder  der  letzteren,  so  erhalten  wir  leicht  das  Spiegelbild  oh' 
von  oh. 

Diejenigen  Strahlen,  welche  die  Wasserfläche  vor  der  Kurve  ko  treffen, 
werden  zurückgeworfen  und  erleuchten  dadurch  einen  Teil  der  im  Schatten 
befindlichen  Gewölbfläche.  Die  hintere  Grenze  dieses  erleuchteten  Raumes 
rührt  von  denjenigen  Strahlen  her,  welche  die  Wasserfläche  längs  der  Kurve 
ko  treffen.  Wir  haben  also  die  Durchschnitte  der  an  der  Kurve  ko  zurück- 
geworfenen Strahlen  mit  der  Gewölbfläche  zu  bestimmen. 

Es  sei  ab  (Fig.  112)  ein  auf  die  Horizontalebene  fallender  und  nach 
bc  zurückgeworfener  Strahl,  dann  liegen  die  Horizontalprojektionen  beider 
in  einer  Geraden  de,  und  es  ist  /  abd=  /  cbe.    Ziehen  wir  vom  Augen- 
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punkt  Aj  aus  die  Geradeu  A^L  und  A^R  parallel  zu  ab  bez.  bc,  so  treffen 
diese  die  Bildiläche  in  den  Fluchtpunkten  L  und  R  der  direkten  und  der 
zurückgeworfenen  Strahlen.  Da  die  durch  LAj  und  RA^  gelegte  Ebene 
senkrecht  zur  Horizontalebene  steht.«  so  ist  auch  ihre  Schnittlinie  RL  mit 
der  Bildfläche  senkrecht  zum 
Horizont.  Ziehen  wir  noch 
AJ  parallel  zu  der  Projektion 
de,  so  ist  /RAil=/cbe, 
/LAil=/abd,  folglich  auch 
/  RAil= /  LAjl,  woraus  man 
leicht  findet,  dass  auch  Rl  =L1 
ist.  Der  Fluchtpunkt  der  von 
der  Horizontalebene  zurück- 
geworfenen Strahlen  liegt  hier- 
nach ebenso  hoch  über  dem 
Horizont,  wie  der  Fluchtpimkt 
der  auffallenden  Strahlen  unter 
demselben. 

In  Fig.  111  sei  nun  R  der  Fluchtpunkt  der  von  der  Wasserfläche  zurück- 
geworfenen Strahlen;  R1  =  L1.  Trifft  demnach  der  Strahl  fg  die  Wasser- 
fläche in  g,  so  ist  gR  der  zurückgeworfene  Strahl,  dessen  Durchschnitt  mit 
der  Gewölbfläche  bestimmt  werden  muss.  Weil  aber  die  Lage  des  Strahls 
gR  derart  ist,  als  käme  derselbe  von  dem  Spiegelbilde  f|  des  Punktes  f,  so 
können  wir  annehmen,  dieser  Punkt  f^  oder  auch  das  ganze  in  der  Spiege- 
lung erscheinende  Gewölbe  sei  wirklich  unter  dem  Wasser  vorhanden  und 
der  Strahl  gR  komme  von  fj.  Legen  wir  jetzt  durch  fjR  und  die  Seiten- 
linie f|A  eine  Ebene,  so  ist  deren  Fluchtlinie  AR.  Diese  Ebene  schneidet 
die  Frontfläche  in  der  zu  AR  parallelen  Geraden  if^  und  die  Gewölbfläche 
ausser  in  f^A  noch  in  der  Seitenlinie  iA.  Die  letztere  wird  von  dem  Strahl 
fjR  in  p'  getroffen,  welcher  Punkt  nun  der  gesuchten  Kurve  on  angehört. 
Diese  Konstruktion  setzt  man  fort  bis  zu  dem  Endpunkt  n,  welcher  der  Be- 
rührungspunkt der  zu  AR  parallelen  Tangente  des  Kreises  ist.  Auch  von 
dieser  Kurve  ist  das  Spiegelbild  zu  zeichnen. 

Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  der  obere  Teil  der  Kurve  on  von  dem 
Punkte  an,  in  welchem  der  bei  k  zurückgeworfene  Strahl  die  Gewölbfläche 
trifft,  von  denjenigen  Strahlen  herrühren,  welche  zuerst  die  Wasserfläche 
treffen  und  nach  der  Zurückwer&ng  den  Rand  des  Gewölbes  zwischen  k 
und  n  streifen.  Wir  können  deshalb  von  k  ab  die  zurückgeworfenen  Strahlen 
unmittelbar  durch  die  Punkte  des  Randes  kn  nach  R  ziehen  und  ihre  Durch- 
schnitte mit  der  Gewölbfläche  wie  oben  bestimmen. 

Links  vom  Gewölbe  ragt  aus  der  Frontfläche  ein  Stein  B  hervor,  wel- 
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eher  die  Gestalt  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedums  hat  Der  leicht  zu 
konstruierende  Schatten  desselben,  welcher  auf  die  Wasserfläche  fällt,  sei 
xyz.  Innerhalb  dieses  Schlagschattens  werden  keine  direkten  Lichtstrahlen 
zurückgeworfen,  weshalb  sich  das  Fehlen  dieser  Strahlen  durch  den  Schatten 
x'y'z'  auf  der  Gewölbfläche  bemerkbar  macht.  Es  entsteht  aber  noch  ein 
zweiter,  ebenfalls  von  B  herrührender  Schatten  uvw  auf  der  Gewölbfläche; 
es  werden  nämlich  diejenigen  Strahlen,  welche  nach  der  Zurückwerfiing  auf 
B  treffen,  verhindert,  die  Gewölbfläche  zu  erleuchten.  Alle  Strahlen,  welche 
zur  Konstruktion  dieser  beiden  Schatten  erforderlich  sind,  gehen  nach  R. 
Ihre  Durchschnitte  mit  der  Gewölbfläche  werden  ähnlich  wie  oben  bestimmt 
Diese  und  ähnliche  Erscheinungen  kann  man  bei  stillstehendem  Wasser 
sehr  schön  wahrnehmen,  doch  werden  sie  dem  nicht  sehr  aufmerksamen 
Beobachter  in  der  Regel  entgehen.  Es  ist  deshalb  für  den  Zeichner  nütz- 
lich, einen  solchen  Fall  gründlich  zu  studieren;  er  wird  dadurch  zu  grösserer 
Aufmerksamkeit  beim  Beobachten  derartiger  Erscheinungen  angeregt,  die  er 
auch  viel  leichter  wahrnimmt,  wenn  ihm  die  Ursachen  derselben  bekannt  sind. 
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Yogelperspektlve.    Panoramen.    Stereoskopische  Bilder. 

1)  Mit  dem  Namen  „Vogelperspektive"  bezeichnet  man  Abbildungen 
grösserer  Länderstrecken,  ganzer  Städte  u.  s.  w.,  wenn  der  Augenpunkt  in 
bedeutender  Höhe  über  dem  abzubildenden  Terrain  angenommen  wird.  Für 
die  Herstellung  solcher  Abbildungen  gelten  selbstverständlich  alle  bisher  ent- 
wickelten Gesetze,  aber  eine  wirkUche  Ausfuhrung  der  Konstruktion,  z.  B. 
eines  Städtebildes  aus  der  Vogelschau,  würde  so  weitläufig  sein,  dass  sie 
praktisch  nicht  mehr  ausfuhrbar  wäre.  In  solchen  Fällen  bedienen  wir  uns 
mit  Vorteil  eines  Näherungsver&threns,  welches  wir  an  folgendem  Beispiel 
erläutern  wollen. 

In  Fig.  113  ist  der  Grundriss  des  hamburgischen  Stadtteiles  St.  Georg 
angegeben.  Wir  denken  uns  denselben  in  der  Horizontalebene  hegend  und 
konstruieren  nun  seine  perspektivische  Abbildung.  Hierzu  dient  ein  Quadrat- 
netz, welches  in  den  Grundriss  eingezeichnet  wird.  Die  Abbildung  dieses 
Netzes  wird  nach  I,  9  bestimmt  (s.  Fig.  114).  Mit  Hilfe  des  letzteren 
kann  man  nun  den  gegebenen  Grundriss  nach  dem  Augenmafs  mit  hinläng- 
licher Genauigkeit  perspektivisch  abzeichnen  und  hierauf  die  einzelnen  Ge- 
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bäude  u.  s.  w.,  welche  in  solchen  Ansichten  stets  klein  erscheinen,  nach  auf- 
genommenen Skizzen  ebenfalls  nach  dem  Augenmafs  eintragen.  Selbstver- 
ständlich  ist  besondere  Sorgfalt  auf  die  im  Vordergrund  liegenden,  deshalb 
grösser  erscheinenden  Gegenstände,  sowie  auf  dem  Beschauer  zugewendeten 
Hausfronten  und  auf  hervorragende  Baulichkeiten  zu  verwenden.  Die  senk- 
rechten Höhen  der  Gebäude,  Türme  u.  s.  w.  mag  man  stets  etwas  grösser 
nehmen,  damit  die  Ansicht  weniger  gedrückt  erscheint.    Geringe  Erhebungen 
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des  Terrains  werden  aus  grösseren  Höhen  kaum  wahrgenommen,  weshalb 
man  bei  den  Städtebildem  diese  meistens  vernachlässigen  kann. 

In  Fig.  114  sind  einige  kleine  Partien  angedeutet,  z.  B.  die  im  Vorder- 
grunde liegende  Gewerbeschule  imd  die  zunächst  sich  anschliessenden  Strassen- 
eingänge. 

Für  den  geübteren  Zeichner,  welcher  bereits  mit  den  perspektivischen 
Gesetzen  vertraut  ist,  werden  diese  Andeutungen  genügen. 

Noch  mag  bemerkt  werden,  dass  ein  auf  der  Horizontalebene  hegendes 
Quadratnetz  häuJBg  mit  Vorteil  zur  Herstellung  perspektivischer  Abbildungen 
benutzt  werden  kann,  namentlich  wenn  viele  Gegenstände,  welche  zerstreut 
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auf  der  Horizontalebene  liegen,  abgebildet  werden  sollen.  Der  Gebrauch 
eines  solchen  Netzes  ist  nach  den  oben  gegebenen  Andeutungen  ohne  wei- 
teres klar. 


Fig.  114. 

Die  Panoramen. 

2)  Die  in  den  letzten  Jahren  in  vielen  grossen  Städten  aufgestellten 
Panoramen  sind  Abbildungen  auf  einer  Cylinderfläche,  wenn  der  Augenpunkt 
in  der  Achse  derselben  angenommen  wird.  Auch  bei  diesen  müssen  ein  Punkt 
und  dessen  Abbildung  wie  früher  auf  demselben  Sehstrahle  liegen,  und  es 
ist  deshalb  leicht,  sich  die  Entstehungsweise  einer  derartigen  Abbildung  zu 
vergegenwärtigen. 

Der  Kreis  K  (Fig.  116)  stelle  die  Horizontalprojektion  der  Bildfläche 
dar;  A^  und  A,  seien  Horizontal-  und  Vertikalprojektion  des  Augenpunktes 
und  Gl,  Gg  Grundriss  und  Aufiiss  eines  Gebäudes,  welches  auf  der  Cylinder- 
fläche abzubilden  ist.  Seitenlinien  und  Achse  der  Bildfläche  stehen  senk- 
recht zur  Horizontalebene.  Die  Abbildung  einer  Geraden,  welche  der  Achse 
des  Cylinders  parallel  ist,  fällt  in  eine  Seitenlinie.  Es  genügt  hier,  wenn 
wir  die  Abbildung  irgend  einer  Geraden,  z.  B.  (aib^,  a^b^)  etwas  näher  be- 
trachten. 

Wir  ziehen  von  den  Endpunkten  dieser  Geraden  die  Strahlen  (a^Ai, 
agAj)  und  (bjA,,  bjA^)  nach  dem  Augenpunkte  und  bestimmen  die  Schnitt- 
punkte (a^',  a^O  und  (b/,  bgO  mit  der  Cylinderfläche.  Diese  sind  die  Ab- 
bildungen jener  Endpunkte.  Auf  gleiche  Weise  werden  die  Abbildungen 
anderer  Punkte  der  Geraden  gefunden.  Um  nun  auf  der  ebenen  2^ichen- 
fläche  das  Bild  konstruieren  zu  können,  zeichnen  wir  die  Abwickelung  der 
CyUnderfläche,  s.  (a),  in  welcher  A'B'  gleich  der  wahren  Länge  des  Bogens 
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a/b/  zu  machen  ist.     In  A'  und  B'  errichten  wir  Senkrechten  zu  A'B'  und 
tragen  auf  diesen  die  Höhen  der  Punkte  a,'  und  b,"  über  der  Achse  OX 
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ab,  wodurch  sich  die  Abbildungen  jener  Endpunkte  in  a,"  und  \"  ergeben. 
Ebenso  bestimmen  wir  die  Abbildungen  aller  anderen  Punkte.    Wird  nun 
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die  Figur  a  wieder  nach  der  Form  des  Cylindermantels.  gebogen  und  aus 
dem  Punkte  (Ai,  Ag)  der  Achse  desselben  betraehtet,  so  wird  sie  den  rich- 
tigen Eindruck  auf  den  Beschauer  machen. 

Man  sieht  hieraus  leicht,  dass  die  Abbildung  einer  beliebigen  Geraden, 
als  Schnitt  der  Sehstrahlenebene  mit  der  Cylinderfläche,  eine  Ellipse  sein 
muss.  Da  bei  einem  Panorama  als  Rundgemälde  der  Kopf  beliebig  gedreht 
werden  darf,  so  können  wir  auch  durch  den  Augenpunkt  einen  Strahl  ziehen, 
welcher  parallel  zu  der  Geraden  (a^bt ,  agb,)  ist.  Dieser  Strahl  trifft  die 
Cylinderfläche  in  den  beiden  Punkten  f^  und  f,,  welche  wir  als  die  Abbil- 
dungen zweier  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  aufzufassen  haben. 
(Im  Grundriss  der  Fig.  115  ist  nur  f^  angegeben.)  Es  ist  nun  ohne  wei- 
teres einleuchtend,  dass  die  Abbildungen  der  unendlich  fernen  Punkte  aller 

zu  (a^bi,  a^bj)  parallelen  Ge- 
raden wieder  mit  f^  und  f, 
zusammenfallen.  Bei  den  Ab- 
bildungen auf  einer  Cylinder- 
fläche hat  also  jede  Gerade 
gleichsam  zwei  Fluchtpunkte 
und  die  Abbildung  der  un- 
endlich langen  Geraden  ist 
eine  halbe  Ellipse.  In  der 
Abwickelung  des  Cylinder- 
mantels hegen  demnach  diese 
beiden  Fluchtpunkte  um  den 
jp  ^  halben  Umfang  des  Grund- 
^-  *^^"-  kreises  voneinander  entfernt 

Die  Abwickelungen  der  Kurven  sind  jedoch  keine  ElUpsen  (s.  38,  IV,  L  Teil). 
Es  ist  nicht  nötig,  auf  weitere  Einzelheiten  einzugehen,  da  die  Ermit- 
telung der  Abbildung  gegebener  Punkte,    wie  oben  gezeigt,    äusserst  ein- 
fsich  ist. 

Die  Konstruktion  wird  man  bei  Panoramen  vorzugsweise  anzuwenden 
haben,  wenn  es  sich  um  die  Darstellung  grosser  BauUchkeiten  handelt,  an 
welchen  gerade  Linien  von  bedeutender  Ausdehnung  vorkommen. 

3.  Anwendung  der  Perspektive  auf  die  Herstellung  stereos- 
kopischer Abbildungen. 

Die  bisher  konstruierten  perspektivischen  Abbildungen  gelten  stets  für 
das  Betrachten  des  Gegenstandes  und  des  Bildes  mit  einem  Auge.  Weil 
nun  aber  der  Eindruck,  welchen  ein  Gegenstand  macht,  für  beide  Augen 
verschieden  ist,  so^  kann  durch  ein  einziges  Bild  die  Täuschung  nicht  so 
weit  gehen,  dass  der  Beschauer  den  abgebildeten  Gegenstand  gieichsam 
körperlich  greifbar  vor  sich  zu  haben  glaubt.    Wenn  man  jedoch  für  jedes 


Vogelperspektive.    Panoramen.    Stereoskopische  Bilder. 


115 


Auge  eine  entsprechende  Abbildung  des  Gegenstandes  beistellt,  so  kann  durcb 
das  gleichzeitige  Betrachten  dieser  Abbildungen  eine  derartige  Täuschung 
in  der  That  erreicht  werden. 

Ee  ist  leicht,  sich  von  dem  Vorgange,  welcher  hierbei  stattfindet,  Rechen« 
Schaft  zu  geben.  Sind  z.  B.  P^  und  P,  (Fig.  116)  Orundrias  und  Aufriss 
eines  rechtwinkUgen  Parallelepipedums,  A^  und  A,  die  Hoiizontalprajektionen 
der  beiden  Augenpunkte  und  k^"  die  gemeinBchaftliche  Vertikalprojektion 


Fig.  116  a. 


der  letzteren,  so  können  wir  die  beiden  Abbildungen,  welche  auf  der  zu 
beiden  Projektionsebenen  senkrechten  Bildfläche  BB^  entstehen,  wie  in  Ein- 
leitung 1  konstruieren.  Diese  beiden  Abbildungen  sind  in  Fig.  116  a  dar- 
gestellt  und  man  wird  einen  vollkommen  plastischen  Eindruck  erhalten, 
wenn  man  beide  zugleich,  die  eine  mit  dem  linken,  die 
andere  mit  dem  rechten  Auge  betrachtet,  wozu  allerdings 
einige  Übung  erforderUch  ist.  Erheblich  erleichtert  wird 
dies  gleichzeitige  Sehen  zweier  yerschiedener  Abbildungen 
durch  das  allgemein  bekannte  Stereoskop. 

Der  Gesamteindruck  beim  gleichzeitigen  Betrachten  der  beiden  Abbü- 
düngen  aj  und  a,  desselben  Punktes  a  besteht  darin,  dass  der  Beschauende 
nur  einen  einzigen  Punkt  zu  sehen  glaubt,  welchen  er  unwillkürlich  nach 
dem  Schnittpunkte  a  der  beiden  Strahlen  a^A,  und  a^A,  verlegt.  Ebenso 
bewirken  die  beiden  Abbildungen  b^  und  \  beim  gleichzeitigen  Betrachten 
die  Vorstellung  von  der  wahren  Lage  des  Punktes  b  u.  s.  f.  Hieraus  er- 
klärt sich  die  auflällige  Täuschung. 

Die  Herstellung  zweier  solcher  Abbildungen  hat  keine  weiteren  Schwie- 
rigkeiten. Jede  Abbildung  ist  nach  den  bisher  entwickelten  Gesetzen  für 
sich  zu  konstruieren.     Es  ist  hierbei  nicht  notwendig,  dass  die  Entfernung 

8* 


116 


VI.  Abschnitt. 


der  beiden  Augenpunkte  dem  wirklichen  Abstand  der  beiden  menschlichen 
Augen  Yoneinander  gleich  ist  Der  Zeichner  kann  diesen  Abstand  sehr  will- 
kürlich  annehmen.  Wenn  man  z.  B.  zwei  Abbildungen  einer  Stadt  aus  zwei 
Augenpunkten  herstellt,  deren  Abstand  das  Hundert&che  des  Abstandes  der 
menschhchen  Augen  voneinander  beträgt,  so  entsprechen  zwei  solche  Abbil* 
düngen  denjenigen,  welche  man  erhalten  würfe,  wenn  man  ein  hundertfach 
verkleinertes  plastisches  Modell  jener  Stadt  aus  zwei  Augenpunkten,  welche 
ihren  natürlichen  Abstand  voneinander  haben,  betrachtet. 

Für  die  Konstruktion  der  Abbildungen  lassen  sich  noch-  einige  Yerein- 
fachimgen  einfthren,  welche  wir  hier  kurz  erläutern  wollen. 

4)  Es  sei  P  (p)  ein  Punkt  auf  der  Geraden  G  (s,  f ) ;  A  sei  der  Haupt- 
punkt Wir  untersuchen  die  Änderung  der  Lage  von  p,  wenn  der  Augen- 
punkt  Aj  beliebig  verlegt  wird*). 

o.  Der  Augenpunkt  werde  um  eine  gegebene  Strecke  m  parallel  zur 
Bildfläche  verschoben  (Fig.  117). 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  in  diesem  Falle  der  Hauptpunkt  um  die- 
selbe Strecke  und  in  derselben  Rich- 
tung wie  der  Augenpunkt  fortrückt, 
ebenso  der  Fluchtpunkt  f  der  ge- 
gebenen Geraden.  Ist  demnach  A' 
die  neue  Lage  des  Hauptpunktes  (wo 
AA'=m),  so  machen  wir  ff  ||  AA' 
und  gleich  m,  dann  ist  f  der  neue 
Fluchtpunkt  der  gegebenen  Geraden. 
Da  die  Spur  s  der  Geraden  sich  nicht 
ändert,  so  ist  nun  sf  die  Abbildung 
der  Geraden  in  Bezug  auf  den  neuen 
Augenpunkt.  Auf  sf  muss  nun  die 
neue  Abbildung  des  Punktes  P  liegen. 
Denkt  man  sich  durch  die  beiden 
Strahlen,  welche  von  P  nach  beiden 
Lagen  A|  und  A,  (s.  a)  des  Augen- 
punktes gehen,  eine  Ebene  gelegt, 
so  enthält  diese  auch  die  Verbindungs- 
Unie  Ai  A^ .  FolgUch  muss  jene  Ebene 
die  Bildfläche  in  einer  durch  p  gehen- 
den, zu  AjAg  parallelen  Geraden  pp'  durchschneiden.  Auf  dieser  und  auf 
sf  liegt  folgUch  die  neue  Abbildung  des  Punktes  P. 


Fig.  117. 


*)  Vergl.  „Die  Transformationen  in  der  Centralprojektion"  von  J.  Schmiedhauser, 
in  dem  Bericht  der  Gewerbeschule  zu  Basel  1873—74  enthalten. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Abbildung  eines  beliebigen  Punktes  durch  eine 
zur  Bildfläche  parallele  Verschiebung  des  Augenpunktes  stets  parallel  zu 
der  letzteren  verschoben  wird. 

ß.  Der  Augenpunkt  werde  um  eine  gegebene  Strecke  auf  dem  Haupt- 
strahle verschoben  (Fig.  118). 

Der  zu  6  gehörige  neue  Parallelstrahl  Ajf  (s.  a)  liegt  in  diesem  Falle 
in  einer  Ebene  mit  A^f  und  dem  Hauptstrahle  AjA,  und  derselbe  trifit  des- 
halb die  Bildfläche  in  einem  Punkte  f ,  welcher  auf  der  durch  A  und  f 
gehenden  Geraden  liegen  muss.  Hiemach  ist  sf  die  neue  Abbildung  von  6. 
Femer  liegen  die  Strahlen  PA^  imd  PA,  und  der  Hauptstrahl  in  einer 
Ebene,  welche  die  Bildfläche  in  der  Geraden  pA  schneidet.  Da,  wo  pA 
von  PA,  getrofien  wird,  ist  die  neue  Abbildung  p'  des  Punktes  P;  dieselbe 
liegt  auch  zugleich  auf  der  Geraden  sf . 
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Zur  Ausfuhrung  der  Konstruktion  auf  der  ebenen  Zeichenfläche  ist  die 
Ebene  A^Af  durch  Drehung  um  Af  in  die  Bildebene  niederzulegen.  Wir 
ziehen  demnach  AA^'  senkrecht  zu  Af,  machen  AAj'  gleich  der  ursprüng- 
lichen Entfernung  des  Auges  von  der  Bildfläche  und  A/A,'  gleich  der  ge- 
gebenen Strecke,  um  welche  der  Augenpunkt  auf  dem  Hauptstrahle  ver- 
schoben werden  soll.  Zu  A^'f  ziehen  wir  die  Parallele  A^'f,  welche  Af  in 
dem  neuen  Fluchtpunkte  f  der  Geraden  G  schneidet.  Hierdurch  ergiebt 
sich  sf  als  die  neue  Abbildung  von  G.  Die  neue  Abbildung  p"^  des  Pimktes 
P  hegt  nun  im  Durchschnitt  von  sf  und  Ap. 

Y.  Der  Augenpunkt  A^  werde  nach  einem  anderen  beUebigen  Punkte 
A,  verlegt. 

Wir  geben  dem  Augenpunkte  Aj  zuerst  eine  Verschiebung  parallel  zur 
Bildfläche,  bis  seine  Projektion  auf  dem  zu  A,  gehörigen  Hauptstrahle  liegt« 
Hierdurch  gelangt  A^  nach  einem  Punkte  A'  dieses  Hauptstrahles.  Auf  dem 
letzteren  verschieben  wir  alsdann  A'  nach  Aj.     Die  hierdurch  verursachten 
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Änderungen  der  Lage  von  p  können  wir  nacheinander  mit  Hilfe  ron  a.  und 
ß.  bestiiBmen.     Damit  ist  dieser  Fall  erledigt. 

5)  Für  die  Konstruktion  stereoskopischer  Abbildungen  ist  nun  der  in 
a.  erläuterte  Fall  mit  Vorteil  zu  benutzen,  weil  man  hiemach  aus  der  Ab- 
bildung;  welche  für  das  eine  Auge  bereits  konfitruiert  ist,  diejenige  für  das 
andere  Auge  leicht  findet,  wenn  man  eine  zur  Bildiläche  parallele  Verschie- 
bung des  Augenpunktes  vornimmt. 

So  ist  z.  B.  aus  der  fib*  das  Unke  Auge  gegebenen  AblHldung  K  eines  auf 
der  Hoiizontalebene  stehenden  rechtwinkligen  Parallelepipedume  (Fig.  119)^ 
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bei  welcher  A  der  Hauptpunkt,  AA'  der  Horizont,  OX  die  Achse  ist,  die- 
Abbildimg  für  das  rechte  Auge  (d.  h.  in  Bezug  auf  den  neuen  Hauptpunkt 
A')  folgendermassen  konstruiert. 

Durch  sämtliche  Ecken  der  Grundfläche  ab  cd  werden  Senkrechten  zur 
Achse  gezogen,  deren  Abbildungen  also  nach  A  gerichtet  sind,  während  ihre 
Spuren  m,  n,  p,  q  in  OX  liegen.  Durch  die  Verschiebung  des  Hauptpunktes 
von  A  nach  A'  gehen  nun  die  Abbildungen  jener  Senkrechten  in  die  Gre^ 
raden  mA',  nA',  pA',  qA'  über.  Nach  a.  sind  die  Verschiebungen  der  Ab- 
bildungen der  Ecken  parallel  zu  AA',  folglich  finden  wir  die  neuen  Abbil* 
düngen  a^,  b|,  C|,  d,  durch  die  Geraden  aaj,  bbj,  ccj,  dd|,  welche  wir 
durch  die  Ecken  a,  b,  c,  d  parallel  zum  Horizont  ziehen  u.  s.  f. 

Die  Längen  der  zur  Horizontalebene  senkrechten  Kanten  des  Parallel- 
epipedums  stimmen  wegen  der  parallelen  Verschiebungen  aller  Punkte  in 
den  beiden  Abbildungen  überein. 

Sind  die  Fluchtpunkte  und  Spuren  der  einzelnen  Kanten  erreichbar^-  so 
kann  man  durch  Verschiebung  der  ersteren  ebenso  leicht  die  eine  AbbUdung 
aus  der  anderen  ableiten. 
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Diese  Andeutungen  mögen  genügen.  Es  soll  jedoch  nicht  unerwähnt 
bleiben,  dass  eine  Verlegung  des  Augenpunktes  oder  der  Horizontalebene 
bei  perspektiTischen  Konstruktionen  zuweüen  auch  benutzt  werden  kann, 
wenn  es  sich  um  genauere  Bestimmung  des  Durchschnittes  zweier  unter  sehr 
spitzem  Winkel  zusammentreffender  Geraden  handelt. 


Vn.  Abschnitt 

AellefjperspektiTe. 

1)  Unter  RelieQ)eiBpektiTe  verBtehen  mr  die  Lehre  von  der  Abbildung 
eines  körperlichen  Gegenstandes  in  einem  Räume.  Wir  gehen  hierbei  wieder 
Ton  der  Voraussetzung  aus,  es  solle  die  räumUche  Abbildung  von  einem 
bestimmten  Augenpunkte  aus  betrachtet,  denselben  Eindruck  machen,  wie 
der  abgebildete  Gegenstand,  woraus  zunächst  folgt,  dass  ein  Punkt  und  seine 
Abbildung  auf  demselben  durch  den  Augenpunkt  gehenden  Sehstrahl  hegen 
müssen.  Die  Gesetze,  nach  welchen  die  Abbildungen  herzustellen  sind,  lassen 
sich  leicht  entwickeln;  man  kann  dieselben  sogar  auf  linearperspektivische 
Konstruktionen  zurückführen.  Wenn  nun  auch  in  der  Praxis  von  der  strengen 
Darstellung  manchmal  abgewichen  werden  muss,  weil  namentUch  die  Be- 
leuchtung hierbei  eine  eigentümliche  Rolle  spielt,  so  ist  doch  ein  genaueres 
Studium  der  Gesetze  um  so  mehr  zu  empfehlen,  da  man  bei  diesen  Dar- 
stellungen weit  mehr  Fehlem  begegnet,  als  bei  den  Abbildungen  auf  einer 
Ebene.  Wer  aber  mit  den  Gesetzen  gründlich  vertraut  ist,  wird  auch  ohne 
viel  zu  konstruieren  das  Richtige  treffen  und  auch  wissen,  in  welchen  Fällen 
mit  Rücksicht  auf  künstlerische  Wirkung  von  der  strengen  Darstellung  ab- 
gewichen werden  kann. 

Um  in  mögUchst  verständlicher  Weise  zu  der  Darstellung  solcher  räum- 
lichen Abbildungen  zu  gelangen,  wollen  wir  an  einem  einfachen  Beispiel  die 
zu  befolgenden  Grundsätze  feststellen. 

2)  Es  sei  FFjHiH  (Fig.  120)  die  gerade  Projektion  eines  rechtwink- 
ligen Parallelepipedums,  welches  wir  uns  so  gegen  die  Zeichenfläche  gestellt 
denken,  dass  die  Geraden  FH,  FF^,  FiHi  und  HHi  die  Projektionen  von 
4  Seitenflächen  darstellen.  Der  Augenpunkt  sei  A.  Es  soll  nun  das  Pa- 
rallelepipednm  in  dem  Räume  BGFFj ,  welcher  ebenfalls  die  Gestalt  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipedums  hat,  und  dessen  dem  Augenpunkt  zugewen- 
dete Seitenfläche  mit  FF^  zusammenlällt,  abgebildet  werden.    Die  Abbildung 
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von  FF^  ist  diese  selbst  und  die  Abbildung  der  Seitenfläche  HH^  soll  in 
der  Ebene  BC  liegen. 


v> 


Fig.  120. 

Den  Raum  FFjBC  wollen  wir  künftig  den  Bildraum  und  die  dem 
Augenpunkt  zugewendete  Seitenfläche  FF^  die  Frontebene,  ferner  HHi 
die  Hintergrundsebene  nennen. 

Die  Abbildung  eines  beUebigen  Punktes  m  der  Ebene  HHi  liegt  hier- 
nach im  Durchschnitt  m'  des  Sehstrahles  Am  mit  der  Ebene  BC.  Dagegen 
fällt  die  Abbildung  eines  Punktes  n  der  Frontebene  mit  n  zusammen.  Ziehen 
wir  jetzt  die  Geraden  nm'  und  nm,  so  fällt  nm'  von  A  aus  gesehen  schein- 
bar mit  nm  zusammen  und  nm'  soll  deshalb  als  die  in  dem  Bildraum  lie- 
gende Abbildung  von  nm  betrachtet  werden. 

Anmerkung.  Dass  eine  Gerade  G  im  ReUef  wieder  durch  eine- Ge- 
rade abgebildet  werden  muss,  ist  wohl  eine  ganz  natürhche  oder  selbstver- 
ständUche  Forderung.  Allerdings  könnte  auch  jede  Kurve,  welche  in  der 
durch  G  und  den  Augenpunkt  gehenden  Ebene  liegt,  als  eine  Abbildung 
von  G  betrachtet  werden.  Weil  aber  ein  Relief  ebensowohl  wie  eine  ebene 
Abbildung  in  der  Regel  nicht  gerade  von  dem  richtigen  Augenpunkt  aus 
betrachtet  wird,  so  würde  die  Krümmung  der  Abbildungen  sofort  in  stören- 
der Weise  sichtbar  werden. 

Ist  p  ein  beUebiger  Punkt  der  Geraden  nm,  so  ist  seine  Abbildung  p' 
der  Durchschnitt  des  Sehstrahles  pA  mit  nm^ 

Aus  den  oben  festgestellten  Voraussetzungen  über  die  Entstehimg  der 
räumlichen  Abbildung  leiten  wir  nun  folgende  Gesetze  ab: 

o.  Die  Abbildung  eines  beliebigen  Punktes  m  ist  der  Durch- 
schnitt m'  der  Abbildungen  zweier  in  m  sich  schneidenden  Ge- 
raden. 

Zum  Beweise  benutzen  wir  die  schiefe  Projektion  (Fig.  121).  Es  seien 
ab  und  cd  zwei  durch  m  gehende  Geraden,  a  und  c  ihre  Durchschnitte  mit 
der  Frontebene,    und  b  und  d  die  Durchschnitte  mit  der  Ebene  H,  deren 
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Abbildung  in  die  Ebene  h  fallen  soll.  Die  Strahlen  bA  und  dA  treffen  nun 
die  Ebene  h  in  b'  und  d',  woraus  sich  ab'  und  cd'  als  Abbildungen  von 
ab  und  cd  ergeben.  Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dass  ab'  und  cd'  sich  in 
einem  Punkte  m'  schneiden  und  dass  dieser  auf  dem  Sehstrahl  Am  liegt. 


Flg.  121. 


Nun  liegen  ab  und  cd  (weil  sie  sich  in  m  schneiden)  in  einer  Ebene  und 
folglich  sind  ac  und  bd  als  Durchschnitte  dieser  Ebene  mit  zwei  parallelen 
Ebenen  unter  sich  parallel.  Ebenso  ist  b'd'  mit  bd,  also  auch  mit  ac  pa- 
rallel (b'd'  und  bd  sind  Durchschnitte  der  Ebene  Abd  mit  zwei  parallelen 
Ebenen).  Man  kann  demnach  durch  ac  und  b'd'  wiederum  eine  Ebene 
legen,  welche  auch  die  Abbildungen  ab'  und  cd'  enthält.  Folglich  müssen 
die  letzteren  sich  in  einem  Punkte  m'  schneiden.  Nun  hegt  aber  m'  auch 
in  den  beiden  Sehstrahlenebenen  Aab  und  Acd  und  folglich  in  der  Schnitt- 
linie dem  Sehstrahl  Am. 

Hieraus  folgt  auch  unmittelbar:  Die  Abbildungen  aller  durch  einen 
Punkt  m  gehenden  Geraden  gehen  durch  dessen  Abbildung  m'. 
ß.  Die  Abbildung  einer  Ebene  ist  wieder  eine  Ebene. 
Es  ist  aus  Fig.  121  leicht  zu  ersehen,  dass  die  durch  ab'  und  cd'  be- 
stimmte Ebene  die  Abbildung  der  durch  ab  und  cd  gehende  Ebene  ist.  Die 
SchnitÜinie  mit  der  Frontfläche  (Spur)  ist  beiden  gemeinsam,  und  die  Schnitt- 
linie der  Abbildung  mit  der  Ebene  h  ist  ihrer  Spm*  parallel.  Die  Abbildung 
<ler  Ebene  enthält  die  Abbildungen  aller  Geraden  derselben. 

7.  Die  Abbildung  einer  zur  Frontebene  parallelen  Geraden 
ist  eine  der  abgebildeten  parallele  Gerade  (Fig.  122). 

Die  Gerade  mn  und  ihre  Abbildung  m'n'  treffen  stets  in  demselben 
Punkte  (Spur)  die  Frontebene.  Schneidet  also  mn  die  Frontebene  im  ün- 
•endlichen,  so  ist  dasselbe  mit  der  Abbildung  m'n'  der  Fall.  Femer  sind 
m  n  und  m'n'  unter  sich  auch  parallel,  weil  beide  noch  in  einer  Ebene,  der 
Sehstrahlenebene  hegen.  Um  die  Abbildung  der  Geraden  mn  zu  bestimmen, 
ermitteln  wir  diejenige  eines  beliebigen  Punktes  m  derselben.     Wir  ziehen 
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dnrch  m  die  beliebige  Gerade  bc,  deren  Abbildung  bc',  wie  oben  angegeben, 
gefunden  wird.    Dann  schneidet  der  Sehstrahl  Am  die  Gerade  bc'  in  der 

Abbildung  m'  von  m.  ^  Durch  m' 
^  geht  die  Abbildung  mV  der  Ge* 
raden  mn  parallel  zu  der  letz- 
teren. 

5.  Eine  zur  Frontebene 
paralleleEbeneE  wird  durch 
eine  Ebene  e  abgebildet, 
welche  ebenfalls  zur  Front- 
ebene parallel  ist. 

Denn  die  Abbildungen  aller 
durch  einen  Punkt  M  der  Ebene 
E  gehenden  Geraden,  welche  in  E  liegen,  sind  der  Frontfiäche  parallel  und 
gehen  durch  die  Abbildung  m  des  Punktes  M.  Somit  liegen  die  Abbildungen 
jener  Geraden  in  einer  Ebene  e,  der  Abbildung  der  Ebene  E. 

Aus  diesem  Grunde  werden  die  Abbildungen  ebener  Figuren,    welche 
zur  Frontfläche  parallel  sind,  den  Originalen  geometrisch  ähnlich. 
Fluchtpunkte  und  Fluchtlinien. 

3)  Der  Strahl  AA|,  welcher  vom  Augenpunkt  aus  senkrecht  zur  Front- 
ebene gezogen  wird,  soU  der  Hauptstrahl  genannt  werden  (Fig.  123). 


Es  sei  ab  eine  Gerade,  welche  dem  Hauptstrahle  parallel  ist  Die  Ab- 
bildung ihres  Schnittpunktes  b  mit  der  Hintergrundsebene  HH^  sei  b',  dann 
ist  aV  die  Abbildung  der  Geraden.  Weil  nun  aV  in  der  durch  ab  und 
den  Hauptstrahl  gehenden  Ebene  liegt,  so  schneidet  ab'  den  Hauptstrahl  in 
einem  Punkte  A^.  Nach  diesem  Punkte  sind  die  Abbildungen  aller  zur 
Frontebene  senkrechten  Geraden  gerichtet.  Hiervon  überzeugt  man  sich 
leicht  durch  die  Proportion: 

A^e:  Ae  =  ac:bc. 
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Ist  dg  eine  andere  zur  Frontebene  senkrechte  Gerade  und  dg'  ihre  Ab- 
bildung, und  schneidet  die  letztere  den  Hauptstrahl  in  dem  Punkte  A^,  so 
erhält  man  die  Proportion: 

Ae:  Ae«=df:fg. 

Der  Vergleich  beider  Proportionen  zeigt,  dass,  weil  Ae:=Ae,  df=ac, 
fgs=bc,  auch  A'es^A^e  sein  muss,  d.  h.  Aj  und  A'  fidlen  zusammen. 
Deshalb  sind  die  Abbildungen  aller  zur  Frontebene  senkrechten  Geraden 
nach  dem  Punkte  A^  gerichtet,  welchen  wir  künftig  den  Hauptpunkt  nennen 
wollen. 

Ist  der  Hauptpunkt  gegeben,  so  kann  man  die  Abbildung  jeder  zur 
F^ntebene  senkrechten  Geraden  finden,  ohne  den  Augenpunkt  zu  benutzen. 

Femer  sieht  man  aus  Fig.  123  leicht,  wie  die  Abbildung  eines  Punktes 
g  der  Hintergrundsebene  mit  Hilfe  des  Hauptpunktes  bestimmt  werden  kann. 
Wir  ziehen  durch  g  die  Gerade  dg  senkrecht  zur  Frontebene;  die  Abbil- 
dung dieser  Geralden  ist  die  von  der  Spur  d  nach  dem  Hauptpunkte  A^ 
gerichtete  Gerade,  welche  nun  BG  in  g',  der  Abbildung  von  g,    schneidet. 

Endlich  ergiebt  sich,  dass  man  auch  eine  behebige  Gerade  z.  B.  ag 
abbilden  kann,  sobald  der  Hauptpunkt  gegeben  ist.  Die  Abbildung  ist  die 
Gerade,  welche  den  vorhin  gefundenen  Punkt  g  mit  a  verbindet 

4)  Durch  den  Hauptpunkt  A|;  welcher  als  Abbildung  des  imendUch 
fernen  Punktes  jeder  zur  Frontebene  senkrechten  Geraden  betrachtet  werden 
kann,  legen  wir  eine  zur  Frontebene  parallele  Ebene  VV.  Diese  Ebene 
enthält  die  Fluchtpunkte  (d.  h.  die  Abbildungen  der  unendUch  fernen  Punkte) 
aller  möglichen  Geraden  (Fig.  124). 

Ist  wieder    wie   in  t  \S  v'  tt 

der   vorigen  Figur   ab'  ^ 

die  Abbildung  der  zur 
Bildfläche  senkrechten 
Geraden  ab;  k^  der 
Hauptpunkt,  femer  dg 
eine  beUebige  Gerade, 
dg'  deren  Abbildung, 
welche  verlängert  den 
Parallelstrahl  A  f  in  f 
schneidet,  so  tbigt: 

AjC:  Ae  =  ac:bc; 
ferner: 

fm:  Am  =  dk:gk, 
=  ac:bc; 
folglich  verhält  sich  auch: 


t\g.  124. 


fm:  Am  =  A^e:  Ae. 
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Mithin  ist  die  durch  A^  und  f  gehende  Gerade  W  parallel  zur  Frontebene. 
Man  sieht  leicht,  dass  die  Gerade  \Y  die  Projektion  einer  Ebene  darstellt, 
welche  parallel  zur  Frontebene  ist  EUemach  liegen  die  Fluchtpunkte  aller 
Geraden  in  dieser  Ebene,  welche  wir  deshalb  künftig  die  Fluchtebene  nennen 
wollen.  Die  Abbildungen  paralleler  Geraden  sind  folglich  nach  demjenigen 
Punkte  gerichtet,  in  welchem  der  durch  A  gehende  Parallelstrahl  die  Flucht- 
ebene schneidet. 

5)  Wie  bei  den  Abbildungen  auf  einer  Ebene  haben  wir  auch  bei  den 
räumlichen  Abbildungen  die  sog.  Fluchtlinie,  d.  h.  die  Abbildung  der  un- 
endlich fernen  Geraden  einer  Ebene,  zu  berücksichtigen.    Die  Abbildung  der 

horizontalen  Ebene  ab  (Fig.  125) 
^V^  ^     wird  durch  ab^  dargestellt.    Sie 

hat  mit  der  gegebenen  Ebene 
eine  gemeinschaftliche  Spur  in 
der  Frontebene,  welche  in  un- 
serer geraden  Projektion  als 
der  Punkt  a  erscheint.  Erwei- 
tem wir  die  Ebene  ab^,  so 
schneidet  sie  die  Fluchtebene 
in  einer  der  Spur  parallelen 
Geraden,  welche  durch  den 
Hauptpunkt   A^    geht.     Diese 

Gerade  ist  somit  die  Fluchtlinie  der  Ebene  ab;  sie  enthält  die  Fluchtpunkte 

aller  in  ab  liegenden  Geraden. 

Die  eben  gefundene  Fluchtlinie  ist  aber,    wie  man  leicht  sieht,    allen 

horizontalen  Ebenen  gemeinschaftlich;  wir  nennen  dieselbe  den  Horizont. 

Folgende  Gesetze  ergeben  sich  hieraus  Yon  selbst: 

6)  Die  Fluchtpunkte  aller  horizontalen  Geraden  liegen  auf 
dem  Horizont. 

7)  Die  Fluchtlinien  aller  zur  Frontebene  senkrechten  Ebenen 
gehen  durch  den  Hauptpunkt  A^. 

8)  Die  Fluchtlinie  einer  beliebigen  Ebene  E  ist  parallel  ihrer 
Spur  mit  der  Frontebene.  Dieselbe  geht  durch  den  Fluchtpunkt 
einer  beliebigen  Geraden,  welche  in  E  liegt. 

9)  Ist  in  Fig.  126  cd  eine  andere  horizontale  Ebene,  cd^  deren  Ab- 
bildung, so  folgt,  dass  der  Raum  des  in  gerader  Projektion  acdb  dargestell- 
ten rechtwinkligen  Parallelepipedums  durch  die  abgestumpfte  Pyramide  acd^b^ 
abgebildet  wird.  Der  vollständige  pyramidale  Raum  acA^a  ist  die  Abbil- 
dung des  nach  rechts  bis  ins  unendliche  erweiterten  prismatischen  Raumes 
acdb. 

Die  bisher  aufgestellten  Gesetze  enthalten  dasjenige,  was  zur  Konstrok- 
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tion  eines  Reliefe  erforderlich  ist.     Wir  wollen  zunächst  ein  einfaches  Bei- 
spiel als  Anwendung  näher  betrachten. 

10)  Die  Abbildung  des  in  Fig.  126  durch  Grund-  und  Aufriss  dar- 
gestellten Raumes  (FiFgh,  FF/g'h'),  welcher  die  Gestalt  eines  rechtwink- 
Ugen  Parallelepipedums  hat,  soll  in  dem  von  den  parallelen  Ebenen  FF^ 
und  HHj  begrenzten  Bildraum  (Aufriss)  konstruiert  werden.  Innerhalb  des 
ersten  Raumes  befindet  sich,  an  der  Hintergrundsebene  stehend,  ein  recht- 
winkliges Parallelepipedum  P  auf  zwei  rechteckigen  Platten  Q  und  R  ruhend, 
deren  Dimensionen  ebenÜEms  aus  Grundriss  und  Aufriss  zu  erkennen  sind. 
Auch  hierron  sind  die  räumlichen  Abbildungen  zu  ermitteln. 
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Die  Abbildung  des  gegebenen  parallelepipedischen  Raumes  wird  nach 
9)  durch  den  abgestumpften  pyramidalen  Raum,  dessen  Projektionen  F^Fab 
und  Fi'Fdc  sind,  dargestellt.  Um  auch  die  Abbildungen  der  drei  Körper 
Py  Q  und  R  zu  finden,  verlängem  wir  sowohl  im  Grundriss  wie  auch  im 
Aufriss  diejenigen  Kanten  bis  zur  Frontfläche,  welche  senkrecht  zu  der 
letzteren  stehen.  Von  den  Durchschnittspunkten  aus  gehen  die  Abbildimgen 
derselben  nach  dem  Hauptpunkte  A^.  So  ist  z.  B.  die  in  lA^  liegende 
Strecke  Ik"^  (Aufiiss)  die  Abbildung  von  Ik.  Ziehen  wir  noch  den  Strahl 
f  Ay  so  schneidet  derselbe  Ik'  in  f ,  welcher  die  Abbildung  von  f  ist.  Dann 
erhält  man  weiter  in  der  zu  FFj  gezogenen  Parallelen  eT  die  Abbildung 
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von  ef  u.  s.  f.  Auf  gleiche  Weiae  kann  man  die  Abbildungen  aller  übrigen 
Eckpunkte  in  beiden  Projektionen  ermitteln,  und  man  sieht  leicht,  dass  aus 
dem  jetzt  durch  Grund*  und  AuMss  dargestellten  Relief  alle  Dimensionen 
desselben  entnommen  werden  können. 

11)  In  3)  ist  gezeigt  worden,  dass  die  Abbildung  einer  beliebigen  Ge- 
raden auch  mit  Hilfe  des  Hauptpunktes  A^  allein  gefunden  werden  kann. 
Hierdurch  wird  der  zur  Konstraktion  der  Abbildung  erforderliche  Raum  auf 
den  abzubildenden  Raum  beschränkt,  so  lange  A^  innerhalb  der  letzteren 
liegt     Wir  geben  hierzu  einige  Beispiele. 

Abbildung  eines  auf  der  Horizontalebene  stehenden  Kreuzes,  welches  in 
Fig.  127  durch  Grund-  und  Aufiiss  dargestellt  ist.    Die  der  Frontebene  zu- 
gewendeten Seitenflächen  des  Kreuzes 
^    seien  parallel  zu  derselben.    Die  zur 
Frontiläche     senkrecht     stehenden 
Kanten  des  Kreuzes  sind  bis  zum 
Durchschnitt  mit  derselben  zu  ver- 
längern.    Die   Abbildungen    dieser 
Kanten  liegen  alsdann  in  den  Ver- 
bindungslinien   der    Durchschnitts- 
punkte    mit  dem  Hauptpunkte  A| 
(im  Grundriss  A/).     Um  die  Eck- 
punkte zu  bestimmen,    ziehen    wir 
durch  m,  n,  p  die  Gerade  ab,  welche 
die  Frontebene  in  a  und  die  Hinter- 
grundsebene  in   b  schneidet     Die 
Abbildung  b'  des  Punktes  b   wird 
nach  3)  gefunden;  ist  diese  bestimmt, 
so  erhält  man  in  ab'  die  Abbildung 
der  Geraden  ab.    Hierdurch  ergeben 
sich    in   m',    n'  und  p'  die   Abbil- 
dungen   der  Punkte  m,    n  und  p, 
durch  welche  nun  wieder  die  AblHldungen  der  zur  Horizontalebene  senk- 
rechten Kanten  des  Kreuzes  bestimmt  sind.    Endlich  lässt  sich  durch  Proji- 
cieren  aus  dem  gefundenen  Aufriss  leicht  der  Grundriss  der  Abbildung  ver- 
YoUständigen,  wodurch  dann  alle  Dimensionen  des  Reliefs  ermittelt  sind. 

12)  Abbildung  einer  Treppe  in  schiefer  Stellung  gegen  die  Front&äche 
(Fig.  128). 

Lage  und  Dimensionen  der  Treppe  sind  aus  Grund-  und  Aufriss  zu  er- 
kennen. Die  Abbildung  kann  eben&lls  ohne  Benutzung  des  Augenpunktes 
konstruiert  werden,  wenn  der  Hauptpunkt  A^  gegeben  ist.  Wir  verlängern 
a^bj  und  c^dj   (Grundriss)  bis  zu  ihren   Schnittpunkten  m  und  n  mit  der 
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FroBtebene;  bestimmen  alsdann  die  Abbildung  b'  des  Punktes  b^  nach  3), 
hieraus  ergiebt  sich  mb'  als  Abbildung  von  mb^.  Es  sei  VV}  die  Projek* 
tion  der  durch  A^  gehenden  Fluchtebene.  Wir  Terlängem  mV  bis  zum 
Durchschnitt  f  mit  VVj;  dann  ist  f  der  Fluchtpunkt,  nach  welchem  auch 
die  Abbildung  nd'  der  Geraden  nd^  gerichtet  ist.  Da  der  Fluchtpunkt  der 
zu  a^Ci  parallelen  Kanten  nicht 
zugänglich  ist,  so  bestimmen  wir  ^ 

die  Abbildungen  derselben  auf 
folgende  Weise.  Von  einem  be- 
Uebigen  Fluchtpunkte  fj  auf  Wj 
ziehen  wir  durch  b'  die  Gerade 
pf^,  alsdann  ist  pV  die  Abbil- 
dung Yon  pb^.  Nun  legen  wir 
durch  a^,  C|  und  d^  und  durch 
die  auf  a^b^  und  Cjdi  hegenden 
Teilpunkte  Parallelen  zu  pbj  und 
verbinden  die  Punkte,  in  welchen 
die  letzteren  die  Frontebene  tref- 
fen mit  fi  durch  Geraden.  Hier« 
durch  erhält  man  die  Ablnldungen 
jener  Parallelen  und  damit  auch 
auf  mb'  und  nf  die  Abbildungen 
aller  Ecken  des  Grundrisses. 

Die  Ermittelung  des  Auf- 
risses ist  aus  Fig.  128  wohl  so- 
fort zu  erkennen,  wenn  wir  noch 
bemerken,  dass  die  Ecken  des- 
selben senkrecht  über  den  ent- 
sprechenden Ecken  des  Grund- 
risses liegen  müssen. 

Unabhängig  yom  Grundriss 
kann  man  jedoch  die  Eckpunkte 
des  Aufrisses  ähnlich  wie  in  Fig.  127 
finden,  was  wir  dem  Leser  wohl 
überlassen  können. 

13)  Die  Dimensionen  eines  ReUefs  lassen  sich  noch  besser  aus  der  Pro- 
jektion desselben  auf  der  Frontebene  entnehmen,  wie  wir  an  dem  in  Fig.  129 
dargestellten  Beispiel  zeigen  wollen.  Das  rechtwinkUge  Parallelepipedum  P, 
T^elches  auf  der  Horizontalebene  und  an  der  Hintergrundsebene  steht,  ist 
durch  P^  als  ReUef  in  der  Seitenansicht  wie  bei  den  bisherigen  Figuren  ab- 
gebildet.    Ist  nun  das  Rechteck  abcd  die  Projektion  des  Parallelepipedums 
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auf  der  Frontebene,  welche  in  Fig.  129  rechts  auf  die  Zeichenfläche  gelegt 
ist,  ferner  A^  die  Projektion  des  Hauptpunktes  A^,  so  gehen  die  Projektionen 
der  Abbildungen  der  zur  Bildfläche  senkrechten  Kanten  des  Parallelepi- 
pedums  von  a,  b,  c  und  d  nach  A, .  Die  Abbildung  des  Eckpunktes  e  liegt 
im  Durchschnitt  Cj  des  Strahles  Ae  mit  der  Abbildung  der  Horizontalebene. 


Fig.  129. 

Rechts  findet  man  den  entsprechenden  Punkt,  wenn  man  e^ej  parallel  zu 
fk  zieht.  Man  erhält  dadurch  die  Projektion  der  Abbildung  e^h,  einer 
Kante,  welche  in  der  Seitenansicht  als  Punkt  e^  erscheint. 

Nun  lässt  sich  e^  auch  folgendermassen  bestimmen.  Auf  der  durch 
Aj  gehenden  Projektion  des  Horizontes  machen  wir  A^D  gleich  dem  Ab- 
stand des  Augenpunktes  A  vom  Hauptpunkte  Aj.  Ist  femer  ag  =  ef,  so 
schneidet  Dg  die  Gerade  aA  auch  in  e,.  Denn  aus  der  Ähnlichkeit  der 
Dreiecke  AA^e^  und  ee^f  sowie  der  Dreiecke  AgDe^  und  acjg  folgt: 

e«  1 1  e«  Ä.f     ■  eil  aa* 

a  Ca '  e^  i\.2  —^  ^  g  *  -^2  *-^* 

Da  nun  ef=ag  und  A2D  =  AAi  ist,  so  folgt: 

6|  X .  6 1  -^1  — —  a  60 :  e«  ^9  j 
woraus  sich  ergiebt,    dass  e^  und  e,  auf  einer  Parallelen  zu  AA^  liegen. 

Der  Punkt  e,  ist  aber  hiemach  so  konstruiert,  als  wäre  die  Figur  rechts 
eine  perspektivische  Abbildung  desselben  auf  der  Frontebene,  mit  Ag  als 
Hauptpunkt  und  D  als  Distanzpunkt.  Da  nun  e  ein  beHebiger  Punkt  der 
Horizontalebene  ist,  so  gilt  dies  auch  für  alle  Punkte  derselben,  und  man 
sieht  leicht,  dass  dasselbe  auch  auf  alle  nicht  in  der  Horizontalebene  lie- 
genden Punkte  angewendet  werden  kann.  Es  folgt  hieraus  das  wichtige 
Gesetz: 

Die  Projektion  eines  Reliefs  auf  der  Frontebene  ist  eine  linearperspek- 
tivische Abbildung  des  darzustellenden  Gegenstandes  auf  dieser,  welche  durch 
Annahme  eines  auf  demselben  Hauptstrahle  liegenden  Augenpunktes  entsteht, 
dessen  Abstand  von  der  Frontfläche  gleich  dem  Abstand  des  ursprünglichen 
Augenpunktes  vom  Hauptpunkte  des  Rehefs  ist. 
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Man  kann  den  Beweis  dieses  Satzes  auch  auf  folgende  Weise  fuhren. 
Es  sei  ab'  (Fig.  130)  die  Abbildung  einer  beliebigen  Geraden  ab.  a  ihre 
Spur  in  der  Frontebene  und  f  ihr  Fluchtpunkt  (also  Af  |i  ab).  Wir  denken 
uns  die  Fluchtebene  parallel  mit  sich  selbst  bis  zur  Frontebene  so  verschoben^ 


Fig.  130. 


dass  der  Hauptpunkt  A^  sich  auf. dem  Hauptsträhle  bewegt  und  nadi  M' 
gelangt.  Gleichzeitig  werde  der  Augenpunkt  A  auf  dorn  Hauptstrahte  um 
die  Strecke  A'A  =  AjA"  verschoben,  dann  kommt  das  Dreieck  AAjf  in  die 
Lage  A'A'T.  Der  Punkt  f  ist  die  in  der  Frontebene  liegende  gerade  Pro- 
jektion von  f  und  AT  ist  parallel  zu  Af,  also  auch  parallel  zu  ab.  Die 
Abbildung  von  ab  auf  der  Frontfläche  liegt  somit  in  af ,  wenn  A'  als  Augen- 
punkt betrachtet  wird,  und  af  ist  wiederum  die  gerade  Projektion  der  räum- 
Uchen  Abbildung  af. 

Hiermit  ist  der  Satz  für  eine  behebige  Gerade  und  folglich  fUr  jede 
Gerade  allgemein  nachgewiesen. 

14)  Wir  können  hiermit  die  Begründung  der  ReUeJ^erspektive  ab- 
schUessen,  weil  man  nach  den  bisher  gegebenen  Entwickelungen  die  Dimen- 
sionen  der  zu  konstruierenden  Abbildung  eines  Gegenstandes  leicht  zu  be- 
stimmen vermag.  Wir  wollen  jedoch  noch  einige  Bemerkungen  über  die 
Abbildungen  runder  Formen  machen,  welche  auch  praktisch  nützhch  sein 
dürften. 

Nach  2  h)  ist  die  Abbildung  eines  Kreises,  welcher  zur  Frontebene 
parallel  ist,  wieder  ein  Kreis.  Sie  hegt  in  einer  zur  Frontebene  parallelen 
Ebene  und  die  Abbildungen  des  Mittelpunktes  und  des  Halbmessers  werden 
nach  dem  jfrüheren  leicht  gefunden.  Die  Projektion  des  Rehefs  (welche  nun 
nach  13  konstruiert  werden  kann)  giöbt  die  wahre  Grösse  der  räumhchen 
Abbildung  des  Kreises  an. 

Ist  der  Kreis  nicht  parallel  zur  Bildfläche,  so  bestimmt  man  zuerst  die 
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Abbildung  seiiier  Ebene  (Spur  und  Fluchtlinie  derselben)  und  in  dieser  so 
viele  Punkte,  als  zur  Zeichnung  der  Abbildung  nötig  sind.  Am  besten  ist 
es  auch  hier  wieder,  die  Vertikalprojektion  und  die  Seitenansicht  des  Reliefe 
h^izustellen. 

Steht  die  Ebene  des  Kreises  senkrecht  zur  Bildfläche  und  zur  Horizon- 
talebene und  geht  sie  zugleich  durch  den  Augenpunkt,  so  erhält  man  in  der 
Seitenansicht  die  wahre  Gestalt  der  räumlichen  Abbildung. 

Die  räumliche  Abbildung  einer  Kugel  ist  ein  Ellipsoid.  liegt  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  auf  dem  Hauptstrahle,  so  entsteht  als  Abbildung  ein  Um- 
drehungsellipsoid.  Denn  jeder  ebene  Schnitt,  welcher  mit  der  Frontfläche 
parallel  ist,  erscheint  in  der  Abbildung  al&  Kreis,  und  die  Ebenen  dieser 
Kreise  stehen  auf  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  (Hauptstrahl) 
senkrecht. 

Hat  die  Kugelfläche  eine  beliebige  Lage,  so  wird  die  Abbildung  ein 
dreiachsiges  Ellipsoid.  Alle  Schnitte  des  Ellipsoids,  parallel  zur  Frontebene 
sind  Kreise,  weil  sie  Abbildungen  von  Schnitten  derselben  Lage  mit  der 
Kugelfläche  darstellen.  Die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  dieser  Kreis- 
schnitte des  Ellipsoids  ist  nach  dem  Hauptpunkte  des  Reliefe  gerichtet 

\b)  Abbildiing  eines  Halbcylinders,  welcher  auf  mem  halbkrrisförmigen 
Socke)  steht  (Fig.  131). 

Es  ist  die  Vatikaiprojektion,  eine  Seitenansicht  und  dw  Grundriss  des 
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Reliefs  dargestellt.  Die  Konstruktion  bedarf  keiner  wäteren  Erläuterung. 
Betrachten  wir  den  Grundriss,  so  ist  zu  bemerken,  dass  die  Abbildung  b^d 
der  Tangente  bd,  nach  dem  Hauptpunkte  A|  g^chtet  ist.  Man  sieht 
hieraus  sofort,  dass  die  Abbildung  des  Halbkmses,  welchen  diese  Tangente 
berührt,  nicht  die  Hälfte  einer  Ellipse  ist,  sondern  ein  etwas  grösserer  Teil 
derselben.  Gleiches  gilt  für  die  übrigen  Halbkreise.  Es  geht  daraus  her- 
Tor,  dass  kleine  Teile  der  Mantelfläche  in  der  Abbildung,  welche  nahe  an 
der  Abbildung  der  Hintergrundsebene  liegen,  nicht  sichtbar  sind.  Nun  soll 
das  Relief  nur  vom  Augenpunkte  aus  betrachtet  werden,  wenn  man  den 
richtigen  Eindruck  gewinnen  will,  und  da  ist  denn  offenbar  unnötig,  nicht 
sichtbare  Flächen  darzustellen.  Dies  mag  der  Grund  sein,  dass  man  in  sol- 
chem Falle  wie  oben  als  Annäherung  nicht  selten  den  Halbkreis  durch  eine 
halbe  ElUpse  dargestellt  findet.  Ein  derartiges  Verfahren  ist  aber  gerecht- 
fertigt, wenn  man  den  Augenpunkt  in  unendlicher  Entfernung  von  der  Front- 
ebene annimmt,  wodurch  man  Abbildungen  erhält,  welche  das  räumliche 
Analogon  zu  den  geraden  Projektionen  der  Darstellenden  Geometrie  bilden. 

16)  Abbildung  bei  der  Annahme  paralleler  Sehstrahlen. 

Es  sei  wie  früher  FF»   (Fig.  132)    die  Frontebene,  HH^  die  Hinter- 
grundsebene, BC  die  Abbildung  der  letzteren.     Soll  ein  Punkt  a  abgebildet 
werden,  so  legen  wir  durch  a  eine 
beUebige  Gerade  bc.    Durch  c  ziehen 
wir  den  Sehstrahl  ce  senkrecht  zur 
Frontfläche,    derselbe   schneidet  BG 
in  der  Abbildung  c'  des  Punktes  c 
und  nun  erhält  man  in  bc   die  Ab- 
bildung der  Geraden  bc.     Durch  a 
ziehen   wir   ebenfalls   den  Sehstrahl 
senkrecht  zur  Frontebene,  dann  schnei- 
det dieser  bc'  in  der  gesuchten  Ab-    «» 
bildung  a'  des  Punktes  a.    Trifft  aa' 
die  Frontebene  in  a",  so  folgt: 
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d.  h.  der  Abstand  der  Abbildung  eines  Punktes  a  Ton  der  Frontebene  ver- 
hält sich  zum  Abstand  des  Pimktes  a  von  derselben  Ebene,  wie  die  Tiefe  des 
Cildraumes  zur  Tiefe  des  abgebildeten  Raumes.  Hiemach  lässt  sich  jede 
derartige  Abbildung  leicht  konstruieren.  Bemerkenswert  ist  noch,  dass  die 
Projektion  der  Abbildung  auf  der  Frontebene  mit  der  Projektion,  des  abzu- 
bildenden Gegenstandes  zusammenfallt. 

17)  Die  Abbildung  eines  auf  der  Horizontalebene  liegenden  und  eines 
stehenden  Cylinders  ist  hiemach  in  Fig.  133  dargestellt,  und  zwar  durch 
den  Grundriss  und  die  Vertikalprojektion  des  Reliefe. 
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Der  Grundriss  C  des  auf  der  Horizontalebene  liegenden  Cylinders  ist 
das  Rechteck  ab  cd.  Ist  nun  FF'  die  Horizontalprojektion  der  Frontebene. 
FM  die  Tiefe  des  Bildraumes,  HH'  die  mit  der  Achse  OX  zusammenfallende 
Projektion    der  Hintergrundsebene,    so   findet  man  die  Abbildung   von  cd 

z.  B.,  wenn  man  die  letztere 
bis  g  und  f  verlängert.  Durch 
f  ziehen  wir  den  Sehstrahl  ff 
senkrecht  zur  Frontebene  Die 
Abbildung  f  von  f  hegt  dann 
in  der  Abbildung  MN  der 
Hintergrundsebene  und  gf  ist 
nun  die  Abbildung  von  gf. 
Ziehen  wir  noch  die  Seh- 
strahlen dd'  und  cc'  parallel 
ff,  so  schneiden  dieselben  auf 
gf  die  gesuchte  Abbildung 
c'd'  ab. 

Um  die  Abbildung  des 
Grundkreises  des  Cylinders  B 
zu  finden,  bestimmen  wir  die 
Achsen  der  ElUpse,  welche 
die  Abbildung  dieses  Kreises 
ist.  Wir  ziehen  den  Durch- 
messer ik  parallel  und  den 
Durchmesser  ml  senkrecht  zur 
Frontebene;  legen  durch  die 
Endpunkte  k  und  1  die  Ge- 
rade qr  und  bestimmen  deren 
Abbildung  qr .  Durch  die  zur  Frontfläche  senkrechten  Strahlen  kk'  und  11', 
ergeben  sich  alsdann  die  Abbildungen  k'  und  1'  der  Punkte  k  und  1.  Femer 
ziehen  wir  i'k'  parallel  zur  Frontfläche  und  machen  alsdann  i'n'  =  k'n'; 
m'n'  =  n'l',  dann  sind  i'k'  und  m'l'  die  Hauptachsen  der  gesuchten  ElUpse, 
welche  man  nun  nach  (IV,  5,  I.  Teil)  mit  Hilfe  eines  Papierstreifens  leicht 
zeichnen  kann. 

Bei  der  Darstellung  eines  Reliefs  unter  Annahme  paralleler  Sehstrahlen 
verschwinden  die  Verkürzungen  an  allen  Linien,  welche  parallel  zur  Front- 
ebene  sind.  Es  dürfte  sich  deshalb  dies  Verfahren  hauptsächlich  für  gerin- 
gere Tiefen  des  Bildraumes  wie  des  abzubildenden  Raumes  eignen. 

18)  Man  begegnet  häufig  Reliefdarstellungen,  welchen  scheinbar  die 
Annahme  paralleler  Sehstrahlen  zu  Gninde  gelegen  hat.  Selten  macht  man 
jedoch  die  Wahrnehmung,  dass  der  Künstler  sich  über  die  Gnmdsätze  voU- 
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ständig  klar  ist,  nach  welchen  dieselben  gebildet  sein  müssen.  So  z.  B. 
findet  man  vielfach  bei  den  Eeliefdarstellungen  runder  Vasen  die  hori- 
zontalen Kreise  durch  ebenfalls  horizontal  liegende  Ellipsen  dargestellt;  nur 
beim  Sockel  pflegt  der  Künstler  dann  plötzlich  abzuweichen  und  die  Kreise 
an  dem  letzteren  durch  sehr  schräg  hegende  EUipsen  abzubilden  u.  s.  f. 

Noch  mag  erwähnt  werden,  dass  Portraits,  welche  im  ReUef  dargestellt 
sind,  meistens  den  Eindruck  machen,  als  habe  denselben  die  Annahme  pa- 
ralleler Sehstrahlen  zu  Grunde  gelegen.  Dass  hier  von  Konstruktion  keine 
Rede  mehr  sein  kann,  ist  selbstverständUch.  Dennoch  wird  man  beim  auf- 
merksamen Betrachten  die  Wahrnehmung  machen,  als  habe  der  Künstler 
nur  die  senkrecht  zur  Frontebene  stehenden  Dimensionen  entsprechend  ver- 
kleinert, während  die  mit  der  Frontfläche  parallelen  Dimensionen  xmverändert 
geblieben  sind. 

ReUefs,  welche  eine  bedeutende  Längenausdehnung  besitzen,  wie  z.  B. 
die  auf  fortlaufenden  Friesen  vorkommenden  Darstellungen,  können  nicht 
unter  Voraussetzung  eines  Augenpunktes  hergestellt  werden.  Häufig  wird 
ja  auch  der  Fries  zur  künstlerischen  Darstellung  einer  Reihe  von  aufeinander- 
folgenden, zeitiich  oder  räumUch  getrennten  Ereignissen  benutzt  Hiemach 
würde  jede  Gruppe  ihren  eigenen  Augenpunkt  erfordern;  oder  man  müsste, 
was  einem  solchen  Fries  einen  einheitUcheren  Charakter  verleihen  würde, 
parallele  Sehstrahlen  annehmen.  Es  würde  nicht  notwendig  sein,  die  letzteren 
senkrecht  zur  Frontfläche  anzunehmen,  besonders  dann  nicht,  wenn  das  Re- 
Uef sich  hoch  über  dem  Beschauer  befindet. 
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Vorwort. 


Der  vierte  und  letzte  Teil  des  vorliegenden  Werkes  enthält  die  Kol- 
lineationen  ebener  und  räumlicher  Gebilde,  femer  die  Elemente  der  projek- 
tivischen  Geometrie  und  zum  Schluss  eine  Reihe  von  Anwendungen  des 
Princips  der  reciproken  Radien.  Nützlich  ist  auch  beim  Studium  dieser 
Teile  der  neueren  Geometrie  die  graphische  Darstellung  der  Lösung  und 
wir  empfehlen  deshalb  dem  Anfänger  dringend  die  von  früh^  bekannte  Dar- 
stellungsweise durch  Grundriss  und  Aufiiss,  wo  sie  angebracht  ist,  auszu- 
führen. 

Es  wird  nicht  unzweckmässig  sein,  darauf  aufinerksam  zu  machen,  dass 
der  Zeichner  gerade  in  diesem  Teile  der  darstellenden  Geometrie  häufiger 
gewissen  Schwierigkeiten  bei  der  Ausfuhrung  der  Zeichnungen  begegnet,  die 
darin  bestehen,  dass  zu  bestimmende  Punkte,  welche  sich  ja  stets  als  Durch- 
schnitte von  Geraden  oder  Kreisen  ergeben,  undeuthch  werden,  sobald  die 
Bestimmungsstücke  unter  sehr  spitzem  Winkel  zusammentreffen. 

Wie  man  in  derartigen  Fällen  genauere  Resultate  erzielen  kann,  mögen 
folgende  Beispiele  zeigen. 

a.  Um  den  Durchschnittspunkt  zweier  unter  sehr  spitzem  Winkel  zu- 
sammentreffenden Geraden  AB  und  CD, 
welcher  in  der  Zeichnung  undeutlich  er- 
scheint, schärfer  zu  bestimmen,  ziehen 
wir  zwei  parallele  Geraden  MN  und 
PQ  am  zweckmässigsten  zu  beiden  Sei- 
ten des  Durchschnittes;  tragen  nun  den 
Abschnitt  AC  mehremale,  z.  B.  dreimal 
nach  CE,  und  BD  ebenso  dreimal  nach 
DF,  dann  geht  die  Gerade  EF  ebenfalls  durch  den  gesuchten  Punkt  M. 

.  b.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  A  auf  dem 
Umfang  eines  Bj*eises  ist  eine  Sekante  AB  ge- 
zogen, welche  vom  Kreis  einen  sehr  kleinen  Bogen 
abschneidet.  In  diesem  Falle  erscheint  der  zweite 
Schnittpunkt  B  nicht  scharf  genug  bestimmt.  Um 
die  Lage  desselben  genauer  zu  bezeichnen,  fällen 
wir  vom  Mittelpunkt  C  des  Kreises  die  Senkrechte  CD  auf  AB  und  machen 
BD  =  AD,  dann  ist  B  der  gesuchte  Punkt. 
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c.    Die  Verbindungslinie  zweier  nahe  bei  einander  liegenden  Punkte  A 
und  B  eines  Kreises  soll  verlängert  werden. 

Wir  machen  AC  =  BD    und   ziehen 
■^     ■  "^^""""^  die  Sehne  CD,  welche  mit  AB  parallel  ist 

Dadurch,  dass  man  durch  A  oder  B  eine 
Parallele  zu  der  längeren  Sehne  CD  zieht, 
wird  nun  die  Verlängerung  von  AB  sicherer 
bestimmt. 
Dasselbe  Ver£BLhren  ist  anwendbar,  wenn  zu  einer  sehr  kurzen  durch 

ihre  Endpunkte  gegebenen  Sehne  eine  Pa- 
rallele zu  ziehen  ist. 

Soll    man    durch    A    eine    Tangente 
ziehen,  so  mache  man  AB  =  AC,  dann  ist 
die  gesuchte  Tangente  der  Sehne  BC  pa- 
rallel.     Diese    Konstruktion    ist    nützlich, 
wenn  der  Mittelpunkt  des  Kreises  nicht  zugänglich  ist. 

d.  Die  Durchschnittspunkte  einer  Geraden 
AB  mit  einem  Kreise  k  näher  zu  bestimmen, 
wenn  beide  unter  sehr  spitzem  Winkel  zusammen- 
treffen. 

Man  ziehe  eine  Tangente  DE  an  k  und 
trage  die  Strecke  vom  Berührungspunkt  D  bis 
zum  Schnittpunkt  F  nach  EF  und  ziehe  EG  J_DE. 
Zeichnet  man  um  G  als  Mittelpunkt  mit  dem 
Halbmesser  EG  einen  Kreis,  so  geht  derselbe 
durch  die  gesuchten  Schnittpunkte  P  und  Q.  Es 
ist  nämlich  AB  die  Chordale  der  beiden  sich 
schneidenden  Kreise. 

e.  Die  Schnittpunkte  zweier  Kreise 
k^  und  kj  zu  finden,  welche  unter  sehr 
spitzem  Winkel  zusammentreffen. 

Wir  bestimmen  die  Berührungspunkte 
C  und  D  der  gemeinschaftlichen  Tangente 
beider  Kreise.  Durch  die  Mitte  E  zwischen 
C  und  D  geht  die  Chordale  der  Kreise, 
durch  diese  werden  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte P  und  Q  genauer  bestimmt.  Er- 
scheinen dieselben  auch  hierdurch  noch  nicht  deutlich  genug,  so  kann  man 
noch  das  in  d)  gezeigte  Verfahren  anwenden. 
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A.  Kollineation  ebener  Gebilde« 

1)  Es  sei  ABCDE  (Fig.  1)  ein  Vieleck  und  MN  eine  Gerade,  welche 
beide  in  der  ersten  Projektionsebene  liegen.  Wir  wollen  das  Vieleck  um 
die  zur  Achse  OX  senkrecht  stehende  Gerade  MN  drehen,  und  nach  der 
Drehung  um  einen  ge- 
gebenen Winkel  a  die  Pro- 
jektion des  Vielecks  auf 
der  ersten  Projektions- 
ebene bestimmen. 

Ist  XMBj  =  a  der 
Drehungswinkel,  so  finden 
wir  (nach  HI,  39, 1.  Teil) 
AiBjCiDiEi  als  Projek-  ^ 
tion  der  neuen  Lage  des 
Vielecks.  Verlängern  wir 
nun  die  Seite  AB,  bis 
dieselbe  MN  in  K  schnei- 
det, so  wird  K  während 
der  Drehung  an  der  Stelle 
bleiben.  Folglich  muss  die 
Seite  AB  sowohl  als  auch 
ihre  Projektion  AjB^  ver- 
längert durch  K  gehen.  Das 
Gleiche  gilt  für  jede  andere 
Seite  und  deren  Projek- 
tion nachder  Drehung.  Die 
beiden  Vielecke  ABCDE 
und  AiBiCiDjEi  haben 
daher  die  EigentümUchkeit,  dass  die  Ecken  paarweise  auf  parallelen  Geraden 
liegen  und  die  Seiten  der  beiden  Figuren  sich  paarweise  in  Punkten  schneiden^ 
welche  auf  derselben  Geraden  hegen. 

Schlotke,  Darstellende  Oeometrie.   lY.  1 


Fig.  1. 


2  I*  Abschnitt. 

Diese  Betrachtung  fuhrt  leicht  zur  Lösung  der  folgenden  Aufgabe:  Die 
in  der  Zeichenfläche  liegende  Figur  ABCDE  (Fig.  2)  soll  um  eine  eben- 
falls in  P  liegende  Gerade  MN  gedreht  werden.  Man  soll  die  Projektion 
der  gedrehten  Figur  zeichnen,  wenn  die  Lage  der  Projjektion  A^  eines  Eck- 
punktes nach  der  Drehung  gegeben  ist. 


Aufl.  Da  die  Ebene  des  Kreises,  welchen  A  bei  der  Drehung  be- 
schreibt, senkrecht  zu  MN,  also  auch  senkrecht  zu  P  steht,  so  ist  die  Gre- 
rade  AA^  senkrecht  zu  MN,  und  die  gesuchten  Projektionen  aller  übrigen 
Ecken  liegen  auf  Geraden,  welche  durch  6,  C  .  .  gehen  und  parallel  zu 
AAj  sind.  Wir  verlängern  nun  AB  bis  zum  Durchschnitt  K  mit  MN, 
dann  ist  nach  dem  vorigen  A^K  die  Projektion  der  Geraden  AK  nach  der 
Drehung.  Hierdurch  ergiebt  sich  der  Punkt  B^^.  Verlängern  wir  ebenso 
BC  bis  J,  dann  liegt  auf  B^J  die  Projektion  C^  des  Punktes  C  nach  der 
Drehung  u.  s.  f.  Es  ist  bemerkenswert,  dass  zu  dieser  Lösung  weder  eine 
zweite  Projektion  noch  der  Drehungswinkel  unmittelbar  benutzt  werden. 

2)  Dieselbe  Beziehung  zwischen  zwei  Vielecken  erhalten  wir  aus  einer 
anderen  Aufgabe  der  elementaren  darstellenden  Geometrie.  Es  seien  Q| 
und  Q2  die  beiden  Projektionen  eines  Primas  (Fig.  3),  welches  mit  der 
Grundfläche  ABCDE  auf  der  ersten  Projektionsebene  steht.  MN  und  RN 
seien   die  Spuren   einer   zur   zweiten  Projektionsebene   senkrechten  Ebene, 
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so  dass  MN  J|_OX.  A|BiCiD|Ei  sei  die  auf  bekannte  Weise  ennittelte 
erste  Projektion  des  Durchschnittes.  Denken  wir  uns  die  Seitenfläche 
äBBjA]  erweitert,  dann  trifft  sie  MN  in  einem  Punkte  L,  durch  welchen 
auch  AB  und  A^Bj  gehen«  Es  sind  nämlich  MN,  AB  und  A,Bj  die  Durch- 
schnittslinien  von  drei  Ebenen,   welche  nach  einem  bekannten  Satze  der 


Stereometrie  in  einem  Punkte  zusammentreffen.  Ebenso  schneiden  sich  BC 
und  B|C|  in  einem  Punkte  K  der  Spur  MN  u.  s.  f.  Wir  sehen  also,  dass 
die  Grundfläche  ABCDE  und  die  Projektion  A,B|C|DiEi  eines  ebenen 
Schnittes  des  Prismas  dieselbe  wie  in  1)  gefundene  Beziehung  zu  einander 
haben,  nur  dass  der  letzte  Fall  sich  auch  auf  eine  beliebige  Richtung  der 
parallelen  Geraden  AA|,  BB^  u.  s.  f.  gegen  die  Gerade  MN  anwenden  lässt. 

Man  löse  hiemach  die  Aufgabe:  Die  Projektion  A^BiCiDiEi  des  Durch- 
schnittes einer  Ebene,  deren  erste  Spur  MN  gegeben  ist,  mit  dem  Prisma 
zu  finden,  wenn  ein  Punkt  z.  B.  A|  der  Projektion  schon  bekannt  ist. 

3)  Den  allgemeinsten'  Fall,  welcher  die  beiden  vorigen  als  besondere 
Fälle  einschliesst,  erhalten  wir  aus  der  folgenden  Aufgabe  der  darstellenden 
Geometrie: 

Den  Durchschnitt  einer  Ebene  mit  einer  Pyramide  zu  finden  (Fig.  4). 
Wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  Pyramide  dreiseitig  ist  und 
ihre  Grundfläche  ABC  in  der  ersten  Projektionsebene  liegt.  ML  sei  die 
erste  Spm*  der  Schnittebene.     Auch  in  diesem  Falle  müssen  zwei  zwischen 

1* 
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denselben  Kanten  der  Pyramide  liegende  Seiten  der  Grundfläche  und  des 
gesuchten  Schnittes,  z.  B.  AB  und  A^B^  in  einem  Punkte  K  der  Spur  zu- 
sammentreiFen.  Es  sind  nämUch  AB,  A^B^  und  die  Spur  ML  die  Durch- 
schnittslinien Yon  drei  Ebenen.  Dasselbe  gilt  für  die  anderen  Seitenpaare  der 
beiden  Dreiecke.     Man  sieht,  dass  man  die  in  1)  und  2)  gefundenen  Be- 


ug. 4. 

Ziehungen  erhält,  wenn  in  Fig.  4  die  Spitze  S  in  unendliche  Entfernung 
verlegt  wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  der  wichtige  Satz: 

4)  Liegen  die  Ecken  zweier  in  derselben  Ebene  enthaltenen  Dreiecke 
ABC  und  AiB^Ci  auf  drei  Strahlen,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  so 
treffen  sich  je  zwei  zwischen  denselben  Strahlen  hegende  Dreiecksseiten,  wie 
z.  B.  AB  und  A^B^  u.  s.  f.  in  Punkten  ein  und  derselben  Geraden  ML. 
Man  kann  nändich  zwei  solche  Dreiecke  stets  als  die  Projektionen  zweier 
ebenen  Schnitte  eines  pyramidalen  Raumes  ansehen,  fiir  welche  der  Satz 
oben  bewiesen  ist. 

5)  Wenn  zwei  Dreiecke  ABC  und  A^BjCi  (Fig.  4)  in  einer  Ebene  eine 
solche  Lage  haben,  dass  die  Paare  der  Seiten  AB,  A^B^,  BC,  BjCj,  AC, 
AjCi  in  drei  Punkten  E,  L,  M  derselben  Geraden  g  zusammentreffen,  so 
gehen  die  Verbindungslinien  der  Punkte  A  und  A^,  B  und  B^,  C  und  C, 
durch  einen  Punkt  S.  Man  kann  nämhch  ABC  und  AiB^Cj  als  die  Pro- 
jektionen zweier  in  verschiedenen  Ebenen  liegenden  Dreiecke  imd  g  als  die 
Projektion  der  SchnitÜinie  beider  Ebenen  ansehen.  Da  nmi  AB  und  A^B, 
sich  in  K  treffen,  ebenso  BC  und  BjC^  in  L,  AC  und  AjCi  in  M,  so  kann 
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man  durch  je  eines  der  Paare  der  Dreiecksseiten  eine  Ebene  legen.  Die 
drei  auf  solche  Weise  erhaltenen  Ebenen  bilden  aber  die  Seitenflächen  eines 
dreiseitigen  pyramidalen  Raumes  und  die  Geraden  AA^,  BB^,  CC|  sind  die 
Projektionen  der  Kanten  desselben.  Folghch  treffen  sich  diese  Geraden  in 
einem  Punkte  S,  welcher  die  Projektion  der  Spitze  des  pyramidalen  Baumes 
darstellt. 

6)  Die  in  4)  und  5)  gefundenen  Sätze  gelten  nicht  ohne  weiteres  fiir 
zwei  beliebige  Vielecke,  deren  Ecken  auf  Strahlen  liegen,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen.  Sind  aber  diese  Vielecke  ABCDE,  AiBiC^DiEi  (Fig.  5)  die 
Projektionen  zweier  ebenen  Schnitte  eines  pyramidalen  Raumes,  dann  treffen 
sich  die  entsprechenden  Paare  der  Seiten  der  Vielecke  wieder  in  Punkten, 
welche  auf  der  Projektion  der  Schnittlinie  MN  der  beiden  Ebenen  liegen» 

Werden  zwei  Seitenflächen 
des  pyramidalen  Raumes  er- 
weitert, z.  B.  diejenigen,  deren 
Projektionen  die  Dreiecke  AES 
und  BGS  sind,  so  treffen  sich 
dieselben  in  einer  Geraden, 
deren  Projektion  FS  durch 
den  Schnittpunkt  F  der  Seiten 
BC  und  AE  sowohl,  als  auch 
durch  den  Schnittpunkt  Fj 
von  BjCi  und  AjE^  und  durch 
S  geht.  Dasselbe  gilt  für  je 
zwei  andere  entsprechende 
Seitenpaare. 

7)  Wenn  die  Eckpunkte 
zweier  in  derselben  Ebene  lie- 
genden Vielecke  ABCDE  und 
AiBiCiDjE,  (Fig.  6)  paar- 
weise auf  Strahlen  liegen, 
welche  durch  einen  festen 
Punkt  gehen,  so  sollen  die- 
selben einander  entsprechende  Figuren  genannt  werden.  Je  zwei  auf  dem- 
selben Strahle  liegende  Eckpunkte  wie  A  und  A^  oder  B  und  B^  .  .  .  heissen 
einander  entsprechende  Punkte;  je  zwei  Seiten,  welche  zwischen  denselben 
Strahlen  liegen,  wie  z.  B.  AB  und  A^B^  werden  entsprechende  Seiten  der 
Figuren  genannt. 

8)  Liegen  bei  zwei  einander  entsprechenden  Figuren  die  Schnittpunkte 
je  zweier  Seiten  der  einen  mit  den  Schnittpunkten  der  ihnen  entsprechenden 
Seiten  der  anderen  Figur  auf  Strahlen,  welche  durch  einen  Punkt  S  gehen, 
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SO  schneiden  sich  alle  Paare  entsprechender  Geraden  in  Punkten,  welche 
liuf  einer  Geraden  liegen. 

Umgekehrt: 

Wenn  die  Durchschnittspunkte  von  je  zwei  entsprechenden  Geraden 
zweier  entsprechenden  Figuren  auf  einer  Geraden  liegen,  so  gehen  die 
VerbindungsUnien  von  je  zwei  entsprechenden  Punkten  durch  einen  festen 
Punkt. 

Zum  Beweise  des  ersten  Satzes  betrachten  wir  drei  Seiten  AB,  BC  und 
AE  der  einen  Figm*  und  die  entsprechenden  Seiten  AjBj,  BjC,,  AyE^  der 
anderen  Figur.  Nach  Voraussetzung  liegen  die  Ecken  der  von  diesen  Ge- 
raden gebildeten  beiden  Dreiecke  ABF  und  AiB^Fj  auf  drei  Strahlen,, 
welche  durch  einen  Punkt  S  gehen ;  folgHch  schneiden  sich  die  entsprechen- 
den Seitenpaare  AB,  A^B,,  BC,  BjC,,  AE,  AjE^  in  drei  Punkten  K  bez. 
L  und  0,  welche  auf  einer  Geraden  MN  liegen.  Ebenso  bilden  die  Paare 
der  entsprechenden  Seiten  AB,  BC,  CD  und  A^B^,  BjCj,  CjDj  zwei  ent- 
sprechende Dreiecke;  die  Schnittpunkte  je  zwei  entsprechender  Seiten  liegen 
deshalb  wieder  auf  einer  Geraden,  welche  aber  mit  MN  zusammenfällt,  weil 
sie  zwei  Punkte,  nämhch  den  Schnittpunkt  von  AB  und  AjB^  und  denjenigen 
von  BC  und  B^C^  mit  MN  gemeinschaftlich  hat  u.  s.  f. 

Der  Beweis  des  zweiten  Satzes  ergiebt  sich  leicht  mit  Hülfe  von  5). 

9)  Zwei  Figuren,  welche  die  in  8)  angegebenen  Eigenschaften  haben,, 
werden  kollineare  Figuren  genannt.  Die  Gerade,  auf  welcher  je  zwei 
entsprechende  Seiten  solcher  Figuren  zusammentreffen,  heisst  die  KoUinea- 
tionsachse  und  der  feste  Punkt,  durch  welchen  die  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  gehen,  wird  das  Kollineationscentrum  genannt.  Aus  6) 
folgt  nun,  dass  man  kollineare  Figuren  stets  als  die  Projektionen  von  ebenen 
Schnitten  eines  pyramidalen  Raumes  (oder  wenn  das  Projektionscentrum  un- 
endUch  fem  liegt,  als  Schnitte  eines  prismatischen  Raumes)  ansehen  kann. 
Wir  wollen  nun  weiter  noch  zeigen,  dass  die  in  einer  Ebene  liegenden  Pro- 
jektionen derselben  ebenen  Figur  aus  zwei  verschiedenen  Mittelpunkten  eben- 
falls kollinear  sind. 

Es  sei  AB  CD  (Fig.  6)  eine  in  der  Ebene  E^  liegende  Figur,  welche 
von  den  beiden  Punkten  Sj  und  Sg  aus  auf  eine  andere  Ebene  E  projiciert 
werden  soll.  Die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  sei  MN  und  die  durch 
Si  imd  S,  gehende  Gerade  treffe  E  und  E^  in  den  Punkten  S  bez.  S'. 
Ziehen  wir  die  projicierenden  Strahlen  S^A  und  SgA,  so  kann  durch  diese 
eine  Ebene  gelegt  werden,  welche  Ej  in  S'A  schneidet  Verlängern  wir 
letztere,  bis  sie  MN  in  a  trifft,  so  ist  Sa  die  Schnittlinie  der  durch  S,A 
und  SgA  gelegten  Ebene  mit  E.  Sa  wird  nun  von  den  projicierenden 
Strahlen  in  A^  und  Aj  getroffen,  folglich  sind  diese  Punkte  die  Projektionen 
von  A  auf  E.    In  gleicher  Weise  ergeben  sich  B^  und  B^  als  Projektionen 
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von  B  u.  s.  f.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  beiden  Projektionen  AiB^CiDi 
und  AgB^G^D,  zunächst  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Punkte  A^  und 
A^y  femer  Bj  und  B,  u.  s.  f.  auf  Strahlen  liegen,  welche  durch  einen  festen 
Punkt  S  gehen.    Femer  schneidet  die  Ebene  S^AB  die  Ebenen  E^  und  E 
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in  den  Geraden  AB  bez.  A^B^,  welche  in  einem  Punkte  K  auf  MN  zu- 
sammentreffen. Ebenso  müssen  AB  und  A^B,  als  Durchschnittslinien  der 
Ebene  S^AB  mit  E^  und  E  auf  MN  sich  schneiden,  und  dies  kann  wiederum  ' 
nur  in  K  geschehen.  Folglich  treffen  auch  A^B^  und  A^B^  in  dem  Punkte 
K  der  Geraden  MN  zusammen.  Da  dasselbe  fiir  je  zwei  andere  entsprechende 
Seiten  der  beiden  Projektionen  nachgewiesen  werden  kann,  so  folgt  hieraus, 
dass  A^B^GiDi  und  A^BgCgDn  kollinear  sind. 

Betrachten  wir  einen  behebigen  Punkt  G^  der  Ebene  E,  welcher  nicht 
auf  einer  Seite  der  Figur  AiBiC^Di  hegt,  dennoch  als  zu  dieser  gehörig, 
so  können  wir  leicht  den  Gj  entsprechenden  Punkt  G,  der  Figur  A^B^C^Dg 
bestimmen.  Wir  projideren  G^  von  S^  aus  auf  Ej.  Durch  den  Strahl 
GjSj  und  durch  S^S,  legen  wir  eine  Ebene,  welche  E  in  der  durch  Gi 
gehenden  Geraden  S5  und  die  Ebene  E^  in  S'5  schneidet.     FolgUch  triffi 
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GjSi  die  Ebene  E^  in  dem  auf  S'^  liegenden  Punkte  G,  der  Projektion  des 
Punktes  G^.  Durch  S,  ziehen  wir  nun  den  Strahl  S^G;  derselbe  trüft  in 
Gj  (auf  S^)  die  Ebene  E.  Dann  ist  G,  der  dem  G^  entsprechende  Punkt 
Verbinden  wir  G^  und  G^  mit  zwei  entsprechenden  Eckpunkten  z.  B.  mit 
Bi  bez.  B„  so  treffen  auch  diese  Geraden  aus  gleichen  Gründen  wie  oben 
in  demselben  Punkte  L  der  Geraden  MN  zusammen. 

10)  Wir  haben  in  dem  Vorhergehenden  absichtlich  durch  Beispiele  aus 
der  elementaren  darstellenden  Geometrie  den  Begriff  der  EolUneation  von 
Figuren y  welche  in  einer  Ebene  liegen,  deutlich  zu  machen  gesucht  und 
können  jetzt  folgende  allgemeinste  Erklärung  au&tellen: 

Zwei  Systeme  von  geraden  Linien  und  Punkten,  welche  in  derselben 
Ebene  liegen  und  einander  derart  entsprechen,  dass  in  derselben  Reihen- 
folge die  Punkte  des  einen  mit  den  Punkten  des  anderen,  und  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  Geraden  des  einen  mit  den  Schnittpunkten  je  zweier  Ge- 
raden des  anderen  auf  Strahlen  hegen,  welche  durch  einen  festen  Punkt 
gehen,  sind  kolUnear.  Entsprechende  Geraden  beider  Systeme  (d.  h.  die 
Verbindungslinien  zweier  Punkte  des  einen  und  diejenige  der  entsprechenden 
Punkte  des  anderen  Systems)  treffen  sich  auf  einer  festen  Geraden,  der 
Kollineationsachse.     Ist  deshalb  eine  Gerade  des  einen  Systems  parallel  zu 

dieser  Achse,  so  ist  das- 
Sa  selbe  mit  der  entspre- 

chenden Geraden  des 
anderen  Systems  der 
FaU. 

Aufgaben. 
11)  Gegeben  das 
KoUineationscentrum  S 
(Fig.  7),  die  Kollinea- 
tionsachse 0,  das  Vier- 
eck A  B  G  D  und  ein 
Punkt  Ai,  welcher  auf 
dem  Strahle  AS  liegt. 
Man  soll  die  zu  ABCD 
koUineare  Figur  kon- 
struieren, wenn  A^  der 
dem  Punkte  A  entspre- 
chende Punkt  der  neuen 
Fig.  7.  Figur  ist. 

Wir  verlängern  AB 
bis  zum  Durchschnitt  K  mit  der  Achse  0  und  ziehen  die  Gerade  AjK. 
Dann  sind  AK  und  A^K  entsprechende  Geraden.    Der  Strahl,  welcher  von 
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S  durch  B  gezogen  wird,  schneidet  A^K  in  B^,  welcher  dem  Punkte  B  ent- 
spricht u.  s.  f.  * 

Schneidet  die  gegebene  Figur  die  Achse  0,  so  gehören  die  Schnitt- 
punkte auch  der  kolUnearen  Figur  an  (s.  Fig.  8),  in  welcher  ABC  und 
A^  B^  Cj  kollineare  Dreiecke 
sind;  die  letzteren  werden  von 
der  Achse  0  in  den  beiden 
gemeinschaftlichen  Punkten  D 
und  £  geschnitten.  Man  sieht 
leicht,  wie  AjBjCi  aus  ABC 
gefunden  wird,  wenn  ein  Eck- 
punkt z.  B.  Aj  des  gesuchten 
Dreiecks  gegeben  ist 

12)  Die  kollineare  Figur 
zu  einem  gegebenen  Kreise 
zu  finden,  wemi  das  Kollinea- 
tionscentrum,  die  Achse  und 
ein  Paar  entsprechender  Punkte 
z.  B.  A  imd  Ai  gegeben  sind 

(Fig.  9). 

Wir  ziehen  durch  A  eine 
beliebige  Sekante  AB  und  ver- 
längern dieselbe  bis  zum 
Durchschnitt  K  mit  der  Achse 
0.  Die  AK  entsprechende 
Gerade  des  anderen  Systems 
ist  AjK  und  diese  wird  von 
dem  Strahle  SB  in  dem  B 
entsprechenden  Punkte  B^  ge- 
troffen. Das  Paar  B  und  B^ 
kann  man  nun  in  gleicher 
Weise  zur  Bestimmung  eines 
neuen  Punktes  C^  der  kol- 
Unearen Figur  benutzen.  Zieht 
man  durch  A  die  Gerade  AD  parallel  zur  Achse  0,  so  geht  die  ent- 
sprechende Gerade  A^D^  durch  A^  und  dieselbe  ist  ebenfialls  parallel  zu  0, 
weil  sie  mit  AD  auf  |0 ,  in  dem  unendUchen  fernen  Punkte  zusammen- 
treffen muss. 

Wird  der  Strahl  AS  um  S  gedreht,  so  nahem  sich  A  und  A^  mehr 
und  mehr  den  Punkten  B  bez.  B|,  während  der  Schnittpunkt  K  der  beiden 
Geraden  AB  und  AjB^  sich  stets  auf  der  Kollineationsachse  bewegt.    Beim 


Fig.  9. 
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ZusammenfaUen  von  A  mit  B  und  A^  mit  Bj  gehen  diese  Geraden  in  die 
Tangenten  BL  und  B|L  über;  d.  h.  die  Tangenten  in  entsprechenden 
Punkten  der  beiden  koUinearen  Kurven  treffen  sich  ebenfalls  in  einem 
Punkte  der  Kollineationsachse.  Die  kollineare  Figur  zu  einer  Kurve  lässt 
sich  nur  pimktweise  konstruieren.  Kann  man  für  irgend  einen  Punkt  der 
gegebenen  Kiure  die  Tangente  bestimmen,  so  kann  man  dieselbe  auch  durch 
KolUneation  auf  die  entsprechende  Kurve  übertragen. 

Man  erkennt  hieraus  leicht,  wie  man  auch  die  kolUueare  Kurve  des 
Kreises   als  Einhüllende   ihrer  Tangenten   konstruieren   kann.     Man   ziehe 

durch  A  die  Tangente  AK  an 
den  gegebenen  Kreis  (Fig.  10) 
und  verbinde  den  Punkt  K, 
in  welchem  sie  die  Achse  O 
schneidet,  mit  A^,  dann  ist 
AjK  eine  Tangente  der  ge- 
suchten Kurve.  BL  sei  eine 
zweite  Tangente  des  Kreises, 
welche  A  K  in  N  trifft.  Durch 
den  Strahl  SN  erhält  man 
auf  AiK  den  N  entspre- 
chenden Punkt  Ni  und  LNj 
ist  daim  die  BL  entspre- 
chende Tangente,  deren  Be- 
rührungspunkt B|  auch  durch 
den  Strahl  BS  leicht  ge- 
funden wird.  Hiemach  ist 
in  Fig.  10  die  gesuchte  kol- 
lineare Figur  des  Kreises  durch 
eine  Reihe  von  Tangenten  anschauUch  gemacht. 

Der  mit  den  Elementen  der  darstellenden  Geometrie  Vertraute  wird 
in  beiden  Fällen  leicht  wieder  die  Übereinstimmung  der  oben  angegebenen 
Konstruktion  mit  derjenigen  des  Durchschnittes  einer  Ebene  mit  einem  Kegel 
erkennen.  Der  gegebene  Kreis  steUt  die  in  der  ersten  Projektionsebene  he- 
gende Grundfläche,  S  die  Projektion  der  Spitze  des  Kegels  und  0  die  erste 
Spur  der  Schnittebene  dar.  In  den  Figuren  9  und  10  ist  deshalb  die  kol- 
hneare  Figur  des  Kreises  eine  Ellipse. 

Fluchtpunkte.    Fluchtlinien. 

13)  Es  seien  AB  und  AB'  zwei  entsprechende  Geraden,  welche  sich 
in  dem  Punkte  A  der  Achse  0  treffen  (Fig.  1 1).  Zieht  man  einen  beliebigen 
Strahl  durch  das  Kollineationscentrum  S,  so  schneidet  derselbe  die  beiden 
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Fig.  11. 


Geraden  in  zwei  entsprechenden  Punkten  C  und  C'.  Derjenige  Strahl,  wel- 
cher parallel  zu  AB  durch  S  gezogen  wird,  triffl;  AB'  in  dem  Punkte  F, 
welcher  dem  unendlich  fernen  Pimkte  der  Geraden  AB  entspricht.  Sind 
nun  CD  und  CD  zwei  andere 
entsprechende  Geraden  der 
beiden  kolUnearen  Systeme 
und  ist  SG'  der  Parallelstrahl 
zu  CD,  so  trifft  dieser  CD 
in  dem  Punkte  G'.  Der  letztere 
entspricht  dem  unendlich  fer- 
nen Punkte  G  der  Geraden 
CD.  Legt  man  nun  durch 
die  beiden  Punkte  F'  und  G' 
die  Gerade  i',  so  ist  dieselbe 
parallel  zur  Achse  0.  Denn 
die  Ecken  der  Dreiecke  ACD 
und  KSG'  liegen  auf  Geraden, 
welche  durch  einen  Punkt  C 
gehen,  folglich  schneiden  sich 
die  Paare  entsprechender  Seiten  in  Punkten  einer  Geraden.  Weil  aber  zwei 
Seitenpaare  dieser  Dreiecke  parallel  sind,  so  liegt  jene  Gerade  unendlich 
fem,  folglich  liegt  auch  der  Schnittpunkt  des  dritten  Seitenpaares  (AD  und 
FG')  unendlich  fem,  d.  h.  die  Ge- 
raden sind  parallel.  -^ 

Die  Gerade  i'  ist  demnach  der 
Ort  derjenigen  Punkte  des  zweiten 
Systems,  welche  den  unendlich  fer- 
nen Punkten  aller  Geraden  des 
ersten  Systems  entsprechen.  Man 
nennt  dieselbe  die  Fluchtlinie  des 
zweiten  Systems,  F  und  G'  werden 
die  Fluchtpunkte  der  Geraden  AC 
bez.  CD  genannt.  Da  bei  der  Kol- 
lineation  einer  Geraden  des  einen 
Systems  wieder  eine  Gerade  im 
anderen  Systeme  entspricht,  so  kann 
man  auch  die  Annahme  machen, 
dass  die  unendlich  femen  Punkte 
aller  Geraden  eines  Systems  auf  einer  Graden  g  hegen,  welche  der  Flucht- 
linie 1  entspricht.  Die  Gerade  g  wird  dann  die  unendlich  ferne  Gerade  des 
Systems  genannt    Sind  ebenso  die  Strahlen  SF  imd  SG  (Fig.  12)  parallel 
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ZU  AC  bez.  CD,  so  schneiden  dieselben  AC  bez.  CD  in  den  Punkten  F 
und  G,  welche  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Geraden  AC  und  CD 
entsprechen.  Die  durch  F  und  G  gehende  Gerade  i  ist  aus  gleichen  Gründen 
wie  oben  parallel  zu  0;  sie  ist  die  Fluchtlinie  des  ersten  Systems. 

14)  Man  soll  zu  einem  gegebenen  Dreiecke  ABC  das  kolUneare  Drei- 
eck finden,  wenn  das  Kollineationscentrum  S,  die  Achse  0  und  die  Flucht- 
linie i'  gegeben  ist  (Fig.  13). 


Fig.  13. 

Wir  verlängern  AB  bis  D  und  ziehen  den  Strahl  SF'. parallel  zu  AB 
bis  zum  Durchschnitt  F'  mit  der  Fluchtlinie  i'.  Dann  ist  die  AB  ent- 
sprechende Gerade  der  Sichtung  nach  durch  F'  und  D  bestimmt.  Ihre 
Länge  ergiebt  sich  durch  die  beiden  Strahlen  SA  und  SB,  welche  auf  der 
Verlängerung  von  FD  die  AB  entsprechende  Strecke  A'B'  abschneiden. 
Ebenso  sind  B'C  und  A'C  nach  den  Punkten  G'  und  H'  der  Fluchtlinie  i' 
gerichtet,  in  welchen  die  zu  BC  und  AC  parallelen  Strahlen  SG'  und  SH' 
die  FluchtUnie  treffen. 

Ist  dagegen  statt  i'  die  Fluchtlinie  i  des  ersten  Systems  gegeben,  so 
konstruieren  wir  die  kollineare  Figur  des  Dreiecks  ABC  auf  folgende  Weise. 

Wir  verlängern  AB,  bis  sie  i  in  F  schneidet;  dann  ist  SF  der  Parallel- 
strahl zu  A'B'  (Fig.  14).  Da  aber  A'B'  mit  AB  in  einem  Punkte  der  Achse 
zusammentreffen  muss,  so  verlängern  wir  AB  bis  H  und  ziehen  HL'  parallel 
zu  SF.  Die  Strahlen  SA  tmd  SB  schneiden  auf  HL'  die  A  und  B  ent- 
sprechenden Punkte  A'  \md  B'  ab.    Ebenso  ziehen  wir'  durch  den  Punkt  J, 
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Fig.  14. 


in  welchem  BC  die  Kollineationsachse  trifEt,  die  Gerade  JK'  parallel  zu  S6; 
hierdurch  ergiebt  sich  die  Seite  B'C  und  damit  auch  A'C,  wodurch  die 
Aufgabe  gelöst  ist 

Wenn  die  Fluchtlinie 
i   das    gegebene  Dreieck 
ABC  schneidet  (Fig.  16), 
dann     entsprechen     den 
Schnittpunkten  D  und  £ 
unendlich    ferne    Punkte 
der     kollinearen     Figur. 
Sind  A',  B',  C  die  den 
Punkten   A,   B,    C   ent- 
sprechenden Punkte,  dann 
ist  A'C  II  SD;  B'C  |I  SE; 
A'  B'  II  S  F.      Gleichwohl 
ist  nicht  das  geschlossene 
Dreieck   A'B'C    die   ge- 
suchte  kollineare   Figur, 
sondern  die  von  den  Seiten 
A'B'  und  den  Verlängerungen  von 
X'C  und  B'C  eingeschlossene  un- 
endliche Fläche,  welche  in  Fig.  1 6 
mit  I  bezeichnet  ist,  und  zwar  ist 
diese    entsprechend    der    Fläche 
ABED.     Dem    Teüe   CDE    ent- 
spricht   die    ebenfalls   unendUche 
Fläche  II,    welche   zwischen   den 
Verlängerungen    der   Seiten  A'C 
und  B'C  nach  unten  liegt.     Be- 
wegt sich  ein  Punkt  M  innerhalb 
des  Dreiecks  ABC  aus  dem  Raum 
ABED  mittelst  Überschreitung  der 
Linie  DE  in  den  Baum  CDE,  so 
wird  der  entsprechende  Punkt  von 
I  nach  n  übergehen,  dieser  Über- 
gang   erfolgt  jedoch    im   Unend- 
lichen, d.  h.  wenn  M  die  Flucht- 
linie DE  erreicht,  so  fällt  der  ent- 
sprechende Punkt  in  die  imend- 
lich  ferne  Gerade,  welche  DE  ent- 
spricht Flg.  15. 
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Flg.  16. 


15)  Es  seien  i  und  i'  die  FluchtUnien,  0  die  Achse  und  S  das  Kol- 
lineationscentrum  (Fig.  16).    Ist  AB  eine  beliebige  Gerade  des  einen  Systems, 

folglich  B  ihr  Fluchtpunkt,  dann  ist  die 
AB  entsprechende  Gerade  AC  des  an- 
deren Systems  parallel  zu  dem  Strahl 
BS.  Femer  ist  C  der  Fluchtpunkt  von 
AC^  folglich  ist  auch  AB  parallel  zum 
Strahl  SC.  Hiemach  ist  AB  SC  ein 
Parallelogramm,  woraus  sich  noch  leicht 
ergiebt,  dass  der  Abstand  einer  der 
Fluchtlinien  vom  KoUineationscentrum 
gleich  dem  Abstand  der  anderen  Flucht- 
Uuie  von  der  Achse  0  ist. 
Aufgaben. 

16)  Es  sei  das  KolUneationscentrum  S,  die  Achse  0  und  die  Flucht- 
linie i'  gegeben.  Man  soll  die  dem  Quadrat  AB  CD  entsprechende  Figur 
zeichnen  (Fig.  17). 

Wir  verlängem  AB  und  CD  (welche  in  Fig.  17  senkrecht  zur  Achse 
0  angenommen  sind),  bis  sie  0  in  E  und  G  treffen.  Femer  ziehen  wir 
durch  S  einen  Strahl  parallel  zu  AB.  Derselbe  trifit  i'  in  dem  Punkte  F', 
welcher  dem  unendUch  fernen  Punkte  der  Geraden  AB  und  CD  entspricht. 

Hiemach  ergeben  sich  £F'  und 
GF'  als  die  AB  und  CD  ent- 
sprechenden  Geraden.  Die  den 
Eckpunkten  A,  B,  C  und  D  ent- 
sprechenden Punkte  A',  B',  C 
und  D'  könnte  man  durch  Strah- 
len von  S  nach  A,  B,  C  und  D 
erhalten.  Wir  bestimmen  die- 
selben aber  besser  mit  Hülfe  der 
beiden  Diagonalen  des  Quadrats. 
Die  letzteren  treflfen  die  Achse  O 
in  K  bez.  H;  sind  femer  SJ' 
und  SL'  parallel  zu  AC  bez. 
BD,  so  entsprechen  J'  und  1/ 
den  unendlichen  fernen  Punkten 
der  beiden  Diagonalen.  Den 
letzteren  entsprechen  demnadi 
die  Geraden  HL'  und  KJ',  wo- 
durch die  Eckpunkte  A',  B',  C,  D'  der  gesuchten  kollinearen  Figur  nun  be- 
stimmt sind. 
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Flg.  17. 
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Ist  statt  i  die  FluchÜinie  i  gegeben  (Figur  18),  dann  verlängern  wir 
AB  und  CD  bis  zu  ihren  Fluchtpunkten  J  bez.  E.  Die  AB  und  CD  ent- 
sprechenden Geraden  A'B'  und  CD'  gehen  durch  die  Schnittpunkte  E  und 
G  und  sind  bez.  parallel  den  Strahlen  S  J  und  SK.    Verlängern  wir  ebenso 


Flg.  18. 

AC  und  BD  bis  L  bez.  M,  dann  ist  die  AC  entsprechende  Gerade  A'C 
parallel  zum  Strahle  SL  und  sie  trifft  mit  AC  in  dem  Punkte  P  auf  der 
Achse  0  zusammen.  Hierdurch  ergeben  sich  die  Ecken  A'  und  C  u.  s.  f. 
Sind  AD  und  BC  parallel  zur  Achse,  so  ist  dasselbe  mit  den  entsprechen- 
den Seiten  A'D'  und  B'C  der  Fall. 

Anmerkung.  Man  erkennt  leicht  die  Übereinstimmong  der  in  Fig.  17  dargestellten 
Konstruktion  mit  derjenigen,  nach  welcher  die  Abbildung  des  Quadrats  AB  CD  in  der 
Linearperspektive  hergestellt  wird,  wenn  man  voraussetzt,  dass  F'  der  Hauptpunkt,  F'S 
die  Entfernung  des  Augenpunktes  von  der  Bildfläche  bedeutet,  und  das  abzubildende 
Quadrat  in  der  Ebene  liegt,  deren  Spur  0  und  Fluchtlinie  i'  ist  Noch  ist  bemerkens- 
wert, dass  die  zu  AB  CD  kollineare  Figur  in  Figur  17  wie  in  18  ohne  Benutzung  der 
durch  A,  B,  C  und  D  gehenden  Kollineationsstrahlen  gefunden  ist. 

17)  Gegeben  das  Kollineationscentrum  S  und  die  beiden  Fluchtlinien 
i  und  i'.  Man  soll  zu  einer  gegebenen  Figur  ABC  .  . .  die  kollineare  Figur 
A'B'C  .  .  .  konstruieren. 

18)  Die  Achse  0,  eine  Fluchtlinie  und  ein  Paar  entsprechender  Punkte 
sind  gegeben.  Man  soll  zu  einer  gegebenen  Figur  ABC  .  .  die  kollineare 
Figur  finden. 

19)  Zu  einem  gegebenen  Kreise  P  die  kollineare  Figur  zu  konstruieren, 
\¥enn  das  Kollineationscentrum  S,  die  Achse  0  und  die  der  gesuchten  Figur 
zugehörige  Fluchtlinie  i'  gegeben  sind  (Fig.  19). 
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Wir  ziehen  einen  beliebigen  Durchmesser  AB  bis  zum  Durdisdmitt  C 
mit  der  Achse  0  und  bestünmen  durch  den  zu  AB  parallelen  Strahl  SF' 
den  Fluchtpunkt  F',  dann  ist  CF'  die  CA  entsprechende  Gerade,  auf  wel- 
cher  durch  •die    Strahlen   AS 
*^  und  BS   die    den   Punkten  A 

und  B  entsprechenden  Punkte 
A'  und  B'  bestimmt  werden. 
Durch  MS  ergiebt  sich  auch 
noch  der  dem  Mittelpunkte  M 
entsprechende  Punkt  M'.  Zieht 
man  einen  anderen  Durchmesser 
DE  und  verlängert  denselben 
bis  G,  so  geht  die  DE  ent- 
sprechende Gerade  durch  G 
und  M'  und  die  D  und  E  ent- 
sprechenden  Pimkte  D'  und  E' 
liegen  auf  den  Strahlen  SD  bez. 
SE  u.  s.  f.  Dem  zur  Achse 
parallelen  Durchmesser  HK  ent- 
spricht eine  ebenfalls  zur  Achse 
parallele  Gerade  H'K',  welche 
durch  M'  geht. 

Man  kann  die  kol* 
lineare     Figur     auch 

durch  einhüUende 
Tangenten  bestimmen 
(Fig.  20).  Die  Seiten 
AD  und  BC  des  dem 
gegebenen  Kreise  un- 
beschriebenenQuadrats 
AB  CD  seien  parallel 
zur  Achse  0.  Die  dem 
Quadrat  entsprechende 
Figur  wird  nach  16 
bestimmt  Zieht  man 
die  Stralilen  SJ'  tmd 
SL'  parallel  zu  den 
Diagonalen  AC  bez. 
BD,  dann  sind  J'  und 
L'  die  Fluchtpunkte 
Fig.  20.  der    den    Diagonalen 


Flg.  19. 
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entsprechenden  Geraden.  Die  Tangente  in  E  trifft  die  Achse  in  T.  Die 
entsprechende  Tangente  geht  von  T  nach  L',  denn  L'  ist  auch  der  Flucht- 
punkt der  letzteren,  weil  SL'  parallel  zu  BD,  folglich  auch  parallel  zu  ET 
ist.  Ebenso  sind  die  Tangenten  in  F,  G  und  H  parallel  zu  je  einer  der 
Diagonalen  des  Quadrats,  weshalb  die  ihnen  entsprechenden  Tangenten  der 
kollinearen  Figur  nach  J'  oder  V  gerichtet  sind.  In  ähnUcher  Weise  kann 
man  behebig  viele  einhüllende  Tangenten  der  kollinearen  Figur  bestimmen, 
wodurch  diese  hinreichend  deutlich  zum  Vorschein  kommt. 

20)  Bei  der  Darstellung  der  einem  Kreise  K  kollinearen  Figur  können 
noch  besondere  Fälle  eintreten,  welche  mit  der  Lage  der  K  angehörigen 
Fluchtlinie  zusammenhängen.  Liegt  kein  Punkt  des  Kreises  auf  der  Flucht- 
Unie,  so  hat  die  kollineare  Figur  keine  unendlich  fernen  Punkte,  sie  ist 
dann  eine  geschlossene  endUche  Kurve.  Dies  ist  der  in  19  dargesteUte  Fall. 
Wir  machen  nun  die  Annahme,  dass  die  Fluchtlinie  i  den  Kreis  K  be- 
rührt (Fig.  21). 

Zur  Ausführung  der  Konstruktion  der  dem  Kreis  kolUnearen  Figur  ist 
es  vorteilhaft  zunächst  irgend  ein  Paar  entsprechender  Punkte  zu  finden. 


Flg.  21. 

Wir  ziehen  z.  B.  die  Tangente  FM  an  den  Kreis.  Ihr  Fluchtpunkt  F  liegt 
auf  i,  folgUch  ist  die  ihr  entsprechende  Gerade  F'M  parallel  zum  Strahl 
SF  und  sie  trifft  die  Achse  ebenfalls  in  M.  Ziehen  wir  nun  irgend  einen 
Strahl  durch  S,  so  schneidet  derselbe  MF  mid  MF'  in  zwei  entsprechenden 
Punkten  A  und  A\  Jetzt  legen  wir  durch  A  Sekanten  des  Kreises  und 
verlängern  dieselben,  bis  sie  die  Achse  0  treffen.  Die  den  Sekanten  ent- 
sprechenden Geraden  gehen  bez.  durch  diese  Schnittpunkte  und  durch  A'. 
Ist  z.  B.  AB  eine  den  Kreis  in  D  und  E  schneidende  Sekante,  A'B  die  AB 

Schlotke,  Dantellende  Oeometrie.   IV.  2 
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entsprechende  Gerade,  dann  werden  durch  die  Strahlen  SD  und  SE  auf 
A'B  diejenigen  Punkte  D'  und  E'  bestimmt ,  welche  D  und  E  entsprechen. 
Auf  diese  Weise  lassen  sich  beliebig  viele  Punkte  der  dem  Kreise  K  kol- 
linearen Figur  bestimmen.  Dem  Berührungspunkte  P  des  Kreises  und  der 
Fluchtlinie  entspricht  ein  unendlich  femer  Punkt,  welcher  auf  dem  Strahle 
SP  hegt  Die  gesuchte  Kurve  erstreckt  sich  ins  Unendliche,  sie  ist  eine 
Parabel. 

Es  ist  von  Interesse,  besondere  Fälle  dieser  KoUineation  zu  betrachten. 
Wir  nehmen  an,  das  KoUineationscentrum  liege  im  Mittelpunkte  S  des  Kreises 
K  (Fig.  22);  die  KoUineationsachse  0  sei  die  Sekante  MN  und  die  zu  der 
letzteren  parallele  Tangente  i  die  FluchtUnie. 

-  Durch  S  ziehen  wir  zunächst  den 
Strahl,  welcher  senkrecht  zu  0  steht. 
Derselbe  triffl;  den  Kreis  in  A  und 
F.  Legen  wir  durch  A  die  belie- 
bige Gerade  AB,  deren  Fluchtpunkt 
D  ist,  so  geht  die  entsprechende 
Gerade  A'B  durch  B  und  dieselbe 
ist  parallel  zu  dem  Strahl  SD.  Hier- 
nach sind  A  und  A'  zwei  entspre- 
chende Punkte.  Ziehen  wir  durch 
den  Schnittpunkt  C  noch  den  Strahl 
SC,  so  triflEk  derselbe  A'B  in  dem 
Punkte  C,  welcher  C  entspricht. 
Sind  ebenso  AE  und  A'£  zwei 
andere  entsprechende  Geraden,  GS 
der  Strahl,  welcher  nach  dem  Schnitt- 
punkte G  der  Geraden  AE  mit  dem 
Kreise  geht,  so  schneidet  GS  die 
A'E  in  dem  G  entsprechenden 
Punkte  G'  u.  s.  w.  Wir  erkennen 
nun  leicht  in  dieser  Konstruktion 
diejenige,  welche  zur  Bestinmiung 
des  Durchschnittes  eines  geraden  Kegels  mit  einer  Ebene  angewendet  werden 
kann,  wenn  0  die  erste  Spur,  der  Kreis  K  die  Grundfläche  und  S  die  Pro- 
jektion der  Spitze  des  Kegels  ist.  Dass  die  Schnittebene  in  dem  vorliegenden 
Falle  parallel  zu  einer  Seitenlinie  des  Kegels  ist,  können  wir  leicht  erkennen. 
Aus  der  oben  angegebenen  Bestimmung  des  Punktes  A'  folgt  nämlich: 

SA':  SA  =  BD:  AD 

=  FQ:AF. 

Da  nun  SA  =  iAF,  so  ist  SA'=  JFQ. 


Fig.  32. 
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Wir  konstruieren  jetzt  einen  Aufriss  zu  der  gegebenen  Figur ,  welche 
wir  als  Grundriss  betrachten  können,  und  nehm^i  die  Projektionsachae  X 
senkrecht  zu  0.  Die  zweite  Projektion  des  Kegels  ist  alsdann  ein  gleich* 
scbenkliges  Dreieck  A^FiSi,  dessen  Höhe  beUebig  angenommen  werden  kann. 
Die  Schnittebene  steht  nach  der  Lage  ihrer  ersten  Spur  0  senkrecht  zur 
zweiten  Projektionsebene;  ihre  zweite  Spur  ist  die  Gerade  £iA|^,  welche  den 
Schnittpunkt  E,  der  Achse  0  und  der  Projektionsachse  mit  dem  senkrecht 
über  A'  auf  A^Sj  liegenden  Punkte  A/  verbindet  Es  ist  jetzt  zu  beweisen, 
dass  EjA/  parallel  zu  der  Seitenlinie  F^S,  ist.  Ziehen  wir  A/Hi  parallel 
zur  Achse  X,  so  wird  diese  Parallele  durch  SS|  in  zwei  gleiche  Teile  geteilt, 
Yon  welchen  der  rechts  liegende  gleidh  A^S  ist.  Folglich  ist  Ai'Hi=2A'S  = 
FQ  =  FiEi,  mithin  ist  E^A/  paraUel  zu  F^S^. 

Nehmen  wir  als  zweiten  besonderen  Fall  an,  dass  die  Kollineations- 
achse  0  den  Kreis  K  berühre  und  der  Berührungspunkt  S  zugleich  das 
Kollineationscentrum  sei  (Fig.  23).  In  C  berühre  die  Fluchtlinie  i  den 
Kreis  K,  dann  sind  C 

und    S   die   Endpunkte  ^ 

eines  zur  Achse  0  senk- 
rechten Durchmessers. 
Ziehen  wir  durch  G  die 
Sekante  BC  beliebig, 
dann  ist  die  entspre- 
chende Gerade  BD  pa- 
rallel zu  SC  (da  C  der 
Fluchtpunkt  von  BG  ist). 
Nun  schneidet  BC  den 
Kreis  in  A,  folgUch  wird 
durch  den  Strahl  SA 
der  A  entsprechende 
Punkt  A'  auf  BD  be- 
stimmt. Man  sieht  leicht, 
dass  CA J_SA  und  folg- 
lich auch  /  B  S  A  = 
/ACS  ist  Ziehen  wir 
deshalb  von  C  aus  beliebig  viele  andere  derartige  Geraden  CG,  CF,  CE  .  ., 
80  sind  die  entsprechenden  Geraden  die  durch  G,  F,  E  .  .  gehenden  Paral- 
lelen zu  CS.  Die  Strahlen,  welche  von  S  aus  durch  die  Schnittpunkte  H, 
J,  L  .  .  der  ersteren  mit  dem  Kreise  gehen,  stehen  bez.  senkrecht  zu  CG, 
CF,  CE  .  .  .  Es  gehen  deshalb  von  den  Punkten  S  und  C  zwei  Gruppen 
von  Strahlen  aus  (Strahlenbüschel),  welche  bez.  gleiche  Witikel  mit  einander 

bilden,  d.  h.  kongruent  sind.     Schneiden  die  von  C  ausgehenden  Greraden 

2* 


Fig.  23. 
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auf  0  gleiche  Strecken  ab  (SG^GF  =  FE=  .  .  .),  so  werden  die  Kol- 
lineationsstrahlen  auf  jeder  zu  CS  paraUelen  Geraden  ebenfalls  gleiche  Ab- 
schnitte machen.  Es  ergiebt  sich  hieraus  leicht  eine  bekannte  Konstruktion 
der  Parabel. 

M  sei  ein  Punkt  des  Kreises,  M'  der  entsprechende  Punkt  der  Parabel; 
GN  und  NM'  seien  die  einander  entsprechenden  Geraden,  welche  durch  M 
bez.  M^  gehen.  Femer  sei  MP  die  Tangente  des  Kreises  im  Punkte  M, 
dann  ist  M'P  die  entsprechende  Tangente  im  Punkte  M'  der  Parabel.  Aus 
der  Eigenschaft  der  Tangenten  des  Kreises  folgt  aber:  PM  =  PS  und  folg- 
lich ist  P  auch  die  Mitte  der  Hypothenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  MNS. 
Verlängern  wir  noch  M'P  bis  T,  so  folgt  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke 
M'NP  und  PST,  dass  ST  =  M'N  =  SQ  (wenn  M'Q  ||  NS).  Hieraus  er- 
giebt  sich  die  schon  in  (lY,  28,  I.  Teil)  angegebene  Tangentenkonstruktion. 

21)  Die  Fluchtlinie  i  schneide  den  gegebenen  Kreis  (Fig.  24). 
In   diesem  Falle   entsprechen   den   beiden  Schnittpunkten   unendUch   ferne 


Fig.  U. 

Punkte  der  kollinearen  Figur.  Die  Konstruktion  ist  die  gleiche  wie  in  Fig.  21. 
Wir  zeichnen  die  Tangenten  CD  und  DE,  welche  den  gegebenen  Kreis  in 
den  Schnittpunkten  A  und  B  mit  der  Fluchtlinie  i  berühren.  Diesen  Tan- 
genten entsprechen  die  zu  den  Strahlen  SA  und  SB  parallelen  Tangenten 
CD'  bez.  ED'.  Die  Berührungspunkte  liegen,  als  den  Fluchtpunkten  A  und 
B  entsprechend,  unendUch  fem.  Da  nun  der  Schnittpunkt  D'  dem  Punkte 
D  entspricht,  so  ziehen  wir  durch  letzteren  eine  beliebige  Sekante  DG, 
dann  entspricht  dieser  die  Gerade  GD'.    Die  Strahlen,  welche  von  S  durch 
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die  Schnittpunkte  H  und  K  gezogen  werden,  bestimmen  alsdann  auf  GD' 
die  beiden  der  kollinearen  Kurve  angehörigen  Punkte  H'  und  K'.  Hiemach 
kann  man  behebig  viele  Punkte  der  Kurve,  welche  in  diesem  Falle  eine 
Hyperbel  ist,  ermitteln. 

Wir  betrachten  auch  hier  zunächst  den  besonderen  Fall,  wenn  das  Kol- 
lineationscentrum  im  Mittelpunkt  Aes  Kreises  hegt  (Fig.  26). 

Der  Durchmesser  AC  stehe 
senkrecht  zu  0.  Wir  bestim- 
men alsdann  zuerst  die  den 
Punkten  A  und  G  entsprechen- 
den Punkte  A'  und  C.  Zu  dem 
Zwecke  ziehen  wir  durch  A 
eine  beUebige  Sekante  AF, 
welche  die  Achse  0  in  G  und 
die  Fluchtlinie  in  F  schneidet. 
Die  AF  entsprechende  Gerade 
geht  durch  G  und  sie  ist  pa- 
rallel mit  dem  Strahl  SF«  Sie 
schneidet  AS  in  A'.  Ziehen 
wir  von  S  den  Strahl  nach  dem 
zweiten  Schnittpunkte  B  mit 
dem  Kreise,  so  erhalten  wir 
auf  A^G  auch  noch  den  B  ent- 
sprechenden Punkt  B'.  Auf 
gleiche  Weise  ergiebt  sich  CT 
als  dem  C  entsprechender  Punkt. 
Den  beiden  Tangenten  des 
Kreises  in  T  und  V  entsprechen 
die  beiden  Asymptoten  WR 
und  QU,  welche  durch  U  und 
W  gehen  und  mit  den  Strahlen  ST  und  SV  parallel  sind.  In  dieser  Kon- 
struktion  erkennt  riian  ohne  Schwierigkeit  wieder  diejenige  des  Durehschnittes 
einer  Ebene  mit  einem  geraden  Kegel,  wenn  der  gegebene  Kreis  die  Grund- 
fläche, S  die  Horizontalprojektion  der  Spitze  und  0  die  Horizontabpur  der 
Schnittebene  ist.  Dem  Bogen  TAY  entspricht  der  links  liegende  und  dem 
Bogen  TGV  der  rechts  liegende  Teil  der  Hyperbel. 

Das  Kollineationscentrum  S  hege  auf  dem  Umfang  des  Kreises,  die 
Adise  0  berühre  den  Kreis  in  dem  anderen  Endpunkt  des  von  S  ausgehenden 
Durchmessers  und  die  Fluchtlinie  i  gehe  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
(Fig.  26).  Nach  15)  fallt  die  zweite  Fluchtünie  i'  unter  dieser  Voraus- 
setzung mit  i  zusammen. 


Flg.  25. 
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Die  T&ngenten  in  T  und  U  stehen  in  diesem  Falle  senkrecht  zu  O 
und  die  ihnen  entsprechenden  Tangenten  der  Hyperbel,  d.  h.  die  Asymptoten 
derselben   gehen   durch  W  und  V  und   sind  parallel  den  Strahlen  ST  und 

SU,  woraus  sich  leicht  er- 
giebt,  daas  dieselben  durch 
den  Mittelpunkt  des  Kreises 
gehen  und  senkrecht  zu 
einander  stehen.  In  diesem 
Falle  wird  die  Kurve  eine 
gleichseitige  Hyperbel 
genannt  Ist  BG  eine  be- 
liebige Sekante,  welche  die 
Tangenten  WT  und  UV 
in  A  und  B  und  den  Kreis 
in  D  und  E  schneidet,  so 
heGtimmen  wir  auf  den 
Asymptoten  durch  die  Strah- 
len SA  tmd  SB  die  A  und 
B  entsprechenden  Punkte 
Punkte  A'  und  B'.  Auf 
n«-  H.  der   Geraden  A'B'    liegen 

dann  auch  wiederum  die 
D  und  £  entsprechenden  Punkte  D'  und  E',  welche  man  durch  die  Strahlen 
SD  und  SE  bestimmt 

Ziehen  wir  durch  D  die  Sekante  FG  parallel  zu  0,  dann  ist  die  ent- 
sprechende Gerade  F'G',  welche  durch  D'  geht,  ebenfalls  parallel  zur  Kol- 
hneationsachse.  F  und  F'  liegen  als  entsprechende  Punkte  auf  einem  durdi 
S  gehenden  Strahl.  Ziehen  wir  die  Gerade  D'K'  senkrecht  zu  0,  so  ent- 
spricht dieser  die  durch  C  und  D  gehende  Gerade  NC;  die  letztere  ist  aber 
parallel  zu  Strahl  SM.  Es  folgt  hieraus:  /DCZ=/MSC  und  /DSZ  = 
^/DCZ=J/MSC.  Femer  ist  /MSD'=/DSZ  =/MD'S  und  hieraus 
ergieht  sich,  dass  A  MD'S  gleichschenklig  ist,  SM  =  D'M.  Zieht  man  also 
SM  von  S  aus  behebig  und  macht  MD'  und  MK'  senkrecht  zu  i  und  jede 
gleich  SM,  so  sind  D'  nnd  K'  Punkte  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Aninorlung.  Es  sei  CS  =  CZ  =  a,  CM=y,  dann  ist:  MS  =  y a'-f  y«  =  MD'. 
Da  MJ  =  MH  =  CM  =  y,  so  ist:  D'J=  ya>  +  y»  + y  und  D'H=yV+y'  — y, 
folglich  D'J.D'H  =  a»  öder  auch  D'H.HK'  =  a».  Da  durch  eine  beliebige  Parallal- 
projektion  die  VerfaiUtoisse  der  in  diesen  Formeln  vorkommenden  StrecL-en  nicht  geitadert 
trerdeu,  so  gilt  der  Sati  auch  für  nicht  gleichseitige  Hyperbeln. 
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Affinität 

22)  Die  aUgemeinen  Beziehungen  zweier  kollinearen  Systeme  sind  im 
Vorhergehenden  festgestellt  Wir  haben  nun  noch  einige  spezielle  Fälle  zu 
betrachten,  welche  durch  besondere  Lagen  des  Projektionscentrums  und  der 
Kollineationsachse  eintreten  können. 

Das  Kollineationscentrum  liege  unendlich  fern,  die  KoUinea- 
tionsstrahlen  sind  demnach  parallel.  In  diesem  Falle,  welcher  schon  in  1) 
und  2)  d.  Abschn.  auftrat,  wird  die  Beziehung  zweier  entsprechenden  Figuren 
Affinität  genannt 

Sind  A  und  A'  (Fig.  27),  B  und  B'  zwei  Paare  entsprechender  Punkte, 
femer  a  imd  ß  die  Schnittpunkte  der  parallelen  Strahlen,  AA^  und  BB' 
mit  der  Achse  0,  so  sind  AB 
und  A'B'  entsprechende  Geraden, 
welche  sich  in  einem  Punkte  D 
auf  0  treflfen.  Hieraus  ergiebt 
sich  leicht: 

Aa:A'a  =  Bß:B'ß 

oder  -pr—  =  -^^f—  =  b 

d.  h.  das  Verhältnis  8  der  Ab- 
schnitte, welche  durch  zwei  einander  entsprechende  Punkte  A  und  A',  von 
der  Achse  aus  gerechnet  auf  einem  Kollineationsstrahle  abgeschnitten  werden, 
ist  konstant.  Wir  nehmen  8  positiv  an,  wenn  A  und  A'  auf  derselben  Seite 
und  negativ,  wenn  die  beiden  Punkte  auf  verschiedenen  Seiten  der  Achse  0 
liegen. 

Leicht  ergiebt  sieb,   dass  das  Verhältnis  zweier   von   entsprechenden  Linien    ein- 
geschlossenen Flächen  ebenfalls  gleich  d  ist.    So  gilt  z.  B.  für  Fig.  l  bekanntlich  der  Satz 
A'B'CD'E' 


ABCDE 


=  cos  oc.    Man  nenot  5  die  Charakteristik. 


Fluchtlinien  und  Fluchtpunkte  liegen  im  Falle  der  Affinität  unendlich 
fem.  Parallelen  Geraden  des  einen  Systems  entsprechen  deshalb  unter  sich 
parallele  Geraden  des  anderen. 

Stehen  die  Kollineationsstrahlen  senkrecht  zur  Achse  und  ist  die  Cha- 
rakteristik gleich  —  1 ,  so  hegen  je  zwei  entsprechende  Punkte  zu  beiden 
Seiten  der  Achse  gleich  weit  von  derselben  entfernt.  Die  Systeme  sind  in 
diesem  Falle  kongruent  und  es  kann  das  eine  durch  Drehung  um  die  Achse 
0  mit  dem  anderen  zur  Deckung  gebracht  werden.  In  diesem  Falle  tritt 
l|och  eine  bemerkenswerte  Beziehung  der  beiden  Systeme  auf.  Wir  können 
nämlich  jeden  Punkt  der  Ebene  als  dem  einen  oder  dem  anderen  System 
angehörig  betrachten.    Der  A  entsprechende  Punkt  A'  wird  gefonden,  wenn 
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man  das  von  A  zur  Achse  ü  gefällte  Lot  Aa  um  sich  selbst  verlängert 
Ist  nun  B  ein  Punkt  des  ersten  Systems,  welcher  mit  A^  zusammenfallt,  so 

finden  wir  durch  die  gleiche  Konstruktion,  dass 
der  entsprechende  Punkt  B'  in  A  hegt  Dem- 
nach entsprechen  sich  bei  der  Charakteristik  —  1 
zwei  Punkte  A  und  A'  der  beiden  affinen  Systeme 
doppelt.  Je  nachdem  man  A  als  Punkt  des 
einen  oder  des  anderen  Systems  betrachtet,  wird 
der  entsprechende  Punkt  jedesmal  mit  A'  zu- 
sammenfallen. Übrigens  findet  diese  Beziehung 
bei  der  Charakteristik  —  1  auch  noch  statt,  wenn 
die  KoUineationsstrahlen  nidit  senkrecht  ziur 
Achse  0  stehen.  Diese  gegenseitige  Beziehung  zweier  Systeme  wird  In- 
volution genannt. 

Ist  die  Charakteristik  -|-  1,  so  fallen  die  beiden  entsprechenden  Sj-steme 
zusammen. 

Aufgaben.  Zu  einer  gegebenen  Figur  F  die  affine  Figur  zu  kon- 
struieren, wenn  die  Charakteristik   1)  5  =  f,  2)  8  =  —  ^  ist. 

23)  Die  einem  Kreise  affine  Kurve  ist  eine  Ellipse;  wir  können  die- 
selbe ja  stets  als  Durchschnitt  eines  Cylinders  von  kreisförmiger  Grundfläche 
mit  einer  behebigen  Ebene  ansehen.  So  wird  man  z.  B.  in  Fig.  83  (L  Teil) 
die  affine  Beziehung  zwischen  der  Grundfläche  K|  und  der  umgeklappten 
Schnittfigur  des  Cylinders  leicht  erkennen. 

Am  einÜEU^sten  gestaltet  sich  die  Konstruktion,  wenn  die  Kollineations- 
achse  ein  Dmxhmesser  des  Kreises  ist  und  die  KoUineationsstrahlen  senk- 
recht zur  Achse  stehen.  Dieser  Fall  der  Afiinität  fiihrt  sofort  zu  der  schon 
in  (IV,  5  und  6,  I.  Teil)  angegebenen  Konstruktion  der  ElUpse,  welche 
darauf  beruht,  dass  jedes  von  einem  Punkt  des  Umfimges  des  Kreises  auf 
die  Kollineationsachse  gefällte  Lot  durch  den  Umfang  der  Ellipse  nach  dem- 
selben Verhältnis  geteilt  wird.    Bezeichnen  wir  die  halben  Achsen  der  Ellipse 

a 
mit  a  und  b,  so  ist  hiernach  die  Charakteristik  -^-. 

b 

Folgende  Aufgaben  sind  jetzt  leicht  zu  lösen  (s.  IV  9,  10,  11). 

24)  An  eine  durch  grosse  und  kleine  Achse  gegebene  Ellipse  für  einen 
gegebenen  Punkt  derselben  die  Tangente  zu  ziehen. 

Anl.  zur  Aufl.  Wir  betrachten  die  Ellipse  als  affin  zu  dem  um  die 
grosse  Achse  gezeichneten  Hauptkreis,  und  bestimmen  denjenigen  Punkt  des 
letzteren,  welcher  dem  gegebenen  Berührungspunkte  entspricht.  Durch  diesen 
ziehen  wir  die  Tangente  an  den  Kreis  und  bestimmen  dann  diejenige  Gre- 
rade,  welche  der  letzteren  entspricht. 
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26)  Von  einem  gegebenen  Punkte  aus  Tangenten  an  eine  durch  grosse 
und  kleine  Achse  gegebene  Ellipse  zu  ziehen. 

26)  Den  Durchschnitt  einer  Geraden  g  mit  einer  durch  grosse  und 
kleine  Achse  gegebenen  Ellipse  zu  bestimmen.    (Vgl.  auch  IV.  11,  I.  Teil.) 

27)  An  eine  durch  grosse  imd  kleine  Achse  bestimmten  Ellipse  Tan- 
genten zu  ziehen,  welche  einer  gegebenen  Geraden  parallel  sind. 

28)  Parallelen  Sehnen  des  Kreises  entsprechen  parallele  Sehnen  der 
Ellipse.  Da  der  zu  ersteren  senkrechte  Durchmesser  des  Kreises  jene  Sehnen 
halbiert,  so  wird  auch  der  entsprechende  Durchmesser  der  Ellipse  die  ent- 
sprechenden Sehnen  der  letzteren  halbieren.  Zwei  aufeinander  senkrecht 
stehende  Durchmesser  des  Kreises  haben  die  Eigenschaft,  dass  jeder  von 
ihnen  diejenigen  Sehnen  halbiert,  welche  zu  dem  anderen  Durchmesser  pa- 
rallel sind;  folglich  haben  die  entsprechenden  Durchmesser  (konjugierte  Durch- 
messer) der  Ellipse  dieselbe  Eigenschaft  (s.  FV,  12,  I.  Teil),  sie  stehen  nur 
im  Allgemeinen  nicht  senkrecht  zu  einander.  Es  giebt  nur  ein  Paar  kon- 
jugierter  Durchmesser  der  Ellipse,  welche  einen  rechten  Winkel  mit  einander 
bilden,  nämlich  die  beiden  Hauptachsen. 

29)  Stehen  die  KolUneationsstrahlen  nicht  senkrecht  zur  Achse  (Fig.  29) 
und  sind  EF  und  AG  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende  Durchmesser 
des  Kreises,  EF  zugleich  Kollineations- 
achse  und  ist  A',  der  dem  A  entspre- 
chende Punkt,  gegeben,  so  ist  die  Rich- 
tung der  KolUneationsstrahlen  durch  AA' 
bestimmt.  Der  Geraden  AB  entspricht 
alsdann  A'B  in  der  affinen  Figur.  Einer 
anderen  zu  0  senkrechten  Geraden  CD 
entspricht  die  Gerade  DC,  welche  zu 
A'B  parallel  ist.  Auf  der  letzteren  wird 
durch  den  Kollineationsstrahl  CC  der 
dem  G  entsprechende  Punkt  C'  bestimmt. 
Wir  erkennen  hieraus  sofort  die  schon 
in  (IV,  18, 1.  Teil)  angegebene  Konstruk- 
tion der  Ellipse  aus  zwei  konjugierten  Durchmessern  wieder,  welche  mit  der 
soeben  gefundenen  vöUig  übereinstimmt.  Auch  die  in  der  Einleitung  des 
I.  Teiles  angegebene  schiefe  Projektion  des  Kreises  stellt  sich  hiemach  als 
eine  demselben  affine  Ellipse  dar. 

Aufgaben. 

30)  Zwei  konjugierte  Durchmesser  einer  Ellipse  AB  und  CD  sind  ge- 
geben. Man  soll  die  Durchschnittspunkte  einer  gegebenen  Geraden  g  mit 
der  Ellipse  bestimmen  (Fig.  30). 

Aufl.     Über  AB  als  Durchmesser  zeichnen  wir  einen  Kreis,   welcher 
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nach  29)  der  gegebenen  Ellipse  affin  ist,  wenn  AB  die  Eollineationsachse 
ist.  Dem  Durchmesser  CD  entspricht  dann  der  zu  AB  senkrechte  Durch- 
messer des  Kreises  und  der  EIndpunkt  D'  des  letzteren  dem  Punkte  D;  end- 
lich ist  durch  D  und  D'  die  Rich- 
tung der  Kollineationsstrahlen  be- 
stimmt Wir  bestimmen  jetzt  den 
einem  Punkte  H  der  Geraden  g 
entsprechenden  Punkt  H'  durch  die 
Konstruktion:  EH  ||  DM,E'H  ||  D'M 
und  HH'IIDD'.  Der  Geraden  g 
entspricht  nun  die  Gerade  g',  welche 
durch  H'  und  den  Schnittpunkt  L 
der  ersteren  mit  der  Achse  0  geht. 
g'  schneidet  den  Kreis  in  F  und 
G'.  Die  gesuchten  Punkte  F  und 
G,  welche  diesen  Schnittpunkten 
entsprechen,  werden  nun  durch  die 
Kollineationsstrahlen  F'F  und  G'G 
bestimmt 

30)  Zwei  konjugierte  Durchmesser  einer  Ellipse  sind  gegeben.  Man 
soll  die  Länge  eines  anderen,  seiner  Lage  nach  gegebenem  Durchmessers 
und  die  seines  konjugierten  Durchmessers  finden. 

31)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  einer  Ellipse,  welche  durch  ein  Paar 
konjugierter  Durchmesser  bestimmt  ist,  die  Tangente  zu  ziehen. 

32)  An  eine  durch  2  konjugierte  Durchmesser  gegebene  Ellipse  Tan- 
genten zu  ziehen,  welcher  einer  gegebenen  Geraden  parallel  sind. 

33)  Von  einem  Punkte  M  aus  Tangenten  an  eine  durch  ein  Paar  kon- 
jugierter Durchmesser  gegebenen  Ellipse  zu  ziehen  und  die  Berührungspunkte 
derselben  zu  bestimmen. 

34)  Liegen  ein  Kreis  und  eine  Ellipse,  oder  auch  zwei  Ellipsen,  in 
einer  Ebene,  so  dass  an  dieselben  zwei  gemeinschaftliche  parallele  Tangenten 
gezogen  werden  können,  so  besteht  zwischen  beiden  Kurven  Affinität  Die 
Kollineationsstrahlen  sind  parallel  zur  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte 
beider  Kurven  und  zu  jenen  gemeinschaftlichen  Tangenten.  Die  B^hrungs- 
punkte  A,  B  und  A',  B'  (Fig.  31),  so  wie  die  Mittelpunkte  C  und  C  sind 
einander  entsprechende  Punkte.  Die  affine  Beziehung  beider  Kurven  er- 
kennen wir  leicht,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  der  Durchmesser,  welcher 
die  Berührungspunkte  A'  und  B'  verbindet,  dem  Durchmesser  AB  entspricht 
Der  A'B'  konjugierte  Durchmesser  D'E'  ist  den  Tangenten  in  A'  und  B' 
parallel,   deshalb   fällt   derselbe  in  die  Gerade  CC.     Ihm   entspricht  der 
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DuTchmeBser  DE  des  Kreises,  welcher  ebenfalls  in  CC  liegt  und  senkrecht 
zu  AB  steht     Es  entsprechen   also  die   beiden  konjugierten  Durchmesser 
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A'B'  und  D^E'  zwei  aufeinander  senkrechten  Durchmessern  des  Kreises, 
woraus  sich  die  behauptete  Beziehung  ergiebt. 

Wir  können  die  kollineare  Verwandtschaft  der  beiden  Kurven  .auch  so- 
fort wieder  erkennen,  wenn  wir  den  Kreis  als  die  Grundfläche  eines  Gyhn- 
ders  und  die  ElUpse  als  Projektion  eines  Schnittes  desselben  ansehen.  Doch 
sind  hierbei  zwei  verschiedene  Lagen  der  Kollineationsachse  möglich.  Wir 
können  nämUch  dem  Halbkreise  A DB  die  halbe  Elhpse  A'D'B'  entsprechen 
lassen,  dann  liegt  die  Kollineationsachse  0  zwischen  den  beiden  Kurven; 
sie  ist  bestimmt  durch  die  Schnittpunkte  P  und  Q  der  Geraden  AB  und 
A'B'  bez.  BE  und  B'E'.  Oder  es  entsprechen  sich  der  Halbkreis  ADB 
und  die  halbe  ElUpse  A'E'B'  (also  dem  Punkte  D  entspricht  E').  In  diesem 
Falle  ergiebt  sich  0|  als  Kollineationsachse,  welche  durch  P  und  den  Schnitt- 
punkt R  der  beiden  entsprechenden  Geraden  AD  und  A'E"  geht. 

Im  Sinne  der  elementaren  Geometrie  bedeutet  dies  nichts  anderes,  als 
dass  es  zwei  verschiedene  Ebenen  giebt,  welche  den  CyUnder  in  Ellipsen 
schneiden,  deren  Projektionen  auf  der  Ebene  der  Grundfläche  zusammen- 
fallen. Jede  der  gefundenen  Kollineationsachsen  kann  die  Spur  einer  solchen 
Ebene  sein. 

35)  Durch  die  vorige  Betrachtung  finden  wir  auch  ein  Mittel  aus  zwei 
konjugierten  Durchmessern  einer  Ellipse  die  Hauptachsen  derselben  zu  kon- 
struieren (Fig.  32). 

Sind  D'E'  und  F'G'  die  gesuchten  Hauptachsen,  DE  und  FG  die  den- 
selben entsprechenden  Durchmesser  des  Kreises  und  treffen  sich  dieselben 
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paarweise  in  den  Punkten  M  und  N  der  KoUineationsachse  0,  so  haben 
die  rechtwinkligen  Dreiecke  MCN  und  MCN  die  Hypothenuse  MN  gemein- 
schaftlich. Durch  die  4  Punkte  M,  C,  N,  C  lässt  sich  deshalb  ein  Kreis 
legen,  dessen  Mittelpunkt  hiemach  auf  MN  hegen  muss.     Da   ausserdem 

noch  zwei  Punkte  C  und 
C'  des  Kreises  bekannt 
sind,  so  kann  derselbe 
leicht  konstruiert  werden. 
Hierdurch  ergeben  sich 
die  Punkte  M  und  N, 
darnach  die  Durchmesser 
MC,  NC,  MC  und  NC 
und  durch  die  Kollinea- 
tionsstrahlen,  welche  man 
durch  die  4  Punkte  D, 
E,  F  und  G  zieht,  auch 
die  entsprechenden  End- 
punkte D',  E',  r  und  G' 
der  gesuchten  Durch- 
messer. 

Eine   andere   Lösung 
dieser  Aufgabe  findet  man 
im  I.  Teil,  IV,  20.     Der  Antänger  wird  in  derselben  nun  leicht  koUineare 
Beziehungen  wieder  erkennen. 

Man  kann  diese  Aufgabe  benutzen,  um  z.  B.  in  den  Figuren  127  imd 
128  im  I.  Teil  die  Hauptachsen  der  Durchschnitte  der  Gylinder-  bez.  Kegel- 
fläche mit  der  zweiten  Projektionsebene  zu  bestimmen. 

Perspektivische  Ähnlichkeit. 

36)  Liegt  das  KoUineationscentrum  im  ElndUchen,  die  KoUineationsachse 
dagegen  unendlich  fem,  so  sind  je  zwei  entsprechende  Geraden  parallel. 
Die  entsprechenden  Figuren  sind  deshalb  ähnlich.  Sie  sind  im  Sinne  der 
elementaren  darstellenden  Geometrie  als  Projektionen  paralleler  Sdinitte 
eines  pyramidalen  Baumes  zu  betrachten. 

Ist  das  KoUineationscentrum  S  (Fig.  33)  gegeben  und  irgend  eine  Figur 
z.  B.  das  Dreieck  ABC,  sowie  derjenige  Punkt  A',  welcher  dem  Eckpunkte 
A  entspricht,  so  kann  man  die  entsprechende  Figur,  hier  das  Dreieck  A'B'C 
sehr  leicht  zeichnen,  da  A'B'  ||  AB,  A'C  ||  AC  und  B'C  |1  BC  sein  muss. 
Die  Abstände  zweier  entsprechenden  Punkte  von  S  haben,  wie  man  leicht 

sieht,  stets  dasselbe  Verhältnis:     -rj-^ 

A  ö 


B'S       CS 
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Man  nennt  h  wiederum  die  Charakteristik  nnd  nimmt  dieselbe  positiv 
an,  wenn  je  zwei  entsprechende  Punkte  auf  derselben  Seite  von  S,  dagegen 
negativ,  wenn  sie  auf  den  Kollineationsstrahlen  zu  verschiedenen  Seiten  von 
S  liegen. 
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Die  perspektivisch  ähnliche  Figur  zu  einem  Kreise  muss  nach  den  oben 
gegebenen  Erläuterungen  wiederum  ein  Kreis  sein.  Irgend  ein  KoUineations- 
strahl  schneidet  die  beiden  Kreise  in  zwei  Paaren  entsprechender  Punkte 
A,  A'  und  B,  B'  (s.  Fig.  34),  wo  dieser  Fall  sowohl  fiir  ein  positives  wie 
für  ein  negatives  5  dargestellt  ist.  Die  Halbmesser  AC  und  A'C,  welche 
zwei  entsprechende  Punkte  mit  den  Mittelpunkten  verbinden,  sind  parallel. 

Man  sieht  hieraus,  dass  das  KoUineationscentrum  entweder  mit  dem 
äusseren  oder  dem  inneren  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise  zusammen- 
fällt, je  nachdem  5  positiv  oder  negativ  ist.  In  diesen  Punkten  treffen  sieb 
auch  die  gemeinschaftUchen  Tangenten  der  beiden  Kreise. 

Wir  lösen  hiemach  folgende  Aufgaben. 

37)  Durch  einen  Punkt  A  einen  Kreis  zu  legen,  welcher  die  Schenkel 
eines  gegebenen  Winkels  BSD  berührt  (Fig.  35). 

Aufl.  Wir  ziehen  die  Halbierungslinie  CS  des  gegebenen  Winkels  und 
nehmen  auf  derselben  den  Mittelpunkt  C  eines  Kreises  K',  welcher  die 
Schenkel  des  gegebenen  Winkels  berührt,  beUebig  an.  Dieser  Kreis  ist  dem 
gesuchten  Kreise  K  perspektivisch  ähnlich.     Ziehen  wir  deshalb   durch  A 
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den  Strahl  AS,  so  trifft  dieser  den  Kreis  K  in  zwei  Punkten  A'  und  A'^ 
von  denen  jeder  als  ein  dem  A  entsprechender  Punkt  angesehen  werden 
kann.     Dem  Halbmesser  A'C  entspricht  nun  die  Parallele  AC,  wodurch 


Fig.  35. 

sich  G  als  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  ergiebt  Betrachten  wir  A'' 
als  A  entsprechend,  so  finden  wir  den  Mittelpunkt  C"  eines  zweiten  Kreises, 
wenn  wir  AC"  parallel  zu  k"G  ziehen. 

38)  Durch  zwei  Punkte  A  und  B  einen  Kreis  zu  legen ,  welcher  eine 

gegebene  Gerade  CD  berührt  (Fig.  36). 

Aufl.  Der  Mittelpunkt 

des  gesuchten  Kreises 
liegt  auf  der  Geraden  EF, 
welche  AB  halbiert  und 
senkrecht  zu  derselben 
steht  Leicht  ei^ebt  sichf 
dass  der  Kreis  auch  die 
Gerade  F  G  berührt,  wenn 
/EFG  =  ZCFE  ist 
Der  gesuchte  Kreis  ist 
deshalb  jedem  Kreise  per- 
spektivisch ähnlich,  welcher  die  Gerade  CD  berührt  und  dessen  Mittelpunkt 
auf  EF  liegt.  Wir  nehmen  deshalb  auf  EF  den  Mittelpunkt  M'  eines 
Kreises  K',  welcher  CD  berührt,  beliebig  an.  Der  KoUineationsstrahl  AF 
trifit  K'  in  zwei  Punkten  A'  und  M\  Ziehen  wir  nun  AM  parallel  zu 
A'M^  so  ist  M  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises.  Nehmen  wir  aber 
A"  als  A  entsprechend  an,  so  finden  wir  durch  die  zu  A''M'  parallele  Ge- 
rade AM''  den  Mittelpunkt  M''  eines  zweiten  Kreises,  welcher  ebenfalls  der 
Aufgabe  gentigt. 

39)  Einen  Kreis  zu  konstruieren,  welcher  einen  gegebenen  Kreis  und 
zwei  gegebene  Geraden  berührt. 
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40)  Einen  Kreis  zu  konstruieren,  ivelcher  zwei  Seiten  eines  Dreiecks 
ABC  berührt  und  auf  der  dritten  Seite  eine  Sehne  you  gegebener  Länge  m 
abschneidet  (Fig.  37). 

Aufl.  Es  sei  GL  die  Halbierungslinie  des  Winkels  AGB.  M'  der 
Mittelpunkt  eines  Kreises  K',  welcher  die  Seiten  AG  und  BG  berührt.  Der- 
selbe ist  dem   gesuchten 

Kreise  perspektivisch  ahn-  _^' T 

lieh,  wenn  wir  G  als  Kol- 
lineationscentrum  betrach- 
ten. Durch  M'  ziehen  wir 
FG  senkrecht  zu  AB  und 
durch  G  eine  Parallele  GF 
zu  AB.  Ferner  machen 
wir  D"G  =  GE"  =  Jm, 
«0  dass  D"E"  =  m  ist, 
und  ziehen  D"F  und  FE". 
Die  letzteren  treffen  den 
Kreis  K'  in  D'  und  E'. 
Die  Sehne  D'  E'  wird  hier- 
nach parallel  zu  AB;  wir 

verlängern  dieselbe,  bis  sie  AG  imd  BG  in  A'  bez.  B'  schneidet  Das  Drei- 
eck A'BX  und  den  Kreis  K'  können  wir  nun  als  eine  dem  gesuchten  Kreise 
und  dem  gegebenen  Dreieck  ABG  perspektivisch  ähnliche  Figur  betrachten, 
wenn  G  das  KoUineationscentrum  ist  Die  Strahlen  GD'  und  GE'  treffen 
verlängert  AB  in  den  D'  und  E'  entsprechenden  Punkten  D  und  E.  Den 
Mittelpunkt  M  finden  wir  leicht  durch  die  Gerade  DM,  welche  wir  parallel 
zum  entsprechenden  Halbmesser  D'M'  ziehen. 

Man  sieht  leicht  hieraus,  dass  durch  Anwendung  der  Gesetze  der  per- 
spektivischen Ähnlichkeit  zahlreiche  Aufgaben  der  Planimetrie  gelöst  werden 
können.  Zur  eigenen  Übung  verweisen  wir  auf  die  Aufgaben  am  Schlüsse 
des  Abschnittes. 

Perspektivische  Kongruenz. 

41)  Liegen  Kollineationscentrum  und  Achse  unendlich  fem,  so  sind  alle 
KoUineationsstrahlen  parallel.  Da  der  Schnittpunkt  zweier  entsprechenden 
Geraden  in  diesem  Falle  unendlich  entfernt  liegt,  so  sind  dieselben  eben- 
&ll8  unter  sich  parallel.  Sind  z.  B.  ABG  und  A'B'G'  (Fig.  38)  zwei  ent- 
sprechende Dreiecke,  deren  Ecken  auf  den  parallelen  Strahlen  a,  b  und  c 
hegen,  so  ist  AB  ||  A'B';  AG  ||  A'G';  BG  ||  B'G'.  Die  Kongruenz  dieser  ent- 
sprechenden Figuren  ist  sofort  zu  erkennen.  Im  Sinne  der  elementaren 
darstellenden    Geometrie    können    wir    beide    als    die   Projektionen    zweier 
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parallelen  Schnitte  eines  prismatischen  Raumes  betrachten.    Um  den  einem 
beliebigen  Punkte  M  entsprechenden  Punkt  M'  zu  finden,  ziehe  man  von 

M  eine  Gerade  nach  einem  der  gegebenen  Punkte, 
z.  B.  nach  A.     Die  entsprechende  Gerade  A'M' 
/^     ist  parallel   zu  AM  und   der   durch  M  gehende 
Parallelstrahl  bestimmt  hiernach  den  Punkt  M\ 

Involution. 

42)  Bei  der  AfBnität  haben  wir  bereits  einen 
besonderen  Fall  des  Entsprechens  zweier  kol- 
linearen Figuren,  nämlich  die  Involution,  kennen 
gelernt,  in  welchem  je  zwei  entsprechende  Punkte 
A  und  A'  mit  einander  vertauscht  werden  können. 
Es  entspricht  dem  Punkte  A  jedesmal  der  Punkt 
A^  einerlei,  ob  mau  A  als  dem  ersten  oder  dem  zweiten  System  angehörig 
betrachtet  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  bei  dem  allgemeinen  Fall  der 
KoUineation  (wenn  Achse  und  Gentrum  im  Endlichen  hegen)  ebenfEdls  In- 
volution eintreten  kann.  Zuvor  wollen  wir  aber  den  fiir  die  AfSnität  und 
perspektivische  Ähnlichkeit  aufgestellten  Begriff  der  Charakteristik  verall- 
gemeinem. 

Bezeichnen  wir  den  Durchschnitt  des  durch  A  gehenden  Strahles  und 
der  Achse  0  mit  a,  so  ist  die  Lage  des  Punktes  A  bestimmt  durch  das 
Verhältnis  der  Abschnitte  AS  und  Aa.  Stellen  wir  dieses  Verhältnis  durch 
AS 
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den  Bruch 


Aa 


so  fest,  dass  also  der  Zähler  stets  den  Abstand  des  Punktes 


Verhältnis  -t —  =  -! 
Aa 


A  vom  Kolhneationscentrum  S,  der  Nenner  dagegen  den  Abschnitt  des 
Strahles  von  A  bis  zur  Achse  0  bedeutet,  so  können  wir  den  Punkt  A  jeder- 
zeit aus  dem  gegebenen  Verhältnis  konstruieren.     Ist  z.  B.  das  Abstands- 

AS         3 

-- ,  so  tragen  wir  von  a  aus  auf  0  (Fig.  39)  eine  be- 
o 

Uebige  Strecke  fünfmal  und  auf  einer  zu 
0  parallelen  Geraden,  welche  durch  S  geht^ 
dieselbe  Strecke  dreimal,  aber  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  ab.  Die  Verbindungs- 
linie BC  der  Endpunkte  beider  Strecken 
schneidet  Sa,  wie  man  leicht  aus  der  Ähn- 
lichkeit der  entstandenen  Dreiecke  erkennt, 

AS        3 
in  dem  gesuchten  Punkte  A,  für  welchen  — —  =  -r-  ist. 

Nehmen  wir  an,  die  Strecke  AS  sei  positiv,  wenn  sie  von  S  aus  nach 
0  gerichtet  ist,  und  die  Strecke  aA  ebenso,  wenn  sie  von  a  aus  nach  S 


Fig.  39. 
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gerichtet  ist,  so  wird  durch  das  Abstandsverhältnis  die  Lage  des  Punktes 
unzweideutig  festgestellt,  wenn  wir  Zähler  und  Nenner  desselben  die  ent- 
sprechenden Vorzeichen  hinzufügen.  Liegt  A  auf  der  Verlängerung  von  Sa 
über  a  hinaus,  so  ist  Aa<Co,  AS^o,  femer,  wenn  man  die  absoluten 
Längen  vergleicht:  AS>  Aa.  Wenn  dagegen  A  auf  der  Verlängerung  des 
Strahles  Sa  über  S  hinaus  hegt,  so  ist  AS<Co,  Aa]>o  und  in  Bezug 
auf  die  absoluten  Längen  AS<CAa.     Hieraus  folgt:    Wenn  das  Abstands- 

AS  AS 

Verhältnis  -r — !>o,   so  hegt  der  Punkt  A  zwischen  S  und  a.    Ist  -r — 

Aa  Aa 

negativ  und  dem  Werte  nach  grösser  als  1,  so  hegt  A  auf  dem  über  a 

hinaus  verlängerten  Strahle  und  wenn  bei  negativem  Abstandsverhältnis  der 

absolute  Wert  desselben  kleiner  als  1  ist,  so  hegt  A  auf  der  Verlängerung 

des  Strahles  über  S  hinaus. 

Man  konstruiere  hiemach  die  Lagen  des  Punktes  A,   wenn  das  Ab- 

AS 
Standsverhältnis  -r —  folgende  Werte  hat:  1)  |;  2)  — |;  3)  i;  4)  — ^. 

Betrachten  wir  zwei  entsprechende  Punkte  A  und  A'  zweier  kolUneai'en 
Systeme,  so  können  dieselben  in  Bezug  auf  die  Punkte  S  und  a  die  in  den 
Figuren  40 — 43  dargestellten  Lagen  haben.  Entweder  liegen  beide  einander 
entsprechende    Punkte    auf   dem 

KoUineationsstrahle     zwischen    S         jr' ^  s 

und  a  oder  beide  ausserhalb  der 
Strecke  Sa  (s.  Fig.  40,  bez.  43); 
oder  ein  Punkt  hegt  innerhalb 
der  Strecke  Sa  und  der  andere 
entweder  auf  der  Verlängerung 
des  Strahles  über  S  hinaus  (Fig.  41) 
oder  auf  der  entgegengesetzten  Ver- 
längerung über  a  hinaus  (Fig.  42). 
Das  Abstandsverhältnis  des  Punk- 

=  k  und  dasjenige 


Fig   40. 


tes  A  sei 


Aa 


des  Punktes  A',  nämhch 


A^ 
A'a 


k', 


dann  wird  das  Verhältnis  -,—  =  8 

k  Fig.  41. 

allgemein   die  Charakteristik   der 

KoUineation  genannt  Es  lässt  sich  nun  leicht  nachweisen,  dass  für  jedes 
Paar  entsprechender  Punkte  h  denselben  Wert  besitzt.  Ist  B  (Fig.  40)  ein 
behebiger  Punkt  des  ersten  Systems,  so  ziehen  wir  die  Gerade  durch  A  und 
B  bis  zum  Durchschnitt  C  mit  der  KoUineationsachse;    die  entsprechende 

Schlotke,  Daratelleode  Geometri«.  IV.  3 
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Gerade  geht  durch  C  und  A'  und  der  Kollineationsstrahl  SB  bestimmt  auf 
der  letzteren  den  entsprechenden  Pxmkt  B'.     Wir  ziehen  dorch  S  die  Gre- 


Fl«.  43. 


rade  p  parallel  zur  Achse  0  und  yerlängem  AB  und  A'B'  bis  p  in  F  bez. 
F  getroffen  wird.     Dann  ist: 


=  ^^^  =  k   und  -TT—  = 


AS 

FS 

Aa 

aC 

Ebenso 

• 

BS 

FS 

^  -TT^  =  1    und 


A'a 


B'S 


FS 


Bß         ßC 


F'S  1 


B'ß        ßC 


=  .^7^  =  5- 


Die  Charakteristik  i  hat  demnach  für  jedes  Paar  entsprechender  Punkte 
denselben  konstanten  Wert;  sie  kann  als  einfaches  Verhältnis  der  Abstände 
irgend  zweier  auf  p  liegenden  entsprechenden  Punkte  F  und  V  von  S  aus- 
gedrückt werden.  Für  die  oben  angegebenen  gegenseitigen  Lagen  zweier 
entsprechenden  Punkte  sind  die  zugehörigen  Lagen  dieser  Stredcen  in  den 
Figuren  40 — 43  angegeben.  Ist  5  positiv,  so  liegen  FS  und  F^S  auf  der- 
selben Seite  und  bei  negativem  h  zu  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  S 
auf  der  Geraden  p. 

Hiemach  können  wir 
die  Angabe  lösen ,  zu 
einer  gegebenen  Figur  die 
kollineare  Figur  zu  kon- 
struieren, wenn  ausser  S 
und  0  noch  die  Charak- 
teristik h  gegeben  ist. 
Beispiele. 
43)  Zu  einem  gege- 
benen Dreieck  ABC  das 

koUineare  Dreieck  zu  finden,  wenn  die  Charakteristik  S  =  —  gegeben  ist 

n 


ng.  44. 


ni  >  0  und  n  >  o  (Fig.  44). 
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Aufl.  Wir  tragen  FS  =  m  und  FS  =  n  auf  derselben  Seite  von  S 
auf  p  ab.  Ziehen  wir  durch  A  die  Gerade  AF  und  verlängern  dieselbe  bis 
zum  Durchschnitt  G  mit  der  Achse  0,  so  ist  GF^  die  entsprechende  Ge- 
rade ^  auf  welcher  der  gesuchte  Punkt  A'  durch  den  Strahl  SA  bestimmt 
wird.  In  gleicher  Weise  findet  man  die  anderen  Eckpunkte.  Die  Schnitt- 
punkte D  und  E  entsprechen  sich  selbst,  deshalb  gehen  A'B'  bez.  B'C 
durdi  diese  Punkte. 

44)  Zu  einem  gegebenen  Sechseck  die  kollineare  Figur  zu  finden,  wenn 
die  Charakteristik  5  =  —  |  ist. 

45)  Wenn  die  Charakteristik  h  den  Wert  -\-  1  hat,  so  sind  FS  und 
FS'  einander  gleich,  es  &llen  also  F  und  F  zusammen.  Dasselbe  gilt  für 
je  zwei  entsprechende  Punkte  der  kcdlinearen  Systeme;  die  letzteren  sind 
in  diesem  Falle  identisch.  Ist  aber  &  =  —  1 ,  dann  liegen  F  und  F'  zu 
beiden  Seiten  gleichweit  von  S  entfernt  (Fig.  46).  Der  einem  Punkte  A 
entsprechende  Punkt  A'   wird   gefunden, 

wenn  man  durch  A  die  Gerade  AF  zieht 
und  bis  zum  Durchschnitt  C  mit  der 
Achse  0  verlängert.  Hieraus  ergiebt  sich 
die  entsprechende  Gerade  CF,  auf  wel- 
cher durch  den  Strahl  SA  der  gesuchte 
Punkt  A'  bestimmt  wird.  Vertauschen 
wir  nun  F  mit  F,  was  ja  gestattet  ist, 
weil  SF  =  SF',  so  wird  auch  A  mit  A' 
vertauscht  werden  können,  d.  h.  wenn 
wir  A'  als  einen  Punkt  B  des  ersten 
Systems  ansehen,  so  würde  die  vorige  Konstruktion  den  mit  A  zusammen- 
fiiUenden  Pimkt  B'  als  entsprechenden  Punkt  ergeben. 

Zieht  man  übrigens  die  Gerade  BF  und  die  ihr  entsprechende  Gerade  DF',  so  ist 
leicht  zu  übersehen,  dass  letztere  den  Strahl  BS  in  A  (B')  trifft.  In  dem  Dreieck  A'FF' 
ist  A'S  eine  Mittellinie,  welche  die  zu  p  Parallele  CD  halbiert,  folglich  treffen  sich  CF 
und  DF'  in  einem  Punkte  der  Mittellinie. 

Wir  haben  hier  also  wieder  die  besondere  Art  des  Entsprechens  zweier 
kollinearen  Figuren,  welche  Involution  genannt  wird.  Das  bedeutet,  ob  ein 
Punkt  A  dem  einen  oder  anderen  System  angehört,  der  entsprechende  Punkt 
liegt  jedesmal  in  demselben  Punkte  A'. 

Um  zu  einer  gegebenen  Figur  K  die  koUineäre  Figur  K'  zu  zeichnen, 
welche  mit  der  ersten  involutorisch  ist,  genügt  es,  die  Kollineationsachse  0 
und  das  Centrum  S  zu  kennen. 

Besondere  Beachtung   verdienen   bei   der  Involution  noch  die  Flucht- 
FS 
linien.     Es  ist  nämlich  die  Charakteristik  5  =  -^^r^  (s.  Fig.  46). 

3* 


36 


I.  Abschnitt. 


Fig.  46. 


Ist  nun  J  der  Fluchtpunkt  der  Geraden  AB  und  J'  derjenige  der  Ge- 

FS         FJ        BJ' 

raden  A'B  (also  SJ  ||  A'B  und  SJ'  ||  AB),  so  folgt:   p^  =  "d~t~=  t'F^' 

Wenn  also  FS  =  FS  ist, 
so  folgt  hieraus  FJ  =  BJ  und 
BJ'=J'F,  d.  h.  die  Flucht- 
linien  i  und  i'  fallen  in  eine  zu- 
sammen, welche  in  der  Mitte 
zwischen  0  und  p  liegt. 

Man    kann     demnach    zm- 
Konstruktion  beUebig  viele  Paare 
entsprechender   Punkte,    wie    F 
und  F',   welche   gleichweit   von 
S  entfernt  auf  p  hegen,  oder  auch  die  in  der  Mitte  zwischen  0  imd  p  lie- 
gende gemeinsame  FluchtUnie  beider  Systeme  benutzen. 

Vermischte  Aufgaben. 

46)  Gegeben  die  Kollineationsachse  0  und  das  Centrum  S.  Man  soll 
zu  einem  gegebenen  Dreieck  das  mit  demselben  in  Involution  befindliche 
Dreieck  konstruieren. 

47)  Zu  einem  gege- 
benen Kreise  die  kollineare 
Figur  zu  zeichnen,  welche 
mit  demselben  in  Invo- 
lution steht  und  zwar  fiir 
die  drei  Fälle,  wenn  der 
Kreis  die  gemeinschaft- 
Uche  Fluchtlinie  1)  schnei- 
det, 2)  berührt,  3)  nicht 
schneidet. 

48)  Ein  Dreieck  zu 
zeichnen,  dessen  Ecken 
auf  drei  durch  einen  Punkt 
S  gehenden  Geraden  a, 
b  imd  c  hegen  und  dessen 
Seiten  durch  drei  gege- 
bene Punkte  A,  B  und 
C  gehen  (Fig.  47). 

Aufl.  Wir  zeichnen 
ein  beUebiges  Dreieck  D'E'F',  dessen  Ecken  auf  a,  b,  bez.  c  liegen.  Dieses 
Dreieck  ist  dem   gesuchten   kolUnear.     Ziehen  wir   nun  die  Strahlen  SA, 


Pig   47. 
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SB  und  SC,  80  schneiden  dieselben  die  Seiten  des  Dreiecks  D'E'F'  in  den 

A,  B,  C  entsprechenden  Punkten  A'y  B'  und  C.  Die  Schnittpunkte  G  und 
H  zweier  Paare  entsprechender  Geraden,  nämlich  AB,  A'B'  bez.  BG,  B'C' 
bestimmen  die  Kollineationsachse.  Verlängern  wir  nun  D'E',  bis  0  in  M 
getroffen  wird,  dann  geht  die  D'E'  entsprechende  Gerade  DE  durch  A 
und  M.  Hieraus  ergeben  sich  dann  die  beiden  andern  Seiten  DF  und  EF 
des  gesuchten  Dreiecks  von  selbst. 

Ein  zweites  Dreieck  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Annahme  machen,  dass 

der  A  entsprechende  Punkt  A'  auf  D'F'  und  der  B  entsprechende  Punkt  B' 

auf  D'E'  liegt.     Durch  weitere  Kombinationen  findet  man  leicht,  dass  im 

Ganzen  sechs  Dreiecke  mögUch  sind,  welche  der  Aufgabe  genügen.    Es  ist 

für  den  Anfänger  nützlich,  diese  Fälle  einzeki  graphisch  darzustellen. 

ADm.  Dem  aofmerksamen  Leser  wird  nicht  entgehen,  dass  diese  Auj^be  auf 
ähnliche  Weise  mit  Hülfe  der  elementaren  darstellenden  Geometrie  gelöst  werden  kann, 
wenn  man  die  drei  Strahlen  als  Projektionen  der  Kanten  eines  pyramidalen  Baumes,  A, 

B,  G  als  die  Projektionen  von  drei  Punkten,  welche  in  je  einer  der  Seitenflächen  des- 
selben liegen,  betrachtet  Bas  gesuchte  Dreieck  ist  die  Projektion  eines  Schnittes  des 
pyramidalen  Raumes,  dessen  Ebene  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  bestimmt  ist 

49)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Ecken  auf  drei  durch  einen  Punkt 
S  gehenden  Strahlen  liegen,  von  welchem  eine  Seite  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht  und  die  beiden  anderen  zwei  gegebenen  Geraden  parallel  sind. 
(Perspektivische  ÄhnUchkeit.) 

50)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Ecken  auf  drei  beUebigen  Geraden 
liegen  und  dessen  Seiten  drei  anderen  gleichfalls  gegebenen  Geraden  parallel 
sind.     (Perspektivische  Ähnlichkeit.) 

51)  Ein  Quadrat  zu  zeichnen,  welches  einem  gegebenen  Viereck  kol- 
linear ist. 

52)  Die  Projektion  eines  sechsseitigen  Prismas  ist  gegeben.  Man  soll 
die  Durchschnittsfigur  einer  Ebene  mit  dem  Prisma  finden,  wenn  1)  drei 
Eckpunkte  derselben,  2)  drei  auf  den  Seitenflächen  Hegende  Punkte,  durch 
welche  die  Schnittebene  geht,  gegeben  sind. 

53)  Dieselbe  Aufgabe  fiir  eine  fün&eitige  Pyramide  zu  lösen^  deren  Pro- 
jektion gegeben  ist. 

54)  Ein  Fünfeck  zu  zeichnen,  dessen  Ecken  auf  fünf  durch  einen  Punkt 
S  gehenden  Strahlen  liegen  und  von  welchem  drei  seiner  Seiten  durch  drei 
gegebene  Punkte  gehen. 

55)  Durch  einen  Punkt  A  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  nach  dem 
unzugänglichen  Schnittpunkte  zweier  anderen  Geraden  b  und  c  geht.  (Per- 
spektivische Ähnlichkeit  oder  Kollineation.) 

56)  Gegeben  ein  Parallelogramm  ABCD,  eine  Gerade  g  und  ein  Punkt 
P;  man  soll  durch  P  eine  Parallele  ohne  Hülfe  des  Zirkels  zu  g  ziehen 
(Fig.  48). 
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Aufl.  Wir  konstruieren  zu  ABCD  eine  kollineare  Figur,  indem  wir  g 
als  Kollineal  ionsachse  und  P  als  den  Fluchtpunkt  von  zwei  gegenüber- 
liegenden Seiten  des  Parallelo- 
gramms z.  B.  AB  und  CD  an- 
sehen. Wir  verlängern  dem- 
nach AB  und  CD  bis  zu  ihren 
Schnittpunkten  E  bez.  F  mit 
g,  dann  erhalten  wir  in  EP 
und  FP  die  BE  und  CF  ent- 
sprechenden  Geraden.  Durch 
den  Punkt  K,  in  welchem  die 
Diagonale  BD  die  Achse  g 
trifft,  ziehen  wir  die  entspre- 
chende Gerade  KR  beliebig. 
Die  letztere  schneidet  EP  und  FP  bez.  in  B'  und  D'.  Verbinden  wir  diese 
Punkte  bez.  mit  den  Punkten  H  und  G,  in  welchen  AD  und  BC  die  Achse 
g  treffen,  so  erhalten  wir  die  ABCD  entsprechende  Figur  A'B'C'D'. 

Der  Schnittpunkt  Q  ist  der  Fluchtpunkt  der  beiden  Geraden  A'D'  und 
B'C;  folglich  ist  PQ  eine  Fluchtlinie,  also  ist  sie  auch  parallel  zu  g. 

57)  Zieht  man  von  einem  Punkte  S  der  Diagonale  AC  eines  behebigen 
Vierecks  ABCD  (Fig.  49)  zwei  Transversalen,  welche  die  Seiten  des  Vier- 
ecks in  den  Punkten  F,  G,  H,  J  treffen, 
so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien 
der  Punkte  F  und  J  bez.  G  und  H  in 
einem  Punkte  K  der  anderen  Diagonale 
des  Vierecks.  (Leicht  durch  Kollinea- 
tion  zu  beweisen.) 

^1 
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Fig.  50. 


58)  Es  sei  ABCD  (Fig.  50)  ein  Parallelogramm.  Zieht  man  durch 
einen  beUebigen  Punkt  E  der  einen  Diagonale  die  Parallelen  FG  und  HJ 
zu  den  Seiten  des  Parallelogramms,  so  wird  das  letztere  in  vier  Parallelo- 
gramme zerlegt.  Die  Diagonalen  HF  und  GJ  treffen  sich  in  einem  Punkte 
K  der  Diagonale  BD.     (Perspektivische  ÄhnHchkeit.) 


EollineatioQ  ebener  Gebilde. 
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59)  Die  äusseren  Ähnlichkeitspunkte  je  zweier  von  drei  Kreisen  liegen 
auf  einer  Geraden  (Fig.  51). 

Beweis.  Man  ziehe 
durch  die  drei  Mittelpunkte 
die  parallelen  Radien  CTD', 
CD",  C"D'",  dann  ergeben 
sich  die  Ahnlichkeitspunkte 

^19  ^2  j  ^8  ^^  Durchschnitte 
der  Geradenpaare  (CC", 
D'D"),  (C'C",  D'D'"), 
(C"C",D"D'").  Die  Drei- 
ecke CrC"  und  D'D"D'" 
sind  affin  (die  Affinitäts- 
strahlen sind  jene  paral- 
lelenRadien,fölghch  schnei- 
den sich  die  Paare  der  ent- 
sprechenden Seiten  auf  der 

Affinitätsache  0. 

In  der  elementaren  darstellenden  Geometrie  ergiebt  sich  dieser  Satz  ebenfalls  sehr 
einfach.  Wir  können  die  drei  Kreise  als  die  Projektionen  von  drei  Halbkngeln  betrachten, 
welche  auf  der  Zeichenfläche  liegen.  Die  Ähnlichkeitspunkte  J|,  J,,  Jg  sind  die  Spitzen 
der  Kegelflächen,  welche  je  zwei  der  Kngdflächen  einschliessen  und  berühren.  Durch 
diese  drei  Punkte  muss  folglich  die  Spur  der  Ebene  gehen,  welche  die  drei  Eugelflächen 
berührt. 

Man  beweise  ebenso,  dass  je  zwei  innere  und  ein  äusserer  Ahnlichkeits- 

punkt  in  gerader  Linie  liegen. 

60)  Einem  gegebenen  Viereck  einen  Rhombus  einzubeschreiben.  (Per- 
spektivische Ähnlichkeit) 

61)  Gegeben  ein  beliebiges  Viereck  ABCD  (Fig.  52).  Man  soll  ein 
KolUneationscentrum  so  bestimmen,  dass  die  dem  gegebenen  Viereck  ent- 
sprechende Figur  a)  ein  Quadrat,  ß)  ein  Rechteck  von  gegebenem  Seiten- 
verhältnis wird. 

Aufl.  a)  Wir  verlängern  je  zwei  gegenüberUegende  Seiten  des  Vier- 
ecks ABCD  bis  zu  ihren  Schnittpunkten  F  und  G,  imd  betrachten  die  durch 
F  und  G  gebende  Gerade  p  als  Fluchtlinie.  Über  FG  als  Durchmesser 
zeichnen  wir  einen  Kreis  k;  verlängern  ferner  eine  der  Diagonalen,  z.  B. 
BD  bis  zum  Fluchtpunkt  H.  Wir  bestimmen  nun  den  Punkt  S  auf  dem 
Um£ang  des  Kreises  k  so,  dass  SH  den  Winkel  FSG  halbiert;  dies  wird 
aber  erreicht,  wenn  vnr  durch  die  Mitte  E  des  unter  FG  liegenden  Halb- 
kreises und  durch  H  die  Gerade  ES  ziehen.  Nehmen  wir  den  so  bestimmten 
Punkt  S  als  KolUneationscentrum  und  die  Gerade  0,  welche  parallel  zu  p^ 
sonst  aber  wiUkürUch  gewählt  werden  kann,  als  Kollineationsachse  an,  so 
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ist  die  dem  gegebenen  Viereck  entsprechende  Figur  leicht  zu  konstruieren. 
Die  Seiten  AB  und  CD  verlängern  wir  bis  J  und  K  und  ziehen  durch  die 
letzteren  die  Geraden  a  bez.  b  parallel  zu  dem  Strahle  SF,  ebenso  die  Ge- 
raden c  und  d  durch  die  Punkte  M  bez.  L,  in  welchen  0  von  AD  und  BC 


Flg  52. 

getroffen  wird,  parallel  zu  dem  Strahle  SG;  dann  wird  von  diesen  Geraden 
das  ABGD  entsprechende  Viereck  A'B'C'D'  gebildet.  Da  nun  die  Seiten 
des  letzteren  den  Schenkeln  des  rechten  Winkels  FSG  paarweise  parallel 
sind,  femer  die  der  Diagonale  BD  entsprechende  Gerade  B'D'  parallel  mit 
SH  ist,    so  folgt,   dass  B'D'  auch  den  rechten  Winkel  A'D'C'  halbiert. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  A'B'C'D'  ein  Quadrat  ist. 

Anm.  Verlängert  man  die  Diagonale  AG  bis  zum  Fluchtpunkt  R,  und  zeichnet  über 
HR  als  Durohmesser  einen  andern  Kreis  k',  so  ei^giebt  sich  S  auch  als  Schnittpunkt  der 
beiden  Kreise  k  und  k'.    Warum? 

Aufl.  ß)  Ist  wieder  FG  (Fig.  53)  die  wie  in  a)  bestiüimte  Fluchtlinie, 
k  der  über  FG  als  Durchmesser  gezeichnete  Kreis,  H  der  Fluchtpimkt  der 
Diagonale,  femer  aßyS  ein  Rechteck,  welchem  das  zu  konstruierende  Recht- 
eck ähnlich  sein  soll,  dann  machen  wir  /FGE  =  /aß5  und  ziehen  durch 
E  und  H  die  Gerade  ES,  dann  ist  S  das  gesuchte  KoUineationscentrum. 
Die  Lage  des  dem  Viereck  ABCD  entsprechenden  Rechtecks  A'B'CD  er- 
giebt sich  wie  in  a);  dasselbe  wird  dem  Rechteck  aßyS  ahnUch  sein.  Die 
Kollineationsachse  0  ist  parallel  zu  p,  sonst  aber  behebig  anzunehmen. 

Man  vergl.  die  Aufgaben  ü,  23  und  24  im  III.  Teile  d.  W. 

62)  Es  ist  ein  beUebiges  Fünfeck  ABCDE  gegeben.  Es  soll  ein  dem- 
selben koUineares  Fünfeck  gefunden  werden,  um  welches  sich  ein  Kreis  be- 
schreiben lässt  (Fig.  54). 


Kollineation  ebener  Gebilde. 
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Anl.  zur  Aufl.  Wir  ziehen  die  Diagonale  G£  und  bestimmen  ein  Rechtr 
eck  A'B'CTE',  welches  dem  Viereck  ABCE  kollinear  ist  Wir  zeichnen  als 
zunächst  die  Fluchtlinie  p,  welche  durch  die  Schnittpunkte  F  und  G  der 


T\g.  5S. 


Fig.  54. 


Seitenpaare  AE  und  BG  bez.  AB  und  CE  geht.  Das  Kollineationscentrum 
muss  dann  (s.  61)  auf  dem  über  FG  als  Durchmesser  gezeichneten  Kreise 
liegen.    Den  beiden  Diagonalen  AG  und  BE  werden  die  Diagonalen  A'C' 
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und  B'£'  d68  koUinearen  Rechtecks  A'B'CE'  entsprechen;  folglich  ist  der 
Schnittpunkt  des  letzteren  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ^  welcher  durch  die 
Eckpunkte  jenes  Rechtecks  geht  Verlängern  wir  noch  die  Seite  CD  und 
die  Diagonale  AD  bis  K  bez.  L,  zeichnen  über  KL  als  Durchmesser  einen 
Kreis  und  nehmen  den  Schnittpunkt  S  der  beiden  Kreise  als  KoUineations- 
centrum  an,  so  werden  die  CD  und  AD  entsprechenden  Geraden  CD'  bez. 
A'D'  parallel  zu  SK  bez.  SL;  dieselben  bilden  also  einen  rechten  Winkel 
miteinander.  Der  Schnittpunkt  D',  welcher  D  entspricht,  liegt  hiemach  auch 
auf  dem  Eüreise,  welcher  dem  Rechteck  A'B'C'E'  umbeschrieben  ist.  Nach 
diesen  Andeutungen  ist  die  Konstruktion  leicht  auszuführen. 

63)  Ein  Fünfeck  ABGDE  ist  gegeben.  Man  soll  ein  demselben  kol- 
lineares Fünfeck  konstruieren,  welchem  ein  Kreis  einbeschrieben  werden  kann. 

64)  Ein  behebiges  Dreieck  ABC  ist  gegeben.  Man  soll  ein  demselben 
kollineares  gleichseitiges  Dreieck  konstruieren.  Wie  viele  Lösungen  sind 
mögUch? 

65)  Das  Dreieck  ABC  und  die  Fluchtlinie  i  ist  gegeben;  man  soll  das 
KoUineationscentrum  so  bestimmen,  dass  das  ABC  entsprechende  Dreieck 
gleichseitig  wird. 

66)  Man  soll  ein  dem  Dreick  ABC  kollineares  Dreieck  konstruieren, 
welches  einem  gegebenen  Dreick  aßy  ähnlich  ist,  wenn  die  FluchtUnie  i 
gegeben  ist. 

67)  Ein  Dreieck  zu  konstruieren,  wenn  gegeben  ist  eine  Seite  a,  die 
Summe  der  beiden  andern  Seiten  und  die  zu  a  gehörige  Höhe  h|. 

68)  In  einen  geraden  Kegel  eine  die  Mantelfläche  berührende  Kugel 
zu  legen,  welche  die  Grundfläche  in  einem  Kreise  von  gegebenem  Halb- 
messer schneidet. 

Man  s.  Aufgabe  40. 

69)  In  eine  beUebige  dreiseitige  Pyramide  eine  Kugel  zu  legen,  welche 
drei  Seitenflächen  derselben  berührt  und  die  vierte  in  einem  Kreise  von  ge- 
gebenem Halbmesser  schneidet 

70)  In  einen  geraden  Kegel  eine  die  Mantelfläche  berührende  Kugel 
zu  legen,  welche  durch  einen  innerhalb  des  Kegels  liegenden  Punkt  geht. 

71)  Ein  schiefer  Kegel  mit  kreisförmiger  Grundfläche  werde  von  einer 
Ebene  in  einer  Ellipse  geschnitten.  Man  soll  die  Hauptachsen  derselben 
bestimmen  (Fig.  66). 

Aufl.  Wir  stellen  die  Projektionsebenen  so  auf,  dass  die  Schnittebene 
QRT  senkrecht  zu  Pg  steht.  Die  zweite  Projektion  des  Schnittes  wird  als- 
dann durch  die  mit  der  Spur  RT  zusammenfallende  Gerade  C^D,  dargestellt. 
Die  beiden  Seitenhnien  A^Sg  und  BjS,,  welche  die  zweite  Projektion  des 
Kegels  begrenzen  und  deren  erste  Projektionen  A^Sj  und  B^Sj  durch  die 
Endpunkte  des  zur  Achse  OX  parallelen  Durchmessers  der  Grundfläche  gehen» 
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werdai  von  der  Ebene  QRT  in  den  Punkten  (C,  C,),  (DjDj)  getroffen.  Zu- 
gleich bemerken  wir,  dass  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  der  Durch- 
schnittsknrve  senkrecht  zu  P,  stehen,  da  ihre  zweiten  Projektionen  die  Punkte 
C,  und  Dj  sind.  Folghch  ist  (CjDi,  C2D2)  ein  Durchmesser  der  Schnitt- 
kure.     Der   konjugierte 

Durchmesser   J^  K^    ist  jA  ^ 

jenen  Tangenten  paral- 
lel, folglich  steht  der- 
selbe ebenfalls  senkrecht 
zu  OX.  Um  die  Länge 
desselben  zu  bestimmen, 
projicieren  wir  den  Mit- 
telpunkt Mj  aus  Sj  auf 
A^  B|  nach  H^  und 
ziehen  EiF^  durch  H^ 
paraUel  zu  J^Ki,  dann  jc 
schneiden  die  beiden 
Geraden  E,Si  undFiSi 
jenen  Durchmesser  in 
den  gesuchten  End- 
punkten Ji  und  Kj. 
Durch  die  beiden  kon- 
jugierten Durchmesser 
E^F}  und  J^K^  ist  die 
Durchschnittskurve  be- 
stimmt. Die  Drehung 
der  Ebene  QRT  um 
den  Winkel  ORT  bringt 
die  beiden  Durchmesser 
in  die  erste  Projektions- 
tionsebene  nach  CD  bez.  JK  und  nun  lassen  sich  die  Hauptachsen  sowohl 
für  die  erste  Projektion  als  auch  för  die  wahre  Gestalt  des  Schnittes  nach  35) 
leicht  angeben. 

72)  Die  Durchschnittspimkte  zweier  durch  ihre  Hauptachsen  gegebenen 
ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  EUipsen  zu  bestimmen. 

73)  Durch  einen  Punkt  M  innerhalb  einer  Ellipse,  von  welcher  die 
beiden  Hauptachsen  oder  zwei  konjugierte  Durchmesser  gegeben  sind,  eine 
Sehne  zu  ziehen,  welche  in  M  halbiert  wird. 

74)  In  ein  gleichschenkhges  Dreieck  3  Kreise  zu  zeichnen,  welche  sich 
untereinander,  imd  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks  berühren.  (Besonderer  Fall  der 
Malfattischen  Aufgabe.)     Leicht  durch  perspektivische  Ähnlichkeit  zu  lösen. 


rig.  55. 
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75)  Gegeben  die  beiden  geraden  Projektionen  AiBjCi,  A^BgCg-  eines 
beliebigen  Dreiecks.  Man  soll  ein  Projektionscentrum  S  so  bestimmen,  dass 
die  Projektion  des  gegebenen  Dreiecks  aus  S  auf  P|  einem  gegebenen  Drei- 
eck ähnlich  wird. 


B.  Kolllneation  im  Baume. 

1)  Die  Eigenschallen  kollinearer  Beziehimgen  zwischen  zwei  ebenen 
Figuren,  dass  nämlich  je  zwei  entsprechende  Punkte  auf  demselben  durch 
das  Kollineationscentrum  gehenden  Strahle  hegen  und  zwei  entsprechende 
Geraden  auf  der  KoUineationsachse  zusammentreffen,  lassen  sich  auch  auf 
räumliche  Systeme  ausdehnen.  Nur  setzen  wir  fest,  dass  an  die  Stelle  einer 
KoUineationsachse  eine  Ebene  tritt,  in  welcher  die  Schnittpunkte  von  je  zwei 
entsprechenden  Geraden  der  beiden  Systeme  liegen.  Diese  Ebene  heisst  dann 
die  Kollineationsebene.  Zur  graphischen  Darstellung  koUinearer  Systeme  des 
Raumes  bedienen  wir  uns  der  in  der  darstellenden  Geometrie  üblichen  ge- 
raden Projektionen. 

Es  seien  S^  und  S^  (Fig.  56)  die  beiden  Projektionen  des  KoUineations- 
centrums;  die  Geraden  g,  und  g^,  welche  senkrecht  zur  Achse  OX  gezogen 

sind,   seien   die  Projektionen  der 
^  Kollineationsebene,     welche     wir 

senkrecht  zu  den  beiden  Projek- 
tionsebenen Pj  und  Pg  annehmen; 
femer  seien  (Aj,  A,)  und  (Ai'A,') 
die  Projektionen  von  zwei  ent- 
sprechenden Punkten,  dann  kön- 
nen wir  den  einem  anderen  Punkte 
B  (B^B,)  entsprechenden  Punkt 
leicht  wie  früher  bestimmen.  Wir 
ziehen  die  Gerade  (A|Bi,  AgB^); 
dieselbe  trifft  die  Kollineations- 
ebene in  dem  Punkte  (Fj,  F,), 
folgUch  ist  (Ai'Fi,  A/F,)  die 
(A^Fi,  AjFg)  entsprechende  Ge- 
rade, auf  welcher  wir  nun  durch 
den  Strahl  (S^Bi,  S,Bj)  den  (B^B,) 
entsprechenden  Punkt  (B/,  B,') 
erhalten. 
Leicht  ergeben  sich  hieraus  für  die  KoUineation  räumlicher  Systeme 
folgende  Gesetze. 

Die  Projektion  zweier  kollinearen  räumlichen  Systeme  auf  einer  Ebene, 
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welche  senkrecht  zu  der  KoUineationsebene  steht ,  besteht  aus  zwei  ebenen 
kollinearen  Systemen,  für  welche  die  Spur  der  KoUineationsebene  (welche 
zugleich  deren  Projektion  ist),  die  KoUineationsachse  und  die  Projektion  des 
Gentnims  auch  das  KoUineationscentrum  ist. 

Zwei  entsprechende  Geraden  liegen  in  einer  Ebene,  welche  durch  das 
KoUineationscentrum  geht 

Zwei  entsprechende  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche 
in  der  KollineationBebene  liegt 

Zwei  entsprechende  Systeme  werden  von  einer  durch  das  Kollineations- 
centrum  gehenden  Ebene  in  zwei  kollinearen  ebenen  Systemen  geschnitten, 
für  welche  die  Durchschnittslinie  dieser  Ebene  mit  der  KoUineationsebene 
die  KoUineationsachse  ist. 

2)  Sind  (BiCi,  B.C,)  und  (B^C/,  BgC/)  (Fig.  57)  die  Projektionen 
zweier  entsprechenden  Geraden  und  ziehen  wir  den  Strahl  (SjF/,  S^Fg')- 
parallel  zu  (BiG^,  B^Cg),  so  schneidet  derselbe  die  entsprechende  Gerade  in 
dem  Punkte  F/,  F,'),  welcher  dem  unendUch  fernen  Punkte  der  Geraden 
(BjCi,  BjC,)  entspricht 

Es  ist  demnach  F,'  der  Flucht- 
punkt der  Geraden  BgC,',  ebenso 
Fl'  der  Fluchtpunkt  von  BjC/. 
Da  aber  die  Fluchtpunkte  aUer 
Geraden,  welche  dem  System  der 
B^Ci  angehören,  auf  einer  durch 
F/  gehenden  zu  gj  parallelen  Ge- 
raden i^'  hegen,  so  folgt,  dass  die 
Fluchtpunkte  der  zugehörigen 
räumUchen  Geraden  in  eine  zur 
KolUneationsebene  paraUele  Ebene 
fallen,  deren  erste  Projektion  (Spur) 
fj'  ist.  Die  zweite  Projektion  dieser 
Ebene,  welche  die  Fluchtebene 
genannt  wird,  ist  die  Gerade  f/, 
welche  paraUel  zu  g,  ist  und  durch 
Fj'  geht  In  gleicher  Weise  be- 
stimmen wir  die  Projektionen  der 
Fluchtebene  des  anderen  Systems, 
wenn  wir  durch  das  KoUineations- 
centrum den  Strahl  (SjJi,  S^J,)  paraUel  zu  (BjCi',  B,C,')  ziehen.  Der- 
selbe triflft  die  der  letzteren  entsprechende  Gerade  in  ihrem  Fluchtpunkte- 
(Ji,  Jg)  und  durch  diesen  geht  nun  die  gesuchte  Fluchtebene.  Ihre  Pro- 
jektionen  (Spuren)  sind  die  zu  gj,  g^)  paraUelen  Geraden  f|  und  f,. 
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Ziehen  wir  durch  (S^Si)  den  znr  EoUineationsebene  senkrechten  Strahl, 
so  trifit  derselbe  die  Fluchtebene  (f/,  f^O  üi  dem  Punkte  (Ai^^A^')  und  die 
andere  Fluchtebene  in  (A^,  A,).  Diese  Punkte  sind  die  Fluchtpunkte  aller 
Geraden  des  einen  oder  anderen  Sfstems,  welche  senkrecht  zur  EoUinea- 
tionsebene stehen. 

3)  Es  ist  nun  hiemach  leicht  die  zu  einem  gegebenen  Raumgebilde 
kollineare  Figur  zu  konstruieren.  Wir  nehmen  als  Beispiel  an,  es  sei  eine 
dreiseitige  Pyramide  durch  Grund-  und  Aufriss  Kj  imd  K,  (Fig.  58)  ge- 
geben.   Si  und  S,  seien  die  Projektionen  des  KoUineationscentrums,  die  Ge- 


Fig.  58. 

raden  g^  und  g,  die  Projektionen  der  Kollineationsebene.  Femer  sei  der 
(EjEj)  entsprechende  Punkt  (E/,  E,')  gegeben.  Verlängem  wir  die  Gerade 
(EjBi,  EgB,),  bis  sie  die  EoUineationsebene  in  dem  Punkte  (K^,  H,)  triflt, 
dann  ist  (E^'H^,  E^'H,)  die  entsprechende  Gerade  und  diese  wird  von  dem 
Strahl  (BiSj,  B,S,)  in  dem  (BjBg)  entsprechenden  Punkte  (B/,  B,0  ge- 
schnitten u.  s.  £ 

Man  bemerkt  leicht,  dass  jede  Projektion  unabhängig  von  der  anderen 
für  sich  konstruiert  werden  kann. 

4)  Mit  Benutzung  des  Fluchtpunktes  (A^'A,')  der  zur  EoUineations- 
ebene senkrechten  Strahlen  finden  wir  die  AbbUdung  desselben  Gegenstandes 


KoUineation  im  Räume. 


47 


auf  folgende  Weise  (Fig.  59).  Durch  einen  der  gegebenen  Eckpunkte,  z.  B. 
(E|E,)  ziehen  wir  die  Gerade  (EiM^,  ^M,)  senkrecht  zur  KoUineations- 
ebene,  welche  sie  in  dem  Punkte  (M^,  M,)  treffen  möge.   Dann  ist  (A/Mj, 


(Aj'Ms)  die  (E^M^,  ^s^i)  entsprechende  Gerade.  Sie  wird  von  dem  Strahl 
(S^Eiy  SgE,)  in  dem  Punkte  (E^'E,')  geschnitten  und  dieser  ist  nun  der 
(EjE,)  entsprechende  Punkt  u.  s.  f. 

5)  Wir  erkennen  in  den  angegebenen  Konstruktionen  leicht  diejenigen 
der  Relie^rspektiye  und  können  deshalb ,  was  die  praktische  Ausführung 
derselben  anbelangt,  auf  Abschn.  YII  d.  lU.  Teiles  d.  W.  yerweisen. 

6)  Liegt  das  Kollineationscentrum  unendlich  fem,  so  tritt  AfiBmtät  ein. 
Auch  dieser  Fall  ist  in  (VII,  16,  DI.  Teil)  berücksichtigt  worden.  Wenn 
zugleich  noch  die  Kollineationsebene  unendlich  fem  liegt,  so  sind  je  zwei 
entsprechende  Gebilde  kongment. 

7)  Liegt  nur  die  Kollineationsebene  unendlich  fem,  so  sind  je  zwei  ent- 
sprechende Geraden  parallel  und  entsprechende  Gebilde  ähnlich.  Dies  ent- 
spricht dem  früheren  Fall  der  perspektivischen  Ähnlichkeit. 

Wir  wollen  nun  an  Beispielen  zeigen,  wie  wir  die  KoUineationen  im 
Eaume  zur  Lösung  von  Aufgaben  verwenden  können. 

8)  Einer  durch  Grundriss  und  Aufriss  gegebenen  dreiseitigen  Pyramide 
(Kj,  Kji),  welche  auf  der  ersten  Projektionsebene  steht,  soll  eine  Kugel  ein- 
beschrieben werden  (Fig.  60). 
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Aufl.  Wir  zeichnen  die  beiden  Projektionen  QA^',  M,^  irgend  einer 
Kugel,  welche  die  erste  Projektionsebene  berührt  An  diese  legen  wir  drei 
Berührungsebenen  parallel  zu  den  drei  Seitenflächen  der  Pyramide.  Diese 
und  die  erste  Projektionsebene  bilden  eine  der  gegebenen  ähnliche  Pyramide, 


Fig.  60. 


flir  welche  die  einbeschriebene  Kugel  gegeben  ist.  Zur  Ausfuhrung  kon- 
struieren wir  den  Neigungswinkel  einer  Seitenfläche  der  gegebenen  Pyra- 
mide (AiBiCjDi,  A^BgC^Ds)  mit  der  ersten  Projektionsebene.  Wir  ziehen 
Dl  El  _L  AjCi,  machen  femer  DjDj  senkrecht  zu  D^Ei  imd  gleich  der  aus 
der  zweiten  Projektion  zu  entnehmenden  Höhe  der  Pyramide.  Alsdann  ist 
/  DjEiDg  der  gesuchte  Neigungswinkel.  Durch  den  Mittelpunkt  der  an- 
genommenen Kugel  legen  wir  eine  Ebene  Mj'N,  welche  senkrecht  zu  AjCi 
steht.  Dieselbe  schneidet  die  Kugel  in  einem  grössten  Kreise  und  diesen 
legen  wir  um  die  Spur  M^'N  in  die  erste  Projektionsebene  nieder.  Ziehen 
wir  nun  die  Tangente  NT  parallel  zu  DjEj,  so  trifit  diese  M/N  im  Punkte 
N  imd  durch  den  letzteren  ziehen  wir  die  Spur  Aj'C/  der  einen  Benihrungs- 
ebene  parallel  zu  AjCi.  In  gleicher  Weise  finden  wir  die  Spuren  Ai'B^' 
und  Bi'Ci'  der  beiden  anderen  Ebenen. 

(Anmerkung.    Da  NT  und  M/N  Tangenten  des  umgeklappten  grössten  Kreises 
sind,  und  der  XJmriss  der  Kugel  im  Gnmdriss  durch  einen  Kreis  von  der  gleichen  Grösse 
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dargestellt  wird,  so  kaou  man  auch  den  letzteren  benutzen,  um  die  Lage  der  Spur  A/Ci' 
zu  bestimmen.  Man  zieht,  wie  dies  in  Figur  60  durch  pun][tierte  Linien  angedeutet,  zwei 
Tangenten  parallel  zu  D|Ei  bez.  D3E1  an  diesen  Kreis,  dann  werden  sich  dieselben  eben- 
falls auf  A/Ci'  treffen.) 

Die  drei  gefundenen  Spuren  scUiessen  nun  das  Dreieck  A/Bi'Cj'  ein, 
welches  die  Grundfläche  einer  der  gegebenen  Pyramide  ähnlichen  Pyramide 
ist  Wir  verbinden  die  ähnlich  gelegenen  Eckpunkte  Aj  und  A^^  B|  und 
B/;  Cj  und  C^'  und  erhalten  in  dem  Schnittpunkt  dieser  Geraden  das  Kol- 
lineationscentrum  (Sj,  S,).  Die  Projektion  der  Spitze  der  neuen  Pyramide 
hegt  auf  dem  Strahle  (S,Dj)  und  die  noch  übrigen  Kanten  A/Dj',  B/D/, 
C/D/  sind  parallel  zu  A^D^  bez,  BjDj,  C^Di  u.  s.  f. 

Wir  ziehen  nun  durch  den  Mittelpunkt  M^'  der  Kugel  den  Strahl 
(S^M/,  S^M^O-  ^uf  diesem  hegt  der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel. 
Der  letztere  wird  bestimmt,  wenn  wir  zu  einer  der  Geraden,  welche  man 
von  den  Ecken  der  Pyramide  nach  (Mj'M,)  ziehen  kann,  z.  B.  zu  Mj'Di', 
die  entsprechende  Gerade  MjD,  parallel  zieht.  Der  Halbmesser  der  ge- 
suchten Kugel  ergiebt  sich  aus  dem  leicht  zu  konstruierenden  Aufriss  als 
Entfernung  der  zweiten  Projektion  M,  des  Mittelpunktes  von  der  Achse  OX. 

Das  Umdrehungsellipsoid. 

9)  Findet  zwischen  einem  Kreise  und  einer  Elhpse  Affinität  statt  und 
ist  die  KoUineationsachse  AT  parallel  zu  einer  der  Hauptachsen,  z.  B.  zur 
grossen  Achse  DE  der  Elhpse  (Fig.  61),  so  ist  der  Durchmesser  des  affinen 


Flg.  61. 


Kreises  gleich  DE.     Entsprechende  Sehnen  der  beiden  Kurven,  z.  B.  DG 
und  D'G'  als  Verbindungshnie  der  Endpunkte  der  Hauptachsen,  treffen  in 
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demselben  Punkte  B  der  Achse  zusammen.  Wird  nun  die  ganze  Figur  um 
CC  gedreht,  so  beschreiben  Ellipse  und  Kreis  ein  Umdrehungsellipsoid  bez. 
eine  Kugel,  für  welche  nun  ebenfalls  Affinität  stattfindet.  Die  KoUineations- 
achse  durchläuft  bei  dieser  Drehung  die  KolUneationsebene.  Jeder  zu  der 
letzteren  parallele  Schnitt  des  EUipsoids  ist  ein  Kreis,  welcher  seinem  ent- 
sprechenden Kreise  auf  der  Kugel  gleich  ist. 

Hiernach  können  wir  leicht  die  Aufgabe  lösen;  den  Durchschnitt  einer 
Geraden  mit  einem  UmdrehungselUpsoid  zu  finden  (Fig.  62). 


Flg.  62. 

Es  seien  die  beiden  kongruenten  Ellipsen  C^  und  C^,  deren  grosse 
Achsen  in  eine  Gerade  feilen,  welche  senkrecht  zu  OX  steht,  die  beiden 
Projektionen  eines  Umdrehungsellipsoids,  welches  also  durch  Drehung  der 
Elhpse  um  ihre  kleine  Achse  entstanden  ist.  Ferner  stellen  die  Kreise 
(C/,  Cj')  die  beiden  Projektionen  der  affinen  Kugel  dar,  welche  wie  in 
Fig.  61  konstruiert  ist.  Die  Projektionen  der  gegebenen  Geraden,  deren 
Durchschnitt  mit  dem  EUipsoid  bestimmt  werden  soll,  seien  D^E^  und  D^E,. 
Endhch  seien  QR  und  RT,  welche  beide  senkrecht  zu  OX  stehen,  die  Pro- 
jektionen der  KolUneationsebene. 
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Zu  jeder  der  beiden  Projektionen  D^E^  und  D^E,  konstruieren  wir  die 
entsprechende  Gerade,  dann  erhalten  wir  D^'E^  und  D^'E^  als  die  Projek- 
tionen derjenigen  Geraden,  welche  der  gegebenen  Geraden  entspricht.  Um 
den  Durchschnitt  von  (D/E|,  Di'E,)  mit  der  Kugel  zu  bestimmen,  legen 
wir  durch  diese  Gerade  eine  Ebene,  welche  senkrecht  zur  ersten  Projektions- 
ebene steht  Dieselbe  schneidet  die  Kugel  in  einem  Kreise  vom  Durch- 
messer Fl  Gl-  Um  FjGi  drehen  wir  den  Kreis  und  die  Gerade  (D/E^, 
Dg'Ej)  bis  in  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehende  Ebene,  welche 
parallel  zur  ersten  Projektionsebene  ^ist.  Der  Kreis  erscheint  dann  in  wahrer 
Grösse  mit  F^Gi  als  Durchmesser.  Ferner  errichten  wir  in  E^  und  in 
einem  zweiten  Punkte  D/  der  Projektion  D/E,  Senkrechten  zu  der  letzteren 
und  tragen  auf  denselben  die  Längen  E^E'  =  KE^  bez.  D/D'  =  D^'L  ab. 
Dann  stellt  die  Verbindungshnie  D'E'  die  umgeklappte  Gerade  dar  und  diese 
schneidet  jenen  Kreis  in  M'  und  N'.  Drehen  wir  die  Ebene  mit  Kreis  und 
Gerade  wieder  in  ihre  Lage  zurück,  so  erhalten  wir  die  ersten  Projektionen 
Mj'  und  Nj'  der  räumlichen  Durchsdimittspunkte  durch  zwei  von  M'  und 
und  N'  auf  Dj'E,  gefällten  Senkrechten.  Die  zweiten  Projektionen  Mj' 
und  N,'  werden  in  bekannter  Weise  gefunden.  Endlich  ziehen  wir  von 
M|',  N/,  M,',  N,'  die  Affinitätsstrahlen,  und  diese  bestimmen  auf  (D|Ei,  D^^i) 
die  Projektionen  (M^  M,),  (NjN,)  der  gesuchten  Durchschnittspunkte. 

Anmerkang.  Zeichnet  man  am  die  grosse  Achse  der  Ellipse  als  Durchmesser 
eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  mit  demjenigen  des  Ellipsoids  zusammenMlt,  so  berührt 
dieselbe  das  letztere  in  einem  grössten  Kreise.  Diese  Kugel  nnd  das  Ellipsoid  stehen, 
wie  man  leicht  sieht,  ebenfalls  in  affiner  Beziehung  und  die  Ebene  des  Berührungskreises 
ist  die  KollineatioDsebene.   Man  löse  die  vorstehende  Au^abe  auch  mit  Hülfe  dieser  Kugel. 

Leicht  erkennt  man  jetzt  auch  wie  die  in  Abschn.  VIII  d.  I.  Teiles  hergeleiteten 
Gesetze  sich  mit  Hülfe  des  Begriffes  der  Kollineation  entwickeln  lassen. 

Das  dreiachsige  Ellipsoid. 

10)  Es  seien  AB,  DE  und  FG  (Fig.  63)  drei  durch  einen  Punkt  C 
gehende  aufeinander  senkrecht  stehende  Geraden.  Durch  je  zwei  derselben 
legen  wir  eine  Ebene  und  zeichnen  in  jeder  Ebene  eine  Ellipse,  deren  Mittel- 
punkt G  ist.  Die  halben  Achsen  dieser  Ellipsen  seien  A  C  =  B  C  =  a, 
CD  =  CE  =  b,  CF  =  CG  =  c.  Bewegen  wir  die  EUipse  DFEG  paraUel 
mit  ihrer  Ebene,  so,  dass  der  Mittelpunkt  G  die  Gerade  AB  durchläuft,  die 
Hauptachsen  sich  jedoch  stetig  derart  ändern,  dass  ihre  Endpunkte  stets 
auf  den  beiden  andern  ElUpsen  hegen,  so  beschreibt  die  bewegliche  ElUpse 
eine  krumme  Oberfläche,  welche  man  das  dreiachsige  EUipsoid  nennt 

Die  bewegUche  Ellipse  ändert  ihre  Grösse;  sie  behält  aber  fortwährend 
dieselbe  Gestalt  Nehmen  wir  zum  Beweise  an,  die  Ellipse  hege  in  der 
Entfernung  CK  vom  Mittelpunkt  und  ihre  halben  Achsen  seien  in  dieser 
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Ijage  b'  und  c.     Beschreiben  ^ir  um  AB  als  Durchmesser   einen  Kreis, 
welcher  in  der  Ebene  AEBD  Hegt,  so  verhält  sich  (IV,  5,  I.  Teil): 

b' :  KL  =  b  :  a; 
ebenso  wenn  wir  uns  die  Ellipse  AFB  lun  AB  in  dieselbe  Ebene  hinein- 
gedreht denken: 

c' :  KL  =  c :  a. 

Aus  diesen  beiden  Proportionen  folgt  aber: 

b' :  c'  =  b  :  c, 
d.  h.  das  Achsenyerhältnis  der  beweglichen  Ellipse  bleibt  stets  dasselbe. 

Ziehen  wir  die  Geraden  DM  und  FN,  so  treffen 
diese  in  demselben  Punkte  Q  die  Achse  AB.  Q 
kann  auch  als  Spitze  eines  Kegels  betrachtet  wer- 
den, dessen  Grundfläche  die  Ellipse  DFEG  ist. 
Dann  erscheint  die  Ellipse  OMNR  als  ein  zur 
Grundfläche  paralleler  Schnitt  des  Kegels. 

Leicht  ergiebt  sich  auch,  dass  die  Oberfläche 
des  EUipsoids  von  der  um  AB  sich  drehenden 
Ellipse  AFBG  durchlaufen  wird,  wenn  bei  der 
Drehung  die  Achse  AB  unverändert  bleibt,  die 
andere  Hauptachse  aber  sich  derart  ändert,  dass 
sie  stets  dem  entsprechenden  Durchmesser  der  El- 
lipse DFEG  gleich  ist. 

Weitere  Eigenschaften  des  dreiachsigen  EUipsoids 
können  wir  leicht  durch  Kollineation  aufiSnden.  Li 
Fig.  64  ist  das  Ellipsoid  durch  zwei  Projektionen  dargestellt,  wobei  voraus- 
gesetzt ist,  dass  zwei  Hauptachsen  (2  a  u.  2  b)  parallel  zur  zweiten  und  die 
beiden  Hauptachsen  2  b  und  2  c  parallel  ziu*  ersten  Projektionsebene  sind. 
Die  Umrisse  der  beiden  Projektionen  sind  Ellipsen  mit  den  entsprechenden 
Hauptachsen.  Ziehen  wir  in  dem  Endpunkte  (A^,  A,)  der  Achse  2  b  die 
Tangenten  XT  und  XU  an  die  Grundriss-  und  Auftissellipse  und  konstruieren 
eine  neue  Ellipse  mit  den  Achsen  DE  =  2a  und  AxF  =  2c,  welche  die 
Tangente  und  damit  auch  die  Aufrissellipse  ebenfalls  in  A,  berührt,  dann 
steht  diese  Ellipse  zu  der  Aufirissellipse  in  affiner  Beziehung  und  die  Tan- 
gente XT  ist  die  AfifinitÄtsachse. 

Femer  zeichnen  wir  im  Grundriss  einen  Kreis,  welcher  die  Grundriss- 
ellipse in  dem  Endpunkte  A|  der  Achse  2  b  berührt  und  dessen  Durch- 
messer =  2c  ist,  dann  steht  dieser  Kreis  mit  der  GrundrisseUipse  ebenfedls 
in  affiner  Beziehung  und  nun  ist  XU  Affinitätsachse. 

Diesen  Kreis  und  die  vorhin  gezeichnete  EUipse  können  wir  nun  als 
Grundriss  und  Aufriss  eines  UmdrehungseUipsoids  betrachten,  welches  zu 
dem  gegebenen  dreiachsigen  Ellipsoid  in  affiner  Beziehung  steht.     TX  und 


Fig.  GS. 
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UX  stellen  alsdann  die  Projektionen  der  KoUineationsebene  dar.  Legen  wir 
durch  die  beiden  Ellipsoide  eine  Ebene,  welche  parallel  zur  erstem  Projdc- 
tionsebene  ist,  so  wird  das  dreiachsige  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  und  das 


Fig.  »4. 


Umdrehungsellipsoid  in  einem  Kreise  geschnitten,  dessen  Durchmesser  gleich 
der  mit  der  KoUineationsebene  parallelen  Hauptachse  jener  Ellipse  ist 

Ist  die  erste  Projektion  M^  eines  Punktes,  welcher  auf  dem  dreiachsigen 
Ellipsoid   liegt,   gegeben,   so   können   wir  die    zweite  Projektion  jetzt  auf 
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folgende  Weise  beBÜminen.  Wir  ziehen  die  Gerade  MjCi  und  verlängern  die- 
selbe bis  Gj.  Die  CiG^  entsprechende  Gerade  ist  Cj^Gi,  auf  weldier  ^vir 
den  M|  entsprechenden  Punkt  M/  durch  den  AfSnitätsstrahl  MjM^'  be- 
stimmen. Durch  M/  legen  ^r  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  C^'.  Sehen 
wir  diesen  als  auf  dem  Umdrehungsellipsoid  hegend  an,  so  finden  wir  als 
zweite  Projektion  desselben  die  mit  OX  parallele  Gerade  K^'L,',  auf  wel- 
cher auch  die  zweite  Projektion  M,'  des  Punktes  M/  hegt  Dem  Kreise 
entspricht  nun  auf  dem  dreiachsigen  ElUpsoid  eine  ElUpse,  deren  zweite 
Projektion  die  Gerade  K2L2  ist.  Auf  dieser  findet  man  die  gesuchte  zweite 
Projektion  M,  des  Punktes  durch  die  von  M|  gezogene  Senkrechte  zur 
Achse  OX.  (Oder  man  zieht  die  Gerade  M^'G,  durch  Cj'  und  zeichnet  die 
entsprechende  Gerade  G^Cs,  welche  ebenfalls  durch  M,  geht)  M^  steUt 
auch  die  erste  Projektion  eines  zweiten  Punktes  des  dreiachsigen  EUipsoids 
dar,  dessen  zweite  Projektion  in  gleicher  Weise  bestimmt  werden  kann. 

Soll  durch  den  Punkt  (M|M|)  eine  Berührungsebene  an  das  dreiachsige 
EUipsoid  gelegt  werden,  so  bestimmen  wir  eine  solche  fiir  den  entsprechen- 
den Punkt  (Mi'M^O  ^^  UmdrehungselUpsoids  nach  (VI,  23,  I.  Teil).  Sind 
QR'  und  KY  die  Spuren  dieser  Ebene,  so  finden  wir  als  Spuren  der  ge- 
suchten Beriihrungsebene  leicht  die  entsprechenden  Geraden  QR  und  RV. 
11)  Nach  (Vni,  1,  I.  Teil)  ist  jeder  ebene  Schnitt  eines  Umdrehungs- 
elUpsoids eine  Ellipse  und  parallele  Schnitte  desselben  sind  stets  ähnliche 

Ellipsen.  FolgUch  gilt  das  gleiche  auch 
für  das  afiine  dreiachsige  ElUpsoid.  Es 
entsteht  noch  die  Frage,  ob  das  letztere 
auch  von  einer  Ebene  in  einem  Kreise  ge- 
schnitten werden  kann.  Ist  a  >  b  >  c 
und  haben  wir  das  EUipsoid  (Fig.  65)  so 
gesteUt,  dass  die  Achse  2  b  senkrecht  zu 
P,  steht,  dann  können  wir  mit  dem  Halb- 
messer b  um  C2  als  Mittelpunkt  einen  Kreis 

^      beschreiben,    welcher   die   ElUpse   in   den 

Punkten  DEF  und  G  schneidet.  Die  Ge- 
raden DE  und  FG  stellen  alsdann  die 
Projektionen  zw^eier  Schnitte  dar,  deren 
Hauptachsen  gleich  sind  (=2b).  Folg- 
lich haben  diese  Schnitte  Kreisform.  Alle 
hierzu  paraUelen  Schnitte  sind  denselben 
ähnUch,  folgUch  giebt  es  zwei  Scharen  kreis- 
förmiger Schnitte. 

Aufgabe.   Den  Durchschnitt  einer  Kugel 
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mit  einem  dreiachsigen  EUipsoid  zu  finden. 


I 
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Anl.  zur  Aufl.  Wir  suchen  die  Lage  eines  Kreisschnittes  des  Ellipsoids 
und  durchschneiden  beide  Körper  mittelst  Ebenen,  welche  diesem  Kreis- 
schnitte parallel  sind.  Es  wird  hierzu  erforderlich  sein,  eine  neue  Projek- 
tionsebene zu  Hülfe  zu  nehmen,  welche  ebenfalls  jenen  Kreisschnitten  pa- 
rallel ist. 

12)  Der  eben  bewiesene  Satz  giebt  uns  Anlass  zur  Erklärung  einer 
anderen  Entstehungsweise  des  dreiachsigen  Ellipsoids.  DE  und  HK  seien 
zwei  konjugierte  Durchmesser  einer  ElUpse.  Um  DE  wird  ein  Kreis  be- 
schrieben, dessen  Ebene  senkrecht  zur  Ebene  der  Ellipse  steht.  Wird  dieser 
Kreis  parallel  mit  sich  selbst  so  bewegt,  dass  sein  Mittelpunkt  HK  durch- 
läuft und  sein  Umfang  stets  die  gegebene  Ellipse  schneidet,  so  beschreibt 
derselbe  ein  dreiachsiges  Ellipsoid. 

In  (Vni,  2  u.  3  d.  I.  Teils)  ist  der  Nachweis  geführt,  dass  ein  Um- 
drehungsellipsoid  von  einer  CyUnderfläche,  sowie  auch  von  einer  Kegelfläche 
in  einem  Kegelschnitt  berührt  wird.  Dasselbe  Gesetz  ergiebt  sich  demnach 
durch  Affinität  auch  für  das  dreiachsige  Ellipsoid. 

Aufgaben. 

13)  Die  Diurchschnittspunkte  einer  Geraden  mit  einem  dreiachsigen 
Ellipsoid  zu  finden. 

Anl.  z.  Aufl.  Man  verwandelt  das  gegebene  ElUpsoid  und  die  gegebene 
Gerade  durch  Affinität  in  ein  Umdrehipigsellipsoid  und  die  entsprechende 
Gerade,  und  diese  beiden  wiederum  in  eine  Kugel  und  eine  Gerade.  Die 
Durchschnittpunkte  der  beiden  letzteren  sind  leicht  zu  finden  und  durch  die 
Affinitätsstrahlen  wieder  auf  die  gegebenen  Stücke  zu  übertragen.  Das  El- 
lipsoid braucht  hierbei  nur  durch  seine  Hauptachsen  gegeben  zu  sein,  die 
gesuchten  Durchschnittspunkte  lassen  sich  dann  durch  Zeichnen  von  geraden 
Linien  oder  Kreisen  bestimmen.  Das  Zeichnen  der  Umrisse  der  vorkom- 
menden EUipsoide  ist  nicht  nötig. 

14)  An  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  Berührungsebenen  zu  legen,  welche 
einer  gegebenen  Geraden  parallel  sind.  (Die  Kurve  der  Berührungspunkte 
ist  zu  zeichnen.) 

15)  Von  einem  Punkte  aus  Berührungsebenen  an  ein  Ellipsoid  zu  legen. 
Auch  in  diesem  Falle  ist  die  Berührungskurve  zu  zeichnen. 

Man  löst  diese  beiden  Aufgaben  ebenfalls  leicht  durch  kollineare  Um- 
wandlung. Die  erhaltenen  Kurven  bedeuten  auch  die  Lichtgrenzen  auf  dem 
Ellipsoid  bei  Erleuchtung  durch  parallele  Strahlen  bez.  durch  Strahlen^ 
welche  von  einem  Punkte  ausgehen. 

16)  Durch  eine  gegebene  Gerade  Berührungsebenen  an  ein  dreiachsiges 
Ellipsoid  zu  legen. 

17)  Den  Durchschnitt  eines  EUipsoids  mit  einer  Ebene  zu  finden. 
Anl.  zur  Aufl.    Wir  nehmen  bei  d^  bisher  benutzten  Lage  des  drei* 
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achsigen  Ellipsoids  an,  es  seien  QR  und  RT  die  Spuren  einer  beliebigen 
Ebene  (Fig.  66).  Wir  konstruieren  nun,  wie  in  Fig.  64,  das  affine  Um- 
drehungsellipsoid  und  bestimmen  zugleich  die  den  Spuren  QR  und  RT  ent- 
sprechenden Geraden  QR'  und  R'T.  Die  beiden  letzteren  sind  dann  die 
Spuren  derjenigen  Ebene,  welche  der  gegebenen  entspricht.  Der  Durch- 
schnitt dieser  Ebene  mit  dem  Umdrehungsellipsoid  wird  nach  (IV,  41,1.  Teil) 
bestimmt  und  nun   affin   auf  das  gegebene  Ellipsoid  übertragen.     Die  in 


Fig.  66. 

Fig.  66  ausgeführte  Konstruktion  ist  so  ein£EUih,  dass  diese  Andeutungen 
vollständig  genügen  werden. 

Andere  Lösung. 

Der  Durchschnitt  kann  ohne  kollineare  Umwandlung  auch  leicht  unter 
Zuhilfenahme  der  Kreisschnitte  des  Ellipsoids  konstruiert  werden  (Fig.  67). 
Stellt  die  Gerade  A^B,  die  zweite  Projektion  eines  solchen  Kreisschnittes 
dar,  so  hat  die  erweiterte  Ebene  desselben  die  Spuren  TU  und  UQ,  von 
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denen  die  letztere  bei  unserer  Annahme  der  Stellung  des  Ellipsoids  senk* 
recht  zur  Achse  OX  steht  Damit  der  Kreisschnitt  in  wahrer  Gestalt  er- 
scheint, projicieren  wir  denselben  auf  eine  Ebene  TU',  welche  parallel  zu 
A^B,  und  senkrecht  zur  zweiten  Projektionsebene  steht.  Auf  diese  Ebene 
projicieren  wir  das  Ellipsoid  mit  einer  Reihe  von  Kreisschnitten  und  legen 
hierauf  die  Ebene  in  die  zweite  Projektionsebene  nieder.  Alsdann  haben 
wir  noch  die  Schnittlinien  der  Kreisschnitte  mit  der  Ebene  QRU  auf  die 
neue  Ebene  zu  projicieren,  wodurch  wir  eine  Reihe  der  gesuchten  Punkte 


JL-ä 


Fig.  67. 

eAalten.     Leicht  ergeben  sich   daraus  durch  Zurückprojicieren  die  ersten 
und  zweiten  Projektionen  der  Durchschnittspunkte. 

Übrigens  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  man  zur  Bestimmung  von 
Durchschnittspunkten  auch  solche  elliptische  Schnitte  benutzen  kann,  die  in 
dner  Projektion  kreisförmig  erscheinen. 


Das  Paraboloid. 

16)  Die  Parabel  können  wir  als  eine  Ellipse  mit  einem  unendlich  fernen 
Brennpunkte  betrachten  und  schliessen  demnach,  dass  durch  Drehung  einer 
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Parabel  um  ihre  Achse  eine  Fläche,  das  sog.  Umdrehungsparaboloid  be- 
schrieben wird,  welches  ähnliche  Eigenschaften  wie  das  Umdrehunpsellip- 
soid  besitzt  Insbesondere  ist  ein  beliebiger  Schnitt  dieser  Fläche  im  All- 
gemeinen eine  Ellipse,  welcher  in  einen  Kreis  übergeht,  wenn  derselbe  senk- 
recht zm*  Achse  steht  Ein  Schnitt,  welcher  dmt^h  die  Achse  geht  oder 
parallel  zu  derselben  ist,  wird  zur  Parabel. 


Flg.  M. 

Durch  Afißnität  können  wir  das  Umdrehungsparaboloid  in  das  „ellip- 
tische Paraboloid^'  verwandeln,  dessen  Schnitte  senkrecht  zur  Achse  der 
Fläche  nicht  mehr  Kreise,  sondern  EUipsen  sind  (Fig.  68). 

Das  elliptische  Paraboloid  hat,  wie  das  dreiachsige  Ellipsoid  die  Eigen- 
schaft, dass  ein  Schnitt  der  Fläche  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  ist,  welcher 
aber  in  eine  Parabel  übergeht,  wenn  der  Schnitt  durch  die  unendliche  Achse 
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geht  oder  parallel  mit  derselben  ist.  Ferner  giebt  es  auch  auf  dieser  Fläche 
zwei  Scharen  von  Kreisschnitten,  deren  Lage  in  gleicher  Weise  wie  beim 
EUipsoid  bestimmt  werden  kann.  In  Fig.  68  ist  noch  die  Konstruktion  des 
Durchschnittes  der  Ebene  QRT  mit  dem  elliptischen  Paraboloid  M^M,  an- 
gegeben und  zwar  wie  in  16)  durch  afSne  Umwandlimg  der  Fläche  in  ein 
Umdrehungsparaboloid. 

(Die  Achse  der  Parabel  ist  hierbei  senkrecht  zu  P,  vorausgesetzt  und  die  eine  Haupt- 
achse eines  zur  Achse  der  Parabel  senl[rechten  elliptischen  Schnittes  parallel  zu  OX). 

Aufgaben. 

17)  Die  Durchschnittspunkte  einer  Geraden  mit  einem  elliptischen  Para- 
boloid zu  finden. 

18)  Die  erste  Projektion  eines  Punktes ,  welcher  auf  einem  gegebenen 
Paraboloid  hegt,  ist  bekannt.  Man  soll  die  zweite  Projektion  des  Punktes 
finden. 

19)  Durch  einen  auf  dem  Paraboloid  liegenden  Punkt  M  die  Berührungs- 
ebene zu  legen. 

20)  Von  einem  gegebenen  Punkte  ausserhalb  Berührungsebenen  an  ein 
Paraboloid  zu  legen.  Die  Berührungskurve  (Lichtgrenze  bei  centraler  Be- 
leuchtung) ist  zu  zeichnen. 

21)  An  ein  Paraboloid  Berührungsebenen  zu  legen,  welche  einer  ge- 
gegebenen Geraden  parallel  sind.  Die  Berührungskurve  (Lichtgrenze  bei  Er- 
leuchtung durch  Parallelstrahlen)  soll  ermittelt  werden. 

22)  Durch  eine  gegebene  Gerade  soll  an  ein  Umdrehungsparaboloid 
eine  Berührungsebene  gelegt  werden. 

Aufl.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  soll  uns  die  NützUchkeit  des  Be- 
griffes der  Kollineation  im  Allgemeinen  für  ähnUche  Probleme  vor  Augen 
fuhren.  Nach  A,  20  ist  die  einem  Kreise  koUineare  Figur  eine  Parabel, 
wenn  das  Kollineationscentrum  S«,  (Fig.  69)  im  Umfange  des  Kreises,  die 
KoUineationsachse  die  Tangente  in  S,  und  die  zu  dieser  parallele  zweite 
Tangente  die  Fluchtlinie  des  Kreises  ist  Denken  wir  ims  den  Kreis  und 
die  Parabel  um  die  zur  ersten  Projektionsebene  senkrechte  Achse  der  letzteren 
gedreht,  so  beschreiben  der  Kreis  und  die  Parabel  eine  Kugelfläche  bez.  ein 
Umdrehungsparaboloid.  Die  KoUineationsachse  durchläuft  die  Kollineations- 
ebene  und  die  zu  ihr  parallele  Tangente  die  Fluchtebene,  welch  letztere  wir 
in  Fig.  69  als  mit  der  ersten  Projektionsebene  zusammenfallend  angenommen 
haben. 

Es  sei  nun  (A,  B|,  A^B,)  die  gegebene  Gerade,  durch  welche  die  Be- 
rührungsebene  an  das  Paraboloid  gelegt  werden  soll.  Wir  ermitteln  die 
entsprechende  Gerade,  durch  diese  legen  wir  die  Berührungsebene  an  die 
Kugel,  dann  ist  die  entsprechende  Ebene  die  gesuchte. 

Ziehen  wir  demnach  den  Strahl  (SjDi,  S^D,)  parallel  zu  (A^B^,  A^B^), 
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■30  entspricht  der  Punkt  (D^  D,),  in  welchem  derselbe  die  Fiuchtebene  trifft, 
dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  (A^B^,  AgB^).  Trifft  demnach 
letztere  die  Eollineationsebene  in  (C^,  C,),  so  entspricht  die  durch  (Gi,  G^) 
und  (D^,  Dy)  bestimmte  Gerade  der  gegebenen  (A|B|,  A^B,).  Durch  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  legen  wir  die  zur  ersten  Projektionsebene  P^  parallele 


Fig.  69. 


Ebene,  welche  im  Aufriss  durch  die  Gerade  F^G^  dargestellt  wird.  Wir 
yer&hren  jetzt  nach  (VI,  14,  L  Teil).  Den  Punkt  FjF,,  in  welchem  jene 
Ebene  von  (G^D^,  G^D,)  getroffen  wird,  betrachten  wir  als  Spitze  eines 
Kegels,  welcher  die  Kugel  einschliesst  und  berührt.  Die  beiden  von  F^  an 
deii  Umriss  des  Grundrisses   der  Kugel   gezogenen  Tangenten   stellen  die 
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äusseren  Begrenzungslinien  des  Kegels  dar  und  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Berührungspunkte  H|  und  K^  bedeutet  die  Projektion  des  Berührungs- 
kreises.  Die  Ebene  des  letzteren  wird  nun  von  (C|Di,  C^D,)  in  dem  Punkte 
(Ej  E,)  getroffen.  Drehen  wir  den  Berührungskreis  um  seinen  zu  der 
ersten  Projektionsebene  P^  parallelen  Durchmesser  H^Kj  soweit,  bis  der- 
selbe parallel  zu  P^  liegt,  so  gelangt  der  Punkt  (E|  E,)  nach  E3  (wobei 
EiE3=E,$  und  _LHiKi).  Von  E3  ziehen  wir  die  Tangente  E3N1  an 
den  umgeklappten  Kreis.  Diese  trifft  H^Ki  in  Nj  und  berührt  in  Q.  Richten 
wir  die  niedergeklappte  Ebene  wieder  auf,  so  steUt  E^Nj  die  Projektion  der 
aufgeklappten  Tangente  und  Q|  diejenige  ihres  Berührungspunktes  dar 
(QQi  J^HjK,).  Durch  diese  Tangente  und  durch  die  Gerade  (D^Ei,  D^E,) 
legen  wir  eine  Ebene,  welche  die  Kegelfläche  und  damit  auch  die  Kugel 
berührt.  Diese  Berülirungsebene  schneidet  aber  die  zu  P^  parallele  Ebene 
F^G^  in  einer  Geraden,  deren  erste  Projektion  F^N^  ist,  während  die  zweite 
Projektion  derselben  in  F^G,  hegt  Folglich  schneidet  sie  auch  die  Kol- 
lineationsebene  in  einer  zu  F^N^  parallelen  Geraden.  Die  erste  Projektion 
CjLj  dieser  Geraden  geht  durch  Cj  und  die  zweite  Projektion  C^Lg  fallt 
mit  CjSg  zusammen.  Da  nun  die  soeben  gefundene  Berührungsebene  imd 
die  gesuchte  entsprechende  Ebene  sich  in  derselben  Geraden  in  der  Kol- 
lineationsebene  schneiden  müssen,  so  ist  nun  die  Lage  der  gesuchten  Be- 
rührungsebene  des  Paraboloids  bestimmt  durch  die  beiden  sich  schneidenden 
Geraden  (A^Bj,  A^B,)  und  (CiLj,  CjLj).  Die  erste  Spur  AjR  dieser  Ebene 
geht  durch  A^  und  dieselbe  ist,  wie  man  leicht  sieht,  parallel  zu  CiL^. 
Die  zweite  Spur  ist  in  unserer  Zeichnung  nicht  erreichbar,  kann  aber  leicht 
auf  bekannte  Weise  gefunden  werden.  Um  noch  den  Berührungspunkt  auf 
dem  Paraboloid  zu  bestimmen,  haben  wir  den  (Q|,  Q,)  entsprechenden  Punkt 
zu  finden.  Durch  (Q,,  Q,)  legen  wir  die  Gerade  (RiQi,  KsQs)  ^"^^  ver- 
längern dieselbe,  bis  sie  die  Kollineationsebene  in  (T^  T,)  trifft  Dieser 
Geraden  entspricht  eine  zur  Achse  S2B2  paraUele  Gterade  T^U,  deren  erste 
Projektion  der  Punkt  Ti  ist.  Der  Strahl  SgQg  trifft  nun  TjU  in  Q,',  der 
zweiten  Projektion  des  gesuchten  Berührungspunktes,  dessen  erste  Projektion 
Q/  mit  Tj  zusammenfallt. 

Die  Bestimmung  der  zweiten  noch  möglichen  Berührungsebene  können 
wir  der  eigenen  Übung  überlassen. 

Da  zu  einem  elliptischen  Paraboloid  immer  ein  demselben  affines  Um- 
drehungsparaboloid  gefunden  werden  kann,  so  folgt  hieraus  nun  auch  die 
Lösung  der  Aufgabe:  „Durch  eine  gegebene  Gerade  an  ein  eUiptisches  Para- 
boloid  eine  Berührungsebene  zu  legen  ^',  deren  Ausfuhrung  wir  dem  Studie- 
renden überlassen  können. 
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Das  zweischalige  Hyperboloid. 

23)  Nehmen  wir  an,  es  sei  die  einem  Kreise  K  (Mittelpunkt  C)  kol- 
lineare Figur  zu  bestimmen  (Fig.  70).  Das  Kollineationscentmm  sei  S,  die 
durch  C  gehende  und  zu  GS  senkrechte  Gerade  i  die  Fluchtlinie  und  die 

Tangente  t  in  A  die  Kollineationsadise.  Da 
die  Fluchtlinie  i  den  Kreis  trifft ,  so  ist  die 
demselben  entsprechende  Figur  eine  Hyperbel, 
deren  Hauptachse  in  der  durch  C  und  S  gehen- 
den Geraden  Uegt.  Drehen  wir  die  ganze  Figur 
um  die  letztere,  so  beschreibt  der  Kreis  eine 
Kugel  und  die  Hyperbel  eine  aus  zwei  getrenn- 
ten Teilen  bestehende  Umdrehungsfläche,  weldie 
ein  zweischaliges  Hyperboloid  genannt  wird. 
Zwischen  dem  letzteren  und  der  Kugel  best^t 
Kolhneation.  Die  Tangente  t  beschreibt  bei 
der  Umdrehung  die  KolUneationsebene  und  die 
Gerade  i  die  Fluchtebene. 

Wir  erkennen  hieraus  leicht,  dass  wir  die 
für  das  Paraboloid  in  No.  17 — 22  angefthrten 
Aufgaben  auch  in  gleicher  Weise  beim  Hyper- 
boloid behandeln  können,  und  empfehlen  dem 
Anlänger  die  Lösung  derselben. 
Durch  Affinität  können  wir  (ähnlich  wie  in  16)  das  Umdrehungshyper- 
boloid in  ein  elliptisches  Hyperboloid  verwandeln,  in  welchem  aUe  zur 
Hauptachse   senkrechten  Schnitte   ähnliche   und   ähnlich   hegende  Ellipsen 
werden.    Die  Fläche  hat  alsdann  die  Eigenschaften: 

1)  Dass  dieselbe  von  einer  Ebene  in  einer  Ellipse  Parabel  oder  Hy- 
perbel geschnitten  werden  kann. 

2)  Dass  sie  femer  zwei  Scharen  von  Kreisschnitten  enthält. 

3)  Dass  parallele  Schnitte  ähnlich  sind. 

Die  Lösung  der  oben  bezeichneten  Aufgaben  für  das  elliptische  Hyper- 
boloid können  wir  hiemach  ebenfalls  dem  Studierenden  überlassen. 

Werden  die  beiden  Asymptoten  einer  Hyperbel  gleichzeitig  mit  derselben 
um  die  Hauptachse  gedreht,  so  beschreiben  diese  die  Mantelfläche  des  sog. 
Asymptotenkegels.    Für  diesen  lassen  sich  folgende  Eigenschaften  au&tellen. 

Auf  jeder  Geraden  g,  welche  das  Hyperboloid  und  den  Asymptoten- 
kegel schneidet,  werden  von  diesen  beiden  Flächen  je  zwei  gleiche  Abschnitte 
begrenzt  Denn  eine  durch  g  und  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloids  gelegte 
Ebene  schneidet  die  beiden  Flächen  in  einer  Hyperbel  bez.  deren  Asymptoten, 
für  welche  der  Satz,  wie  später  bewiesen  wird,  gültig  ist. 
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Jede  Beriihrungsebene  £  des  Hyperboloids  schneidet  den  Asymptoten- 
kegel in  einer  Ellipse ,  deren  Mittelpunkt  der  Benihnmgsponkt  der  Ebene 
£  ist. 

Das  Hyperboloid  und  der  Asymptotenkegel  werden  von  einer  E^bene  £ 
in  zwei  konzentrischen  EUipsen  oder  Hyperbeln  oder  in  Parabeln  geschnitten, 
wenn  £  nicht  durch  den  Mittelpunkt  geht. 

Dieselben  Gesetze  gelten,  wie  man  leicht  übersieht,  auch  fiir  das  ellip- 
tische Hyperboloid.  Wir  können  ab  besonderen  Fall  noch  hinzufügen,  dass 
das  elliptische  Hyperboloid  und  sein  Asymptotenkegel  auch  zwei  Scharen 
konzentrischer  Kreisschnitte  enthalten,  welche  bei  dem  Umdrehungshyper- 
boloid in  eine  einzige  senkrecht  zur  Hauptachse  desselben  stehende  Schar 
zusammenfallen. 


IL  Abschnitt. 

Projektirische  Punktreihen  und  Strahlenbflsehel. 

1)  Die  Gesamtheit  aller  Strahlen,  welche  durch  einen  Punkt  S  gehen 
und  in  einer  Ebene  liegen,  heisst  ein  Strahlenbüschel.  Der  Punkt  S 
wird  der  Mittelpunkt  desselben  genannt  Zieht  man  denjenigen  Strahl  des 
Büschels,  welcher  durch  einen  bestimmten  Punkt  A  der  Ebene  geht,  so 
wird  A  durch  diesen  Strahl  projidert.  Eine  beliebige  Gerade  g  der  Ebene 
wird  Ton  dem  projiderenden  Strahle  in  dem  Punkte  A',  der  Projektion  des 
Punktes  A  auf  g'  geschnitten. 

Ein  Strahlenbüschel  wird  von 
•einer  nicht  durch  den  Mittelpunkt 
S  des  Büschels  gehenden  Geraden 
g  (Fig.  71)  in  einer  stetigen  Folge 
von  Punkten,  d.  h.  in  einer  Punkt- 
reihe geschnitten.  Die  Gerade  g 
heisst  der  Träger  der  Reihe.    Wird  ng  7i. 

-diese  Punktreihe  von  S  aus  auf  dne 

andere  Gerade  projidert,  so  erhält  man  dne  zweite  Punktreihe,  welche  von 
S  aus  gesehen  schdnbar  mit  der  ersten  zusammenfällt.  Man  kann  des- 
halb jede  der  beiden  Reihen  als  eine  Abbildung  der  anderen  betrachten. 
Diese  gegenseitige  Lage  zweier  Punktreihen  nennt  man  die  perspektivische 
Lage  und  dieselbe  giebt  uns  das  ein&chste  Mittel,  um  zwei  Punktreihen 
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aufeinander  zu  beziehen.  Wir  wollen  die  Punkte  der  einen  Reihe  als  der- 
art abhängig  von  denen  der  anderen  Reihe  ansehen,  dass  zwei  Punkte, 
welche  auf  demselben  projicierenden  Strahle  hegen,  einander  entsprechen. 
A'  entspricht  also  A;  B'  dem  Punkte  B  u.  s.  f.  In  dem  Schnittpunkte  P 
der  beiden  Träger  g  und  g'  fallen  demnach  zwei  entsprechende  Punkte  zu- 
sammen. Dem  imendUch  fernen  Punkte  der  Geraden  g  entspricht  der  Punkt 
G',  welcher  auf  dem  zu  g  parallelen  Strahle  SG'  hegt;  ebenso  schneidet 
der  zu  g'  parallele  Strahl  die  Gerade  g  in  dem  Punkte  H,  welcher  dem 
unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  g'  entspricht. 

Anm.  Aus  Fig.  71  ist  leicht  ersichtlich,  dass  A  APA'-- A  ASH^^  A  A'SG\ 
folglich:  A'G' :  G'S  =  HS :  AH,  woraus  folgt:  A'G' .  AH  =  G'S  .  HS.  Ebenso  findet  sich: 
B'G'.BH  =  G'S.HS  u.  s.  f.  Die  beiden  besonderen  Punkte  H  und  G'  der  beiden 
Reihen  heissen  die  Fluchtpunkte  (nach  dem  Vorgange  in  der  Linearperspektive  als  die 
Abbildungen  der  beiden  unendlich  fernen  Punkte)  oder  Gegenpunkte,  und  die  eben  ge- 
gebene Ableitung  zeigt,  dass  das  Produkt  aus  dem  Abstand  des  Punktes  einer  Reihe  vom 
zugehörigen  Gegenpunkt  und  dem  Abstand  des  entsprechenden  Punktes  der  anderen  Reihe 
vom  zugehörigen  Gegenpunkt  den  unveränderlichen  Wert  G'S  .  HS  =  k«  hat  Dieses  Pro- 
dukt heisst  die  perspektivische  Potenz  der  beiden  Reihen. 

2)  Wird  eine  Punktreihe  g  (Fig.  72)  von  einem  Strahlencentrum  S 
aus  auf  eine  andere  Gerade  g'  projiciert,  so  erhält  man  nach  1)  eine  neue 
Reihe,  welche  zur  ersten  perspektivisch  hegt.  Man  kann  nun  diese  letztere 
von  einem  neuen  Strahlencentrum  S'  aus  auf  eine  dritte  Gerade  g'  proji- 


deren,  daim  erhält  man  auf  dieser 


eine  zu  g  perspektivisch  liegende 
Punktreihe.  Einem  beliebigen  Punkte 
A  der  Reihe  g  entspricht  der  Punkt 
A'  der  Reihe  %  und  dem  letzteren 
wieder  der  Punkt  A"  der  Reihe  g'\ 
Die  Lage  des  Punktes  A''  ist  hier- 
nach abhängig  von  derjenigen  des 
ersten  Punktes  A  und  man  kann  des- 
halb auch  die  beiden  Punktreihen  g 
und  %  so  aufeinander  beziehen,  dass 
jedem  Punkte  der  ersten  Reihe  g  der- 
jenige Punkt  der  Reihe  g'  entspricht^ 
welchen  man,  wie  eben  angegeben,  durch  zweimaUge  Projektion  aus  S  bez. 
S'  erhält.  Die  neue  Punktreihe  wird  aber  im  Allgemeinen  nicht  mehr  per- 
spektivische Lage  zu  der  ersten  Reihe  g  haben,  d.  h.  die  Yerbindungsliniea 
entsprechender  Punkte  werden  nicht  durch  einen  Punkt  gehen.  Man  nennt 
nun  solche  Punktreihen  „projektivisch^S  weil  die  eine  durch  mehrmalige 
Projektion  aus  der  andern  entstanden  ist.  Würde  man  die  Punktrahe  g'" 
auf  eine  neue  Gerade  g"  von  irgend  einem  anderen  Punkte  S'''  aus  pro* 
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jicieren,  so  würde  man  eine  vierte  Punktreihe  erhalten,  welche  zu  jeder  der 
vorhergehenden  projektivisch  ist  u.  s.  f. 

Sind  zwei  projektivische  Punktreihen  in  perspektivischer  Lage,  so  ist 
die  Abhängigkeit  der  Punkte  der  einen  Reihe  von  denen  der  andern  schon 
durch  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  A,  A'  und  B,  B'  festgestellt,  denn 
die  Verbindungslinien  AA'  und  BB'  schneiden  sich  im  Projektionscentrum  S. 
Andere  entsprechende  Punkte  liegen  dann  auf  solchen  Strahlen,  welche  durch 
S  gehen. 

3)  Sind  drei  Paare  entsprechender  Punkte  zweier  projektivischen  Punkt- 
reihen, welche  nicht  perspektivische  Lage  haben,  gegeben,  so  ist  die  Pro- 
jektivität,  d.  h.  die  Abhängigkeit  der  Punkte  der  einen  Reihe  von  denen 
der  anderen  Reihe  festgestellt.  Einem  vierten  Punkte  der  einen  Reihe  ent- 
spricht dann  ein  bestimmter  Punkt  der  anderen  Reihe. 

Beweis.  Es  seien  A,  A';  B,  B'  und  C,  CT  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  der  beiden  projektivischen  Punktreihen  g  und  g  (Fig.  73).  Auf  der 
Geraden,  welche  zwei  dieser  Punkte,  z.  B.  A  und  A'  verbindet,  nehme  man 
die  Mittelpunkte  S  und  S'  zweier  Strahlenbüschel  beliebig  an  und  projidere 
die  Punktreihe  g  aus  S  und  g   aus  S'. 

Die  Strahlen  SB,  S'B' 
und  SC,  S'C  schneiden  sich 
in  den  Punkten  B"  und  C". 
Man  ziehe  durch  die  letzteren 
die  Gerade  g'^,  dann  entsteht 
auf  dieser  die  Punktreihe 
A"B"C"  .  .  .,  welche  zu  jeder 
der  Reihen  g  und  g  perspek- 
tivisch hegt.  Ist  nun  D  ein 
vierter  Punkt  der  Reihe  g, 
so  projicieren  wir  denselben 
von  S  aus  nach  D"  auf  g" 
imd  nun  D"  von  S'  aus  nach 
D'^  auf  g^  Dann  sind  D  und 
D'  wieder  zwei  entsprechende 
Punkte  der  Reihen  g  und  g. 

Dass  nun  dem  Punkte  D 
stets  derselbe  Punkt  D'  auf 
g  entspricht  und  die  Lage 
des  letzteren  nicht  von'  der  Wahl  der  Punkte  S  und  S'  abhängig  ist,  lässt 
sich  leicht  nachweisen.  Ist  z.  B.  S''  ein  neues  Projektionscentrum  auf  AA', 
so  kann  man  durch  die  Schnittpunkte  der  Strahlenpaare  (S"B,  S'B'),  (S"C, 
S'C)  die  Gerade  g"  ziehen,  auf  welcher  die  Punkte  A'",  B'",  G"  .  .  .  per- 
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spektavisch  zu  den  Reihen  g  und  g'  liegen.  Nun  schneiden  sich  die  Paare 
der  Seiten  der  Dreiecke  BB"B'",  CCC"  in  drei  Punkten  SS'S",  welche 
auf  einer  Geraden  liegen,  folghch  sind  die  Dreiecke  koUinear  und  die  Yer- 
bindungsHnien  ihrer  entsprechenden  Ecken,  nämlich  die  Geraden  g,  g",  g"' 
gehen  durch  einen  Punkt  P.  Aus  demselben  Grunde  ist  das  von  den 
Strahlen  SD",  S"D'"  und  S'D"'  gebildete  Dreieck  jedem  der  beiden  vorigen 
Dreiecke  koUinear,  folglich  erhält  man  durch  Verlegung  von  S  nach  S"  doch 
wieder  D'  als  entsprechenden  Punkt  zu  D.  In  gleicher  Weise  lässt  sich 
zeigen,  dass  eine  Verlegung  von  S'  auf  der  Geraden  AA^  keinen  Einfluss 
auf  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  D  und  D'  hat. 

Sind  A,  B,  C,  D  (Fig.  74)  vier  Punkte  einer  Reihe  g,  welche  von  S  aus  projiciert 

AB 

werden;   ist  femer  das  Abstandsverhältnis  des  Punktes  B  von  A  und  D,  ebenso 

Dl) 

A  P 

dasjenige  des  Punktes  C,  so  nennt  man  das  Verhältnis: 


CD 

AB      A  C^ 

BD   'CD 

das  Doppelverhäitnis  der  vier  Punkte.    Ziehen  wir  DM  parallel  zu  dem  Strahle  AS,  so  ist: 

AB         AS        ^    AG         AS 
:=  ^,,    und = 


BD         DM    —    CD         DN  * 
Hieraus  ei^ebt  sich 

AB      AC  __  DN 
BD  '  CD   "~  DM  • 
Ziehen  wir  durch  D  eine  andere  Gerade  g', 
so  wird  diese  von  dem  Strahlenbüschel  in  den 
vier  Punkten  A',  B',  C,  D  geschnitten,  und  wir 
finden : 

:^  — j^     AX^  _  A'S 
B'D  ""  DM  '    CD  ■"  DN  ' 
woraus  wieder  folgt: 
^«  ''*•  A^    A'C  _  DN 

B'D  '  CD  ""  DM  • 
Jede  zu  g  oder  g'  parallele  Gei'ade  wird  von  dem  Strahlenbüschel  in  4  Punkten 
geschnitten,  welche  dieselben  Abstandsverhältnisse  wie  die  der  Punkte  A,  B,  C,  D  bez. 
A',  B',  C,  D  zu  einander  haben,  woraus  hervorgeht,  dass  auch  das  Doppelverhäitnis  der 
4  Schnittpunkte  dasselbe  ist 

Ferner  ergiebt  sich:  wenn  man  die  Punkte  A,  B,  C,  D  aus  einem  andern  Mittel- 
punkte auf  eine  neue  Grade  projiciert,  dass  den  Projektionen  dieser  Punkte  wieder  das- 
selbe Doppelverhäitnis  zukommt.  Hiernach  ist  z.  B.  das  Doppelverhäitnis  der  vier  Punkte 
A,  B,  C,  D  in  Fig.  72  gleich  demjenigen  von  A'B'CD'  und  dieses  wieder  gleich  dem 
Doppelverhäitnis  der  Punki»  A"B"C"D".  Die  Reihe  ABCD  ist  aber  der  Reihe  A"B"C'D" 
projektivisch,  daraus  folgt  der  wichtige  Satz: 

In  zwei  projekti vischen  Punktreihen  haben  je  vier  Punkte  der  einen  und  die  ent- 
sprechenden Punkte  der  anderen  dasselbe  Doppelverhäitnis. 

Auch  hieraus  können  wir  schliesscn,  dass  die  Projektivität  zweier  Punktreihen  durch 
8  Paare  entsprechender  Punkte  bestimmt  ist,  weil  einem  vierten  Punkte  der  ersten  Reihe 
ein  bestimmtes  Doppelverhäitnis  zukommt,  welchem  das  Doppelverhäitnis  der  entsprechenden 
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Plg  75. 


Punkte  der  zweiten  Reihe  gleich   sein   muss.    Dies  ist  jedoch,   wenn  drei  Punkte  d^ 
letzteren  schon  gegeben  sind,  nur  noch  bei  einem  vierten  Punkte  dieser  Reihe  möglich. 

4)  Zwei  projektivische  Punktreihen  können  auch  denselben  Träger  haben. 
Wird  z.  B.  die  Punktreihe  A,  B,  C,  D  .  .  (Fig.  75)  auf  die  Gerade  g"  von 
S  aus  projidert,  so  er- 
halten wir  auf  dieser  die 
Reihe  A"B"C"D",  und 
wenn  wir  diese  von  einem 
anderen  Mittelpunkte  S'' 
aus  wieder  auf  die  ur- 
sprüngliche Gerade  g 
zurückprojideren,  so  er- 
halten wir  auf  dieser  die 
Punktreihe  A'  B'  C  D', 
welche  der  ersten  Beihe 
AB  CD  projektivisch  ist.  Denn  jede  der  beiden  letzten  Reihen  hat  zu 
A"B"C"D"  perspektivische  Lage.  In  dem  Schnittpunkte  Q  der  Geraden  g  ^ 
und  g''  fallen  zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Reihen  zusammen; 
ebenso  in  demjenigen  Punkte  P  der  Geraden  g,  in  welchem  sie  von  dem 
durch  S  und  S'  gehenden  Strahle  getroffen  wird.  P  und  Q  werden  die 
Doppelpunkte  der  beiden  Reihen  genannt. 

5)  Ebenenbüschel.  Die  Gesamtheit  aller  Ebenen,  welche  durch  eine 
feste  Gerade  s  gehen  (Fig.  76)  heisst  ein  Ebenenbüschel;  s  die  Ache  des- 
selben.  Eine  beliebige  Ebene,  welche  nicht 

durch  s  geht,  schneidet  den  Büschel  in 
einem  Strahlenbüschel  mit  dem  Mittelpunkt 
S;  und  eine  Gerade  g  schneidet  denselben 
in  einer  Punktreihe  ABCD  .  .  Legen  wir 
durch  g  noch  eine  Ebene,  so  entsteht  ein 
zweiter  Strahlenbüschel  mit  dem  Mittel- 
punkt S',  welcher  die  Punktreihe  ÄBCD  . . 
ebenfalls  projiciert.  Von  einem  beliebigen 
Punkte  P  der  Achse  s  aus  betrachtet  fedlen 
die  beiden  Strahlenbüschel  scheinbar  zu- 
sammen, so  dass  jeder  Büschel  als  eine  Abbildung  des  anderen  betrachtet 
werden  kann.  Man  sagt  aus  diesem  Grunde,  zwei  Strahlenbüschel  haben 
perspektivische  Lage,  wenn  sie  dieselbe  Punktreihe  projicieren,  und  diese 
Bezdchnung  wird  auch  noch  beibehalten,  wenn  die  Büschel  in  einer  Ebene 
liegen.  Man  kann  dieselben  in  diesem  Falle  als  Projektionen  zweier  per- 
spektivischen Strahlenbüschel  im  Räume  ansehen.  Offenbar  ergiebt  sich 
hieraus  leicht,  dass  zwei  Strahlenbüschel,  welche  in  einer  Ebene  perspek- 
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tivi8che  Lage  haben,  auch  kollinear  sind  und  zwar  ist  der  Trager  der  Punkt- 
reihe, welche  von  beiden  Büscheln  projiciert  wird,  die  Kollineationsachse. 
Das  EoUineationscentnun  kann  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  S' 
und  S"  willkürlich  angenommen  werden  (Fig.  77). 


Flg.  77. 


Leicht  ergiebt  sich  hieraus  der  folgende  Satz:  Wenn  einer  der  beiden 
Strahlenbüschel  z.  B.  S'  iron  einer  behebigen  Geraden  g'  in  der  Punktreihe 
A'B'C'D'  .  .  geschnitten  wird  und  man  zieht  durch  den  Punkt  E,  in  wel- 
chem g  den  Träger  g  der  Punktreihe  ABCD  .  .  trifit,  eine  andere  Gerade 
g'^,  so  schneidet  die  letztere  den  Büschel  S"  in  einer  neuen  Punktreihe 
A",  B'',  G",  D"  .  .,  welche  zu  A'  B'  C'  D'  .  .  perspektivisch  hegt  Das  Pro- 
jektionscentrum S  für  beide  Reihen  hegt  auf  S'S". 

Anm.  Der  Anblick  der  Figur  77  zeigt  sofort,  dass  die  Dreiecke  AA'A",  BKE^, 
C  C  C,  D  D'  D"  paarweise  kollinear  sind  in  Bezug  auf  £  als  EoIIineationscentrum.  Ihre 
Ecken  liegen  auf  den  drei  durch  E  gehenden  Geraden  g,  g^,  g'^  und  da  in  S'  bez.  8"  je 
zwei  Paare  der  Seiten  zusammentreffen,  so  schneiden  sich  die  übrigen  Dreiecksseiten  in 
einem  Punkte  S,  welcher  auf  S'S"  liegt 

6)  Eine  Punktreihe  wird  ebenfalls  in  Beziehung  auf  einen  Strahlenbüschel 
bezw.  Ebenenbüschel  gebracht.  Ist  die  Punktreihe  ein  Schnitt  des  Büschels, 
so  nennt  man  die  Lage  derselben  zum  Büschel  die  perspektivische  Lage. 
Jeder  Punkt  der  Beihe  hegt  dann  auf  dem  entsprechenden  Strahle  bez.  der 
Ebene  des  Büschels.  Ebenso  ist  ein  Strahlenbüschel  perspektivisch  einem 
Ebenenbüschel,  wenn  derselbe  ein  Schnitt  des  letzteren  ist,  oder  eine  dem 
Ebenenbüschel  perspektivische  Punktreihe  projiciert 

Zwei  Strahlenbüschel,  welche  nicht  perspektivisch  hegen,  heissen  pro- 
jektivisch,  wenn  sie  projektivische  Punktreihen  projicieren.  Diejenigen  Strahlen 
der  Büschel  entsprechen  einander,  welche  durch  entsprechende  Punkte  der 
beiden  Reihen  gehen. 
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Zwei  projektivische  Strahlenbüschel  können  auch  denselben  Mittelpunkt 
haben.  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  man  von  einem  Punkte  S  aus 
zwei  projektivische  Punktreihen  projidert. 

Ein  Strahlenbüschel  ist  einer  Punktreihe  g  projektivisch,  wenn  er  von 
einer  beliebigen  Geraden  g'  in  einer  zu  g  projektivischen  Punktreihe  ge- 
schnitten wird.  Derjenige  Strahl  des  Büschels  entspricht  einem  Punkte  A 
der  Reihe  g,  welcher  durch  den  entsprechenden  Punkt  A'  der  Reihe  g'  geht. 

Zwei  Ebenenbüschel  mit  verschiedenen  Achsen,  welche  dieselbe  Punkt- 
reihe projideren,  haben  perspektivische  Lage.  Die  Ebenenbüschel  sind  pro- 
jektivisch,  wenn  sie  projektivische  Punktreihen  projicieren  oder  wenn  ebene 
Schnitte  derselben  projektivische  Strahlenbüschel  ergeben.  Werden  von 
einerlei  Achse  aus  zwei  projektivische  Punktreihen  projidert,  so  erhält  man 
zwei  Ebenenbüschel  mit  gemeinschaftlicher  Achse.  Eine  beliebige  Ebene 
schneidet  dieselben  in  zwei  projektivischen  Strahlenbüscheln  mit  gemein- 
schaftlichem Mittelpunkt. 

Der  Winkel,  welchen  zwei  Geraden  a  und  b  miteinander  bilden,  soll  künftig  mit 

/ab   bezeichnet   werden;   sin  (ab)  bedeutet  hiernach  den  Sinus  dieses  Winkels  u.  s.  f. 

Wird  ein  Winkel  ab  durch  die  Gerade  c  in  die  beiden  Winkel  ac  und  bc  zerlegt,  so 

sin  (& c\ 
nennt  man  den  Bruch:  -.    V-^  das  Teüungsverhältnis. 

Durch  S  (Fig.  78)  gehen  vier  Strahlen  a,  b,  c,  d,  welche 

irgend  eine  Gerade  g  in  den  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  schneiden. 

Durch  die  Gerade  b  wird  der  Winkel  ad  in  die  Winkel  ab 

und  bd  und  durch  c  in  die  Winkel  ac  und  cd  zerlegt.    Das 

Yerhältnis 

sin  (ab)      sin  (ac) 

sin  (bd)  "  sin  (cd) 

heisst  alsdann  das  Doppel  Verhältnis  der  vier  Strahlen.    Es  ist 

leicht  zu  zeigen,  dass  dasselbe  dem  Doppel  Verhältnis: 

AB      AC  ««78 

"BD"""CD" 

<ler  vier  Schnittpunkte  A,  B,  C,  D  gleich  ist 

Ans  Fig.  78  sieht  man,  dass  die  Dreiecke  ABS,  BD8,  ACS,  CDS  gleiche  Höhe 

haben  und  sich  deshalb  wie  ihre  Grundlinien  verhalten.    Es  ist  also: 

AB  _   ^  AS .  BS  .  sin  (ab)         AC  _    j  AS  .  CS  .  sin(ao) 

BD  ""   JBS.DS.sin(bd)   '     CD  ""   ^  CS.DS.sin  (cd)    ' 

woraus  folgt: 

A  B      A  C  sin  (ab)      sin  (ac) 

BTT  •  "CD" ""  "sm'jbd)" '  ImTcd)" ' 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  gleiche  Doppelverhältnisse  auch  auftreten  bei  einer 
Punktreihe  und  einem  derselben  projektivischen  Strahlenbüschel,  ferner  bei  zwei  projek- 
tivischen Strahlenbüscheln. 

Um  das  Doppel  Verhältnis  von  vier  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  zu  bilden,  legen 
wir  durch  dasselbe  einen  Schnitt  senkrecht  zu  seiner  Achse.  Das  Doppel  Verhältnis  der 
vier  Strahlen  des  dadurch  entstandenen  Strahlenbüschels  soll  als  dasjenige  der  vier  Ebenen 
gelten.    Es  ist  klar,   dass  eine  in  der  Ebene   dieses  Büschels  liegende  Gerade  in  vier'' 
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Punlkten  von  dem  gleichen  Doppelverhältnis  geschnitten  wird.  Da  jeder  andere  Schnitt 
als  eine  Projektion  des  vorigen  Strahlenbüschels  betrachtet  werden  kann,  so  kommt  das- 
selbe Doppelverhältnis  auch  jedem  anderen  Strahlenbüschel  und  damit  auch  allen  Punkt- 
reihen  zu,  welche  Schnitte  jenes  Ebenenbüschels  sind. 

Es  haben  also  allgemein  je  vier  entsprechende  Elemente  zweier  projektivischen  Ge- 
bilde dasselbe  Doppelverhältnis. 

7)  Zwei  Gebilde  (Punktreihe,  Strahlenbüschel  oder  Ebenenbüschel),, 
welche  aus  je  drei  Elementen  bestehen,  sind  immer  projektivisch. 

Wir  können  diesen  Satz,  welcher  in  3)  bereits  für  zwei  Punktreihen 
bewiesen  ist,  leicht  yerallgemeinem.  Sind  z.  B.  drei  Paare  entsprechender 
Strahlen  zweier  Strahlenbüschel  gegeben,  so  schneiden  dieselben  irgend  zwei 
Geraden  in  bez.  Punktreihen  von  je  drei  Elementen.  Folglich  kann  man 
nach  3)  zu  einem  vierten  Punkt  der  einen  Reihe  den  entsprechenden  Punkt 
der  anderen  Beihe  bestimmen.  Diejenigen  Strahlen  der  beiden  Büschel^ 
welche  diese  neuen  Punkte  bez.  projicieren,  stellen  dann  ein  viertes  Paar 
entsprechender  Strahlen  der  Büschel  dar.  Man  übersieht  leicht,  wie  zu  ver- 
fahren ist,  wenn  irgend  drei  entsprechende  Elemente  zweier  anderen  Gebilde 
gegeben  sind. 

8)  Es  sind  drei  Paare  entsprechender  Elemente  von  zwei  projektivischeik 
Gebilden  gegeben,  man  soll  zu  einem  vierten  Element  des  einen  Gebildes 
das  entsprechende  Element  des  anderen  finden. 

Wir  lösen  diese  Fundamentalaufgabe  zunächst  ftir  Punktreihen.  Ea 
seien  also  ABC,  A'B'C  (Fig.  79),  welche  auf  g  bez.  g  liegen,  drei  Paare 

entsprechender  Punkte.  Wie  in  3)  ziehen 
wir  durch  zwei  der  letzteren  z.  B.  A  und  A' 
eine  Gerade  und  nehmen  auf  dieser  zwei 
Mittelpunkte  S  und  S'  beliebig  an  und  proji- 
cieren aus  diesen  die  Punktreihen  ABC  bez. 
A'B'C  Hierdurch  entstehen  nun  zwei  pro- 
jektivische  Strahlenbüschel,  in  welchen  SA 
und  S'A',  SB  und  S'B',  SC  und  S'C  drei 
Paare  entsprechender  Strahlen  sind.  SA 
und  SA'  bilden  aber  eine  Gerade,  welche 
beiden  Strahlenbüschel  entsprechend  ge- 
meinsam ist;  folglich  haben  die  Büschel  per- 
spektivische Lage.  Ziehen  wir  nun  durch 
die  Schnittpunkte  B"  und  C"  der  andern  entsprechenden  Strahlen  die  Ge- 
rade g",  so  ist  die  auf  dieser  entstandene  Punktreihe  A"B"C"  jeder  der 
gegebene  perspektivisch.  Ist  also  D  ein  vierter  Punkt  der  Reihe  g,  so 
projicieren  wir  denselben  von  S  aus  nach  D"  und  diesen  Punkt  von  S'  aus 
nach  D'  auf  g';  dann  ist  D'  der  D  entsprechende  Punkt  auf  der  Reihe  g'» 


Flg.  79. 
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Fig.  80. 


Die  Lage  der  beiden  Mittelpunkte  S  und  S'  auf  AA'  war  beliebig  (s.  3). 
Nehmen  wir  an,  S  falle  mit  A  und  S'  mit  A'  zusammen  (Fig.  80).  Wir 
projideren  von  A  aus 
die  Punktreihe  A'B'C 
und  Yon  A'  aus  die  Reihe 
ABC.  Die  beiden  Bü- 
schel haben  wieder  den 
Strahl  A  A'  entsprechend 
gemeinschaftlich ,  also 
haben  die  Büschel  per- 
spektivische Lage.  Die 
beiden  anderen  Paare 
entsprechender  Strahlen 
schneiden  sich  in  den 
Punkten  B"  und  C". 
Durch  diese  legen  wir 
die  Gerade  g\  dann  entsteht  auf  dieser  als  Schnitt  der  beiden  Büschel  die 
zu  beiden  gegebenen  Reihen  projektivische  Punktreihe  A"B"C'.  Den  einem 
Punkte  D  der  ersten  Reihe  entsprechenden  Punkt  D'  der  zweiten  Reihe 
finden  wir  wie  vorhin. 

Um  diejenigen  Punkte  der  Reihen  g  und  g'  zu  finden,  welche  dem 
Schnittpunkte  der  Geraden  g  und  g'  entsprechen,  wenn  man  denselben  als 
Punkt  (N)  der  Reihe  g  oder  als  Punkt  (M')  der  g'  betrachtet,  ist  N  von 
A'  aus  auf  g"  zu  projicieren,  wodurch  man  N'  erhält  Da  dieser  nun  von 
A  aus  auf  g'  projiciert  wieder  N'  giebt,  so  ist  derselbe  schon  der  N  ent- 
sprechende Punkt  der  Reihe  g'.  Ebenso  ist  der  Schnittpunkt  M  der  beiden 
Geraden  g"  und  g  der  dem  M'  entsprechende  Punkt  der  Reihe  g. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Lage  der  Geraden  g  nicht  abhängig  von 
der  Wahl  der  beiden  Punkte  A  und  A'  als  Mittelpunkten  der  projicierenden 
Strahlenbüschel  sein  kann.  Hätten  wir  zwei  andere  entsprechende  Punkte, 
z.  B.  B  und  B'  oder  C  und  C  zu  Mittelpunkten  genommen,  so  würden  die 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  der  perspektivischen  Büschel  wieder 
auf  g"  liegen,  da  die  Konstruktion  der  dem  Schnittpunkte  M'  bez.  N  ent- 
sprechenden Punkte  wieder  dieselben  Punkte  M  bez.  N'  geben  muss.  Hieraus 
folgt  weiter,  dass  g"  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  Geradenpaare  (AB',  A'B), 
(AC,  A'C),  (BC,  B'C)  u.  s.  w.  ist. 

Soll  man  diejenigen  Punkte  J'  und  E  bestimmen,  welche  den  unendlich  fernen 
Punkten  beider  Reihen  bez.  entsprechen,  so  ziehen  wir  A' J"  parallel  zu  g  und  projicieren 
J"  aus  A  nach  J'.  Ebenso  ziehen  wir  AK"  parallel  zu  g'  und  projicieren  K"  von  A'  aus 
nach  E.  Dann  sind  J'  und  E  die  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Reihen  g  bez.  g' 
entsprechenden  Punkte. 
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9)  Wir  lösen  jetzt  die  vorige  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  beiden 
Punktreihen  auf  demselben  Träger  g  liegen  (Fig.  81). 

Es  seien  ABC  und  A'B'C  die  drei  auf  g  liegenden  Paare  entsprechen- 
der Punkte.  Wir  ziehen  eine  andere  (Jerade  g"  und  projideren  nun  Ton 
einem  beliebigen  Mittelpunkte  S  aus  eine  der  beiden  Punktreihen  z.  B.  ABC 
auf  g\  wodurch  wir  auf  der  letzteren  die  zu  ABC  perspektivisch  liegende 
Punktreihe  A"B"C"  erhalten,  welche  demnach  zu  A'B'C  projektivisch  ist. 


Fig.  81. 

Durch  einen  der  Punkte  der  letzten  Reihe  z.  B.  A'  legen  wir  eine  neue 
Gerade  g'"  und  projideren  die  Punkte  A"B"C"  von  einem  auf  A'A"  lie- 
genden Punkte  S'  auf  g'\  Die  so  erhaltene  Punktreihe  A'"B"'C'"  ...  ist 
hiemach  auch  zu  A'BX' . .  .  projektivisch;  da  aber  die  beiden  entsprechen- 
den Elemente  A'  und  A'"  zusammenfallen,  so  haben  diese  beiden  Reihen 
perspektivische  Lage.  Wir  bestimmen  nun  durch  die  beiden  Geraden  B'B'" 
und  CG'"  den  Mittelpunkt  S''  des  Strahlenbüschels,  welcher  beide  Reihen 
projidert.  Ist  D  ein  vierter  Punkt  der  ersten  Reihe,  so  projicieren  wir  den- 
selben von  S  aus  nach  D''^  diesen  von  S'  aus  nach  D'''  und  den  letzteren 
von  S'^  aus  wieder  auf  g  nach  D'.  D'  ist  dann  der  gesuchte  Punkt,  wel- 
cher D  entspricht.  Wir  sehen  hieraus,  dass  man  durch  dreimaliges  Proji- 
cieren von  ABC  .  .  .  zu  A'B'C  .  .  .  gelangen  kann. 

Haben  die  beiden  Reihen  Doppelpunkte,  so  ist  die  Konstruktion  einfacher. 
Es  mögen  z.  B.  die  entsprechenden  Punkte  A  und  A'  (Fig.  82)  zusammen- 
fallen, während  B  und  B',  ebenso  C  und  C  getrennt  liegen.  Wir  ziehen 
durch  A  die  Gerade  g"  beliebig  und  projicieren  die  eine  der  beiden  Punkt- 
reihen z.  B.  ABC  von  einem  Punkte  S  auf  g\  Die  dadurch  erhaltene  Reihe 
A"B''C"  ist  perspektivisch  zu  ABC,  also  auch  projektivisch  zu  A'B'C.  Da 
nun  aber  die  entsprechenden  Punkte  A'  und  A"  zusammenfallen,  so  haben 
auch  A'B'C  und  A"B"C"  perspektivische  Lage.  Durch  die  Geraden  B'B" 
und  C'C  bestimmen  wir  endlich  die  Lage  des  Mittelpunktes  S'  des  Strahlen- 
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büschels,  welcher  beide  Reihen  projidert.  Um  nun  den  einem  vierten  Punkt 
entsprechenden  Punkt  D'  zu  finden,  projicieren  wir  D  von  S  aus  nach  D'' 
auf  g''  und  diesen  Punkt  wieder  aus  S'^  nach  D'  auf  g.  Wir  sehen,  dass 
die  gegebenen  Punktreihen  in  diesem  Falle  Projektionen  einer  und  derselben 


71«.  82. 

dritten  Punktreihe  sind,  so  dass  wir  von  ABC  durch  zweimaUges  Projicieren 
nach  A'B'C^  gelangen  können. 

Die  Gerade  SS'  schneidet  g  in  dem  zweiten  Doppelpunkte  E  (E')  der 
beiden  gegebenen  Reihen. 

10)  Nehmen  wir  als  besonderen  Fall  an,  man  solle  von  den  drei 
Punkten  ABC  durch  Projicieren  nach  BAC  gelangen,  so  dass  also  C  ein 
Doppelpunkt  ist. 


Fig.  83. 


Flg.  84. 


Die  Konstruktion  ist  in  den  Figuren  83  und  84  für  die  beiden  Fälle 
ausgeführt,  wenn  der  Punkt  C  ausserhalb  der  Strecke  AB  oder  zwischen 
A  und  B  liegt.  Wir  ziehen  durch  C  die  Gerade  g  beliebig  und  projicieren 
Yon  irgend  einem  Punkte  S  aus  die  Punktreihe  ABC  auf  g'',  wodurch  wir 
zu  der  Reihe  A''B''C  gelangen.    Nehmen  wir  jetzt  den  Schnittpunkt  S'  der 
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Geraden  A''B  und  AB"  als  neues  Projektionscentrum  an^  so  erscheint  BAC 
als  Projektion  von  A"B"C.  Der  zweite  Doppelpunkt  D  der  beiden  projek- 
tiven Punktreihen  ABC  und  BAC  ist  der  Durchschnitt  der  Geraden  SS' 
mit  g. 

Wie  gelangt  man  durch  Projideren  von  der  Punktreihe  ABC  zu  der 
Reihe  CAB? 


Dualität.     Reciprocitäi 

11)  Diejenigen  Elemente,  welche  zur  Erzeugung  geometrischer  Figuren 
in  einer  Ebene  dienen,  sind  der  Punkt  und  die  Gerade.  Die  Lage  einer 
Geraden  ist  durch  zwei  ihrer  Punkte  festgestellt.  Ebenso  wie  das  zweite 
Element  (die  Gerade)  durch  zwei  der  ersten  Elemente  (Punkte)  bestimmt 
ist,  wird  auch  durch  zwei  Elemente  der  zweiten  Art  ein  Element  der  ersten 
Art  festgelegt,  nämlich  zwei  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Es 
findet  also  zwischen  Punkten  und  Geraden  eine  Gegenseitigkeit  (Redprodtät) 
statt,  welche  man  durch  Gegenüberstellen  solcher  Beziehungen  zu  grösserer 
Anschauung  bringt,  wie: 


a)  Zwei  Punkte  bestimmen  eine 
Gerade  (Verbindungslinie). 

Ebenso: 

ß)  Drei  Punkte  bestimmen  drei 
Geraden,  indem  durch  je  zwei  der 
Punkte  eine  Gerade  geht  Es  liegen 
also  drei  Punkte  im  Allgemeinen 
nicht  in  einer  Geraden. 


Zwei  Geraden  bestimmen  einen 
Punkt  (Schnittpunkt). 

Drei  Geraden  bestimmen  drei 
Punkte,  indem  je  zwei  der  Geraden 
sich  in  einem  Punkte  schndden.  Es 
gehen  also  drei  Geraden  im  Allge- 
meinen nicht  durch  einen  Punkt. 


Jeder  der  Sätze  rechts  kann,  wie  man  sieht,  aus  dem  entsprechenden 
links  abgeleitet  werden,  indem  man  die  Elemente  Punkt  und  Gerade,  femer 
Verbindungslinie  zwder  Punkte  imd  Schnittpimkt  zweier  Geraden  vertauscht 
Es  stehen  sich  hiemach  auch  redprok  gegenüber  die  Begri£fe: 


Die  Gerade  g   geht  durch  den 
Punkt  M. 


i)  Der  Punkt  M  hegt  auf  der 
Geraden  g. 

Die  beiden  Figuren,  welche  wir  aus  drei  Punkten  und  deren  Verbin- 
dungslinien bez.  aus  drei  Geraden  und  deren  Schnittpunkten  erhielten,  sind 
dieselben;  sie  unterscheiden  sich  nur  durch  ihre  Entstehungsweise.  Links 
waren  die  drei  Punkte  das  Gegebene,  aus  welchen  sich  die  drei  Geraden 
ergaben;  rechts  waren  es  die  drei  Geraden,  welche  die  drei  Punkte  be- 
stimmen. 

Femer  stehen  sich  hiemach  redprok  gegenüber  Punktreihe  und  Strahlen- 
büschel, denn  (y): 
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5)  Eine  Punktreihe  ist  die  Ge- 
samtheit aller  Punkte,  welche  auf 
einer  Geraden  liegen. 

5)  Werden  die  Punkte  einer 
Reihe  ABCD  .  .  .  mit  zwei  Punkten 
S  und  S'  verbunden,  so  entstehen 
zwei  Strahlenbüschel,  welche  perspek- 
tivische Lage  haben. 


Ein  Strahlenbüschel  ist  die  Ge- 
samtheit aller  Geraden,  welche  durch 
einen  Punkt  gehen. 

Werden  die  Strahlen  eines  Bü- 
schels a  b  c  d  .  .  .  von  zwei  Geraden 
g  und  g'  geschnitten,  so  entstehen 
zwei  Punktreihen,  welche  perspek- 
tivische Lage  haben. 


Aus  diesen  einfachen  Beispielen  der  gegenseitigen  Beziehungen  von 
Punkt  und  Gerade  ersehen  wir  nun  leicht,  dass  irgend  einem  Satz  über 
Lagenbeziehungen,  welcher  also  ledigUch  Verbindungslinien  von  Punkten 
oder  die  Schnittpunkte  von  Geraden  umfasst,  auch  ein  redproker  Satz  ent- 
spricht, welchen  man,  wie  oben  angegeben,  sofort  aus  dem  ersteren  ableiten 
kann.  In  dieser  gleichzeitigen  Existenz  von  je  zwei  einander  entsprechen- 
den Sätzen  besteht  nim  das  Prinzip  der  Dualität,  von  welchen  wir  in 
der  Folge  ausgedehnten  Gebrauch  machen  werden. 


Harmonische  Gebilde. 


12)  Ein  vollständiges  Viereck 
ist  durch  4  Punkte  ABCD  (Fig.  85), 
welche  die  Ecken  genannt  werden, 
von  denen  jedoch  nicht  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  gegeben.    Die  sechs 


Fig.  85 


Verbindungshnien  der  Ecken  heissen 
die  Seiten  des  Vierecks.  Gegenüber- 
liegende Seiten  sind  solche,  welche 
nicht  zugleich  durch  einen  der  vier 


Ein  vollständiges  Vierseit  ist 
durch  vier  Geraden  a,  b,  c,  d  (Fig.  86),. 
welche  die  Seiten  genannt  werden, 
von  denen  jedoch  nicht  drei  durch 
einen   Punkt    gehen,    gegeben.     Die 


Fig.  86. 


sechs  Schnittpunkte  der  Seiten  heissen 
die  Ecken  des  Vierseits.  Gegenüber- 
liegende Ecken  sind  solche,  welche 
nicht   zugleich    auf   einer    der    vier 
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Eckpunkte  A,  B^  C,  D  gehen.  Dies 
sind  also  die  Paare  (AB,  CD),  (AD, 
BC),  (AC,  BD).  Die  Schnittpunkte 
gegenüberliegender  Seiten,  nämlich 
die  Punkte  F,  6  und  H  heissen 
Nebenecken.  Die  letzteren  bilden 
mit  ihren  VerbindungsUnien  das 
Nebendreieck  (auch  Polardreieck)  des 
vollständigen  Vierecks. 


Seiten  a,  b,  c,  d  liegen.  Dies  sind 
also  die  Paare  (A,  C),  (B,  D)  und 
F,  H.  Die  Verbindungslinien  gegen- 
überliegender Ecken,  nämlich  die 
Seiten  AC,  BD,  FH  heissen  Neben- 
seiten. Die  letzteren  bilden  mit  ihren 
Schnittpunkten  das  Nebendreiseit 
(auch  Polardreiseit)  des  vollständigen 
Vierseits. 


?lg.  87. 


13)  Zeichnet  man  über  der  Seite  AB  eines  vollständigen  Vierecks 
ABCD  (Fig.  87)  ein  zweites  Viereck,  welches  die  auf  derselben  Seite  lie- 
genden Eckpunkte  A  und  B  und 
die  Nebenecke  F  mit  dem  ersteren 
gemeinschaftlich  hat,  so  schneiden 
sich  auch  die  Nebenseiten  GH  und 
tmd  G'H'  in  demselben  Pimkte  E 
der  Geraden  AB. 

Beweis.  Da  je  zwei  Seiten 
der  Vierecke  in  einem  Punkte  der 
Geraden  AB  zusammentreffen  und 
die  letztere  gemeinschaftlich  haben, 
so  sind  die  Vierecke  kollinear  und 
AB  ist  die  Kollineationsachse.  Die 
Seiten  BD  und  BD',  femer  AC 
und  AC  entsprechen  einander, 
folglich  sind  auch  die  Schnitt- 
punkte G  und  G'  entsprechende 
Punkte;  ebenso  H  und  H'.  Hieraus 
folgt,  dass  GH  und  G'H'  ent- 
sprechende Geraden  sind,  welche 
in  demselben  Punkte  E  der  Achse 
AB  zusammentreffen  müssen. 

Sind  AD'  und  BC  (Fig.  88) 
die  Verlängerungen  von  AD  und 
BC,  so  fallt  H'  mit  H  zusammen, 
und  GH  und  GH'  bilden  eine 
Gerade.  Es  folgt  daraus:  Wenn 
durch  einen  Punkt  F  zwei  Ge- 
raden gezogen  werden,  welche  die  Schenkel  eines  Winkels  AHB  in  den  vier 
Punkten  A,  B,  C  und  D  schneiden,  so  liegt  der  Schnittpunkt  der  Geraden  AC 
und  BD  auf  einer  festen  durch  den  Scheitel  H  jenes  Winkels  gehenden  Geraden. 


Fig.  88. 
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Wird  in  Fig.  87  angenommen,  dass  die  beiden  vollständigen  Vierecke 
AB  CD  und  AB  CD'  die  Ecken  A  und  B  und  den  Durchßchnittspunkt  E 
der  Nebenseiten  GH  und  G'H'  gemeinsam  haben^  so  folgt  ebenso,  dass  CD 
und  CD'  in  demselben  Punkte  F  der  Geraden  AB  sich  schneiden.  Wir 
bemerken  hiemach  leicht,  dass  durch  drei  der  vier  Punkte  A,  B,  E,  F  der 
vierte  jederzeit  bestinmit  ist.  Man  nennt  dieselben  harmonische  Punkte 
und  zwar  A  und  B,  sowie  E  und  F  zusammengehörige  oder  konjugierte 
Punkte.  Sie  werden  von  H  aus  durch  zwei  Gegenseiten  und  zwei  Neben- 
seiten des  Vierecks  projiciert.  Die  vier  projicierenden  Strahlen  heissen  in- 
folgedessen harmonische  Strahlen  und  diejenigen,  welche  durch  zwei  kon- 
jugierte Punkte  gehen,  werden  auch  konjugierte  Strahlen  genannt.  Leicht 
erkennt  man  nun,  dass  die  vier  Punkte  ADKH  ebenfalls  vier  harmonische 
Punkte  sind,  und  F  der  Mittelpunkt  eines  Büschels  von  vier  harmonischen 
Strahlen  ist,  welcher  diese  Punkte  projiciert.  Nimmt  man  G  als  Mittelpunkt 
eines  Büschels  an,  so  zeigt  sich,  dass  von  diesem  Punkte  aus  die  Punkte 
A,  B,  £,  F  unmittelbar  nach  ADHK  projiciert  werden.  Hieraus  ergiebt 
sich  leicht,  dass  man  durch  Projideren  von  vier  harmonischen  Punkten  auf 
eine  Gerade  immer  wieder  vier  harmonische  Punkte  erhält  Hiernach  sind 
auch  die  Gruppen  DCMF,  KLGF,  EMGH,  BCLH  harmonisch;  ebenso 
die  Strahlenbüschel,  welche  diese  Gruppen  aus  H  bez.  F  projicieren. 

Je  zwei  konjugierte  Punkte  bez.  Strahlen  werden  von  einem  der  beiden 
anderen  Punkte  bez.  Strahlen  getrennt.  Demnach  ist  zur  Bestimmung  des 
vierten  harmonischen  Elementes  (wenn  drei  gegeben  sind)  immer  festzu- 
stellen, welchem  der  drei  Elemente  dasselbe  konjugiert  sein  soll. 

Das  oben  gefundene  Resultat  können  wir  nach  dem  Prinzip  der  Duali- 
tät auch  so  aussprechen: 


Zwei  Seiten  eines  vollständigen 
Vierecks  und  zwei  Nebenseiten  des- 
selben, welche  sämthch  durch  eine 
Nebenecke  des  Vierecks  gehen,  bil- 
den eine  Gruppe  von  vier  harmo- 
nischen Strahlen. 


Zwei  Ecken  eines  vollständigen 
Vierseits  und  zwei  Nebenecken  des- 
selben, welche  sämtlich  auf  einer 
Nebenseite  des  Vierseits  liegen,  bil- 
den eine  Gruppe  von  vier  harmo- 
nischen Punkten. 


Die  vier  harmonischen  Punkte  A  E  B  F  (Fig.  87)  werden  von  C  aus  nach  Q  E  H  M 

und  die  letzteren  wieder  von  D  aus  nach  BEAF  projiciert.    Folglich  sind  die  beidezk 

Punktreihen: 

AEBF 

und    BEAF 

projektivisch  und  müssen  deshalb  dasselbe  Doppel  Verhältnis  d  haben.    Es  ist  also: 

AE      AF        ^        u   •       BE      BF 
^  =  -BE-^-BF  ^^  *^'^  ^  =  ÄE-  AF-- 
Da  nun  aber  das  zweite  Doppelverhältnis  den  reciproken  Wert  des  ersten  darstellt 

so  muss  auch  8  =  -,-  oder  S*  =  1,  folglich  d  =  ±  1  sein. 
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A  TT        A  TT  Tl  T^ 

Es  ist  aber  nach  3)  das  Doppelverh&ltnis  ö  =s  p-,  :  _._   =  _ --  (Fig.  89),  wenn 

BM||AS. 

"Wäre  also  ö  =  l,  so  würde  BM  =  BN  sein  und  E 

würde  mit  P  zosammenfallen. 

Deshalb  kann  d  nur  =  —  1  sein,  was  geometrisch  be- 
deutet, dass  zwar  BM  und  BN  gleich  gross  aber  verschieden 
von  B  ans  gerichtet  sind.  Auf  der  durch  B  zu  dem  Strahle 
AS  gezogenen  Parallelen  werden  demnach  Ton  den  anderen 
drei  Strahlen  gleiche  Stücke  abgeschnitten. 

Da  SA  die  Gerade  MN  in  unendlicher  Entfernung 
schneidet,  so  folgt:  Der  Mitte  zwischen  zwei  konjugierten 
Punkten  ist  als  vierter  harmonischer  der  unendlich  ferne 
Punkt  zugeordnet 


Fig.  89. 


ng.  90. 


Aufgaben. 

14)  Zu  den  drei  Punkten  ABC  den  vierten  harmonischen  und  zwar  B 
konjugierten  Punkt  D  zu  finden  (Fig.  90). 

1.  Aufl.  Wir  nehmen  einen  belie- 
bigen Punkt  S  als  Mittelpunkt  eines 
Strahlenbüschels  an,  welcher  die  gegebenen 
Punkte  durch  die  Strahlen  AS,  BS,  CS 
projiciert.  Durch  die  konjugierten  Punkte 
A  und  C  ziehen  wir  die  Geraden  CE  und 
AF,  so  dass  dieselben  sich  in  einem 
Punkte  6  des  Strahles  BS  schneiden. 
Ziehen  wir  nun  noch  £F,  so  schneidet 
diese  die  Gerade  AC  in  dem  gesuchten 
Punkte  D. 

2.  Aufl.  (Mit  Hülfe  des  Zirkels.)  "Wir  ziehen  durch  C  die  Gerade  HK  parallel  zu 
AS  und  machen  CK  =  GH.    Die  durch  S  und  K  gehende  Gerade  schneidet  AC  in  D. 

15)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  G  eine  Gerade  nach  dem  unzugäng- 
lichen Schnittpunkt  zweier  anderen  Geraden  a  und  b  zu  ziehen  (s.  Fig.  88). 

Aufl.  Wir  ziehen  durch  G  zwei  Geraden  AC  und  BD  und  betrachten 
AB  CD  als  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks.  Wir  konstruieren  nun  ein 
zweites  Viereck  AB  CD',  so,  dass  CD  und  CD'  auf  AB  sich  in  F  treffen. 
Die  gesuchte  Gerade  geht  alsdann  durch  den  Schnittpunkt  G',  in  welchem 
AC  und  BD'  sich  treffen  und  durch  G. 

Man  löse  die  Aufgabe  auch  für  den  Fall,  wenn  G  nicht  zwischen  den 
beiden  gegebenen  Geraden  hegt. 

16)  Eine  gegebene  Strecke  AB  ist  in  C  halbiert  Man  soll  ohne  Hülfe 
des  Zirkels  durch  einen  beliebigen  Punkt  D  eine  Parallele  zu  AB  ziehen 
(Fig.  91). 
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Aufl.  Ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  S  der  Geraden  AD  die 
Strahlen  AS,  BS,  CS.  Vom  Punkte  D  ziehen  wir  die  Gerade  DB  und  von 
A  durch  den  Schnittpunkt  F  die  Gerade  A£;  dann 
ist  die  durch  D  und  E  gehende  Gerade  die  gesuchte 
Parallele. 

17)  Auf  einer  gegebenen  Geraden  g  den  Punkt 
zu  bestimmen,  in  welchem  dieselbe  von  der  Verbin- 
dungslinie zweier  anderen  Punkte  A  und  B  getroffen 
wird,  ohne  AB  selbst  zu  ziehen  (Fig.  92). 

Aufl.    Wir  nehmen  auf  der  gegebenen  Geraden 

^  zwei  Punkte  M  und  N  beliebig  an  imd 
stellen  das  vollständige  Viereck  AM  BN 
und  die  beiden  Nebenecken  R  und  S 
desselben   her.     Durch  R  ziehen  wir 


lig.  98. 


Fig.  »3. 


RD  beliebig  und  zeichnen  die  beiden  Diagonalen  BD  und  CN  des  Vierecks 
BCDN.  Der  Strahl,  welcher  von  S  durch  den  Schnittpunkt  E  geht,  trifft 
MN  in  dem  gesuchten  Punkte  F. 

18)  Es  sind  zwei  parallele  Geraden  AB  und  CD  gegeben  (Fig.  93). 
Man  soll  die  auf  der  einen  (Jeraden  gegebene  Strecke  AB  in  2,  4,  8 ...  2° 
gleiche  Teile  teilen. 

Aufl.  Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte  S  aus  die  Strahlen  AS 
und  BS,  welche  CD  in  E  und  F  schneiden.  Ziehe  AF  und  BE  und  durch 
den  Schnittpunkt  G  dieser  Linien  den  Strahl  GS,  welcher  AB  in  K  halbiert. 
Zieht  man  femer  die  Diagonalen  AH,  KE;  BH  und  KF  imd  durch  die 
Schnittpunkte  J  und  L  die  Strahlen  SJ  und  SL,  so  werden  durch  diese 
die  Strecken  AK  bez.  BE  in  M  und  N  halbiert  u.  s.  f. 


19)  Gegeben  eine  Gerade  a  und 
drei  Punkte  B,  C  imd  D.  Man  soll 
durch  die  letzteren  drei  in  einem 
Punkte  der  Geraden  a   sich  schnei- 


Gegeben  ein  Pmikt  A  und  drei 
Geraden  b,  c  und  d.  Man  soll  auf 
den  letzteren  drei  auf  einer  durch  A 
gehenden   Geraden   liegende  Punkte 
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dende  Strahlen  ziehen,  welche  mit  a 
eine  Gruppe  von  vier  harmonischen 
Strahlen  bilden  (Fig.  94). 


Kg.  94. 


bestimmen,  welche  mit  A  eine  Gmppe 
von  vier  harmonischen  Punkten  bil- 
den (Fig.  95). 


Fl«.  95. 


Anl.  zur  Aufl.  Man  verlängere 
zwei  der  gegebenen  Geraden,  z.  B.  b 
und  c,  bis  sie  sich  treffen  und  verbinde 
den  Schnittpunkt  mit  A  durch  eine 
Gerade;  bestimme  zu  der  letzteren 
imd  den  Geraden  b  und  c  den  vier- 
ten harmonischen  Strahl.  Der  Punkt, 
in  welchem  dieser  die  Gerade  d  trifft, 
bestimmt  mit  A  den  Träger  der  ge- 
suchten harmonischen  Punktreihe. 


Anl.  zur  Aufl.  Man  ziehe  durch 
zwei  der  gegebenen  Punkte  z.  B.  B 
nnd  C  eine  Gerade  und  verlängere 
dieselbe,  bis  sie  a  trifft;  bestimme 
zu  dem  Schnittpunkt  und  den  Punkten 
B  und  C  den  vierten  harmonischen 
Punkt  Die  Gerade,  welche  den 
letzteren  mit  dem  Punkte  D  verbin- 
det, trifft  a  in  dem  Scheitel  des  ge- 
suchten harmonischen  Büschels. 

Giebt  es  mehrere  Auflösungen? 

20)  Wird  ein  beliebiges  Viereck  durch  eine  Gerade  in  zwei  andere 
Vierecke  zerlegt,  so  geht  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Diago- 
nalen beider  Vierecke  durch  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen  des  ganzen 
Vierecks.     Leicht  nach  8)  zu  bew. 

21)  Zu  beweisen,  dass  die  Mittelpunkte  zweier  Kreise  und  der  innere 
und  äussere  Ahnlichkeitspunkt  vier  harmonische  Punkte  sind. 

22)  Von  zwei  projeküvischen  Sti*ahlenbüscheln  S  und  S\  welche  nicht 
perspektivische  Lage  haben,  sind  je  drei  entsprechende  Strahlen  gegeben; 
man  soll  den  einem  vierten  Strahle  des  einen  Büschels  entsprechenden  Strahl 
des  anderen  finden  (Fig.  96). 

Aufl.  Wir  schneiden  beide  Strahlenbüschel  durch  Geraden,  dann  ent- 
stehen auf  diesen  zwei  projektivische  Punktreihen.  Hierdurch  wird  die  Auf- 
gabe auf  8)  zurückgeführt. 

Es  seien  demnach  a,  b,  c  und  a',  V,  c^  die  gegebenen  Strahlen  der 
beiden  Büschel.  Als  schneidende  Geraden  können  wir  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  beiden  Büschel  z.  B.  a  und  a'  annehmen,  a'  wird  von  dem 
Büschel  S  (abc)  in  den  Punkten  ABC  und  a  von  dem  Büschel  S'(a'b'c') 
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Fig.  96. 


in  den  Punkten  A'B'C  geschnitten.  Da  aber  die  beiden  entsprechenden 
Punkte  A  und  A'  zusammenÜBdlen,  so  haben  diese  pröjektivischen  Punkt- 
reihen persp'ektiYische  Lage.  Der  Mittelpunkt  des  dieselben  prqjicierenden 
Büschels  hegt  im  Durchschnitt  S''  ^ 

der  Geraden  B'B  und  C'C.  Ist  nun 
d  ein  vierter  Strahl  des  Büschels  S, 
welcher  a'  in  D  trifft,  dann  proji- 
cieren  wir  D  von  S"  aus  nach  D' 
auf  a.  Da  D'  dem  Punkte  D  ent- 
spricht, so  ist  auch  S'D'  der  d  ent- 
sprechende Strahl  des  Büschels  S\ 

In  Fig.  97  ist  die  Konstruk- 
tion dargestellt,  wenn  man  durch 
den  Schnittpunkt  B  zweier  ent- 
sprechenden Strahlen  die  Geraden 
g  und  g  zieht,  g  wird  von  dem  Büschel  S  in  den  Pimkten  A,  B,  C  und 
g   von  dem  Büschel  S'  in  den  Punkten  A',  B',  C  geschnitten. 

Da  diese  beiden  pröjektivischen 
Punktreihen  den  Punkt  B  ent- 
sprechend gemeinschafthch  haben, 
so  sind  sie  in  perspektivischer 
Lage.  Das  Projektionscentrum 
S"  ist  der  Durchschnitt  der  Ge- 
raden AA'  und  CC.  Ist  nun 
d  ein  vierter  Strahl  des  Büschels 
S,  so  schneidet  derselbe  g  in 
dem  Punkte  D.  Durch  den  Strahl 
S"D  erhalten  wir  auf  g'  den  ent- 
sprechenden Punkt  D'  und  durch 
diesen  Punkt  geht  nun  der  ge- 
suchte Strahl  d'  des  Büschels  S'. 

Haben  die  beiden  Strahlen- 
büschel demselben  Mittelpunkt, 
so  schneiden  sie  eine  beliebige 
Gerade  in  zwei  auf  derselben 
liegenden  pröjektivischen  Punktreihen.  Einem  vierten  Strahle  des  einen 
Büschels  entspricht  derjenige  Punkt  der  einen  Reihe,  welcher  auf  diesem 
Strahle  liegt.  Der  entsprechende  Punkt  der  anderen  Reihe  wird  nach  9) 
bestimmt.  Durch  diesen  Punkt  geht  der  gesuchte  entsprechende  Strahl  des 
zweiten  Büschels.  Der  Anfänger  möge  nach  dieser  Andeutung  die  Konstruk- 
tion ausführen. 


Pig.  97. 
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23)  Zwei  Strahlenbüschel  S  und  S'  haben  perspektivische  Lage.  Man 
soll  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Strahlen  des  Büschels  S  finden, 
denen  zwei  ebenMls  einen  rechten  Winkel  bildende  Strahlen  des  Büschels  S' 
entsprechen  (Fig.  98). 

Aufl.  Ist  g  die  Gerade,  auf 
welcher  entsprechende  Strahlen 
der  Büschel  sich  treffen,  so 
zeichne  man  einen  durch  S  und 
8'  gehenden  Kreis,  dessen  Mit- 
telpunkt auf  g  liegt.  Derselbe 
schneidet  g  in  den  Punkten  P 
und  Q.    Dann  sind  SP  und  SQ 

die  gesuchten  Strahlen  des  einen  und  S'P  und  S'Q  die  entsprechenden  des 

andern  Büschels. 

Anm.  Da  zwei  projektivischc  Strahlenbüschel  stets  in  perspektiyische  Lage  gebracht 
werden  können,  so  folgt  aus  der  Lösung  dieser  Aufgabe  der  Satz:  In  zwei  projektivischeu 
Strahlenbüscheln  giebt  es  stets  zwei  Paare  aufeinander  senkrecht  stehender  Strahlen, 
welche  einander  entsprechen,  die  sog.  Rechtwinkelpaare. 

24)  Zwei  projektivische  Strahlenbüschel  S(abc)  und  S'(a'b'c')  in  jjer- 
spektivische  Lage  zu  bringen  (Fig.  99). 

^0  Aufl.     Von    einem    belie- 

bigen  Punkte  S  aus,  welcher 
auf  dem  Strahle  a  des  einen 
Büschels  liegt,  ziehen  wir  die 
Geraden  b"  imd  c",  so  dass 
/ab"  =  /a'b'  und  /ac"  = 
/a'c'  ist.  Dann  ist  der  Bü- 
schel S"(ab"c")  kongruent  dem 
Büschel  S(a'b'cO.  FolgUch 
sind  auch  die  Büschel  S  (abc) 
und  S"  (a  b"  c")  projektivisch. 
Da  beiden  der  Strahl  a  entsprechend  gemeinschaftlich  ist,  so  haben  sie  per- 
spektivische Lage  und  die  Gerade  g,  auf  welcher  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  sich  treflen,  ist  durch  die  Punkte  B  und  G  bestimmt 

Man  konstruiere  nun  auch  die  Bechtwinkelpaare  der  Büschel  S  und  S'. 

25)  Ein  Strahlenbüschel  S  (abc)  (Fig.  100)  liege  perspektivisch  zu  einem 
Ebenenbüschel  u  (a  ß  y).  Durch  S  legen  wir  die  Ebene  E  senkrecht  zur 
Achse  u.  Diese  Ebene  schneidet  u(aßY)  in  dem  Strahlenbüschel  S  (a'b'c'^)« 
welcher  zu  S(abc)  projektivisch  ist  d  sei  die  Gerade,  in  welcher  E  von 
der  Ebene  des  Büschels  S(abc)  getroffen  wird,  dann  steht  d  _[_u.  Ziehen 
wir  in  E  die  Gerade  e'  J_  d  und  legen  durch  e'  imd  u  die  Ebene  §,  ferner 


Fig.  99. 


Projektivische  Panktreihen  und  Strahlenbüschel. 


83 


Fig.  100. 


•durch  d  und  u  die  Ebene  i,  so  stehen  h  und  ^  senkrecht  zu  einander. 
Wird  ^  von  der  Ebene  des  Büschels  S(abc)  in  e  geschnitten ,  dann  ist  e' 
•die  gerade  Projektion  von  e  auf  E  und  da  d  J[_  e\  so  steht  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Stereometrie  auch  dj_e.  Den  beiden  Ebenen  5  und  ^ 
des  Ebenenbüschels  entspre- 
•chen  aber  die  in  ihnen  lie- 
genden Strahlen  d  bez.  e  des 
Büschels  S  (abc).  liegt  also 
•ein  Strahlenbüschel  S  (abc) 
perspektivisch  zu  einem  Ebe- 
nenbüschel u(aß']f),  so  lassen 
«ich  zwei  aufeinander  senk- 
recht stehende  Ebenen  h  und 
{  des  letzteren  so  bestimmen, 
dass  die  denselben  entspre- 
•chenden  Strahlen  d  und  e 
des  Strahlenbüschels  ebenfalls 
^nkrecht  zu  einander  stehen. 
Femer  ergiebt  sich,  dass  einer 
dieser  beiden  Strahlen  senk- 
recht zur  Achse  u  stehen  muss. 

Folgende  Aufgaben  sollen  mittelst  Darstellung  durch  Grund-  und  Auf* 
riss  gelöst  werden. 

26)  Ein  Strahlenbüschel  S(a,  b,  c)  und  ein  demselben  projektivischer 
Ebenenbüschel  seien  gegeben.  Man  soll  beide  in  perspektivische  Lage, 
bringen. 

Leicht  mittelst  der  in  25)  gefundenen  Rechtwinkelpaare  zu  bestimmen: 

27)  Ein  gerades  dreiseitiges  Prisma  (Fig.  101) 
soll  von  einer.  Ebene  so  geschnitten  werden,  dass 
die  Schnittfigur  einem  gegebenen  Dreieck  ahnUch 
wird. 

Anl.  zur  Aufl.  Ist  ABC  der  gesuchte  Schnitt, 
CM  eine  Mittellinie  desselben,  so  schneidet  die 
durch  CF  und  CM  gelegte  Ebene  a  die  Grund- 
fläche DEF  ebenfalls  in  einer  Mittellinie  NF. 
Dann  sind  AC,  MC,  BC  Strahlen  eines  Büschels, 
welcher  einem  aus  a  und  den  beiden  durch  CF 
gehenden  Seitenflächen  des  Prismas  gebildeten  Ebenenbüschel  perspektivisch 
ist  Da  die  beiden  Büschel  konstruiert  werden  können,  so  sind  sie  nur  in. 
perspektivische  Lage  zu  bringen. 

Man  löse  hiemach  die  Aufgabe  (IV,  21,  I.  Teil); 

6* 


Fig.  101. 
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Fig.  102. 


Involution. 

28)  Sind  ABC  (Fig.  102)  drei  Punkte  der  Geraden  g,  welche  durch 
Projideren  in  C'BA'  umgewandelt  werden  sollen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  C  mit  A  und  A'  mit  C  zusammenfallt  (also  B  ein  Doppelpunkt  ist), 

so  ziehen  wir  durch  B  die 
Gerade  g"  und  projideren 
auf    letztere     von     einem 
Punkte    S    aus    die    drei 
Punkte  ABC,  wodurch  wir 
A"  B  C"     erhalten.       Wir 
nehmen  nun  den  Schnitt- 
punkt S'  der  Geraden  AC" 
und  A"C  als  neuen  Mittel- 
punkt   an    und     erhalten 
hierdurch  C'(A)    als  Pro- 
jektion von  C",  und  A'  (C) 
als  Projektion  von  A".    E» 
sind   also  A  und  A'  zwei 
entsprechende  Punkte   der 
beiden  Reihen  ABC    und 
C'BA'.     Die  Gerade  S'S  schneidet  g  in  D,  dem  zweiten  Doppelpunkte  der 
beiden  Reihen,  woraus  wir  leicht  erkennen,  dass  AA'BD  vier  harmonische 
Punkte  sind.    (Vergl.  10.)    Betrachten  wir  A  als  den  Punkt  C,  welcher  der 
zweiten  Gruppe  C'BA'  angehört,  so  finden  wir  den  entsprechenden  Punkt 
der  ersten  Gruppe,  wenn  wir  zuerst  C  von  S'  auf  g"  und  darauf  von  S 
auf  g  projicieren,  wodurch  wir  aber  als  entsprechenden  Punkt  wieder  C  er- 
halten.   Es  ist  also  gleichgültig,  ob  wir  A  als  einen  Punkt  der  ersten  oder 
der  zweiten  Reihe  ansehen,   wir   erhalten   als  entsprechenden  Punkt  stets 
wieder  den  Punkt  A'  (C).    Das  Gleiche  gilt  aber  auch  für  jedes  andere  Paar 
entsprechender  Punkte  der  beiden  Reihen.    Gehört  z.  B.  E  der  ersten  Reihe 
an,  so  ziehen  wir  den  Strahl  SE,  welcher  g"  in  E"  schneidet.     E"  proji- 
cieren wir  von  S'  auf  g,  dadurch  erhalten  wir  den  E  entsprechenden  Punkt 
E'.     Wir  erkennen  aber  sofort,  dass  EE'BD  abermals  vier  harmonische 
Punkte  sind,  welche  zu  den  harmonischen  Punkten  S'SHD  perspektivisch 
hegen.    Es  fallen  nämhch  in  D  zwei  entsprechende  Punkte  zusammen.    Folg- 
lich müssen  die  Strahlen  S'E,  SE'  sich  in  einem  Punkte  E"'  der  Geraden 
g"  treffen.     Wäre  nun  E  ein  Punkt  der  zweiten  Reihe,    so  müssten   wir 
denselben  von  S'  aus  auf  g"  projicieren,  wodurch  wir  E'"  erhalten.     Wird 
der  letztere  von  S  auf  g  projiciert,  so  gelangen  wir  wieder  zum  Punkte  E'. 
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Es  entsprechen  sich  also  £  und  E'  doppelt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  dies 
fiir  alle  entsprechenden  Punkte  der  beiden  Reihen  der  Fall  ist. 

Zwei  übereinander  liegende  Punktreihen  von  dieser  Eigenschaft  heissen 
nun  involutörische  Punktreihen.  Projicieren  wir  dieselben  von  einem  Punkte 
S  aus,  so  erhalten  wir  zwei  involutörische  Strahlenbüschel,  welchen  dieselbe 
Eigenschaft  in  Bezug  auf  je  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  zukommt. 
Projicieren  wir  von  S  aus  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  g  auf 
%'  und  den  hierdurch  erhaltenen  Punkt  F"  von  S'  aus  nach  F,  so  entspricht 
F  dem  unendUch  fernen  Punkte.  Ebenso  müssen  wir  F  erhalten,  wenn  wir 
-den  unendlich  fernen  Punkt  von  S'  aus  auf  g"  nach  F"'  projicieren  und 
letzteren  von  S  aus  >*ieder  nach  g. 

Derjenige  Punkt  F,  welcher  dem  unendhch  fernen  Punkte  koi\jugiert 
ist,  heisst  der  Mittelpunkt  der  Involution. 

29)  Andere  Konstruktion  von  konjugierten  Punktepaaren  (Fig.  103). 

Sind  A  und  A'  zwei  konjugierte  Punkte,  F  der  Mittelpunkt  der  In- 
volution, so  ist  AF»  A'F  =  k*  (s.  1  d.  Abschn.).  Ziehen  wir  demnach  durch 
r  die  Gerade  PQ  so,  dass 
PF  •  FQ  =  k*  ist,  so  schneidet 
•ein  beUebiger  durch  P  und  Q 
gehender  Kreis  die  Gerade  g 
in  zwei  Punkten  A  und  A',  für 
welche  AF.A'F=PF-QF=k« 
ist.  Hieraus  folgt,  dass  jeder 
^urch  P  und  Q  gehende  Kreis 
-die  Gerade  g  in  zwei  konju- 
^erten  Punkten  schneidet.  Unter 
diesen  Kreisen  giebt  es  zwei,  welche  g  in  zwei  Punkten  B  imd  D  berühren; 
für  diese  ist  BF«  =  PF  •  QF  =  DF«  =  k».  Es  sind  also  B  und  D  die 
Doppelpunkte  der  Involution. 

Nehmen  wir  an,  A  bewege  sich  in  der  Richtung  nach  F,  so  bewegt 
:sich  der  entsprechende  Punkt  A'  in  entgegengesetzter  Richtung,  wie  aus  der 
Konstruktion  leicht  hervorgeht.  Beide  fallen  gleichzeitig  in  dem  Doppel- 
punkte B  zusammen.  Man  nennt  deshalb  die  beiden  involutorischen  Punkt- 
reihen ungleichlaufend.  Dieser  Fall  tritt  stets  ein,  wenn  die  Reihen  zwei 
Doppelelemente  haben.  Das  eine  kann  sogar  unendlich  fem  liegen.  Wenn 
z.  B.  S  und  S'  (Fig.  104)  auf  einer  Parallelen  zu  g  liegen,  dann  ist  D  un- 
endlich weit  entfernt;  der  Doppelpunkt  B  liegt  jetzt  in  der  Mitte  zwischen 
zwei  konjugierten  Punkten  A  und  A',  aber  die  Involution  ist  wieder  un- 
^leichlaufend. 

30)  Ändert  man  die  Konstruktion  zur  Bestimmung  konjugierter  Punkte- 
paare so,  dass  man  PF  imd  QF  zu  verschiedenen  Seiten  von  F  aufträgt, 


Fig.  103. 
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(s.  Fig.  106),  und  legt  man  durch  P  und  Q  einen  beliebigen  Kreis,  so  er^ 
hält  man  zwei  Punkte  A  und  A'  auf  verschiedenen  Seiten  von  F,  fdr  welche- 
AF  •  A'F  =  PF  •  QF  d.  h.  gleich  k*  ist.     Gleichzeitig  erkennen  wir,  dass^ 


oo 


Flg.  104. 


Flg.  105. 


wenn  A  sich  von  F  entfernt,  A'  diesem  Punkte  näher  rückt.  Ein  Zusammen- 
fallen der  konjugierten  Punkte  findet  also  nicht  statt,  d.  h.  bei  gleichlau- 
fender Involution  giebt  es  keine  Doppelpimkte.  Der  Mittelpunkt  F  einer 
gleichlaufenden  Involution  hegt  stets  auf  der  von  zwei  konjugierten  Elementen 
begrenzten  Strecke  und  derjenige  einer  ungleichlaufenden  Involution  stets 
ausserhalb  derselben. 

31)  Ist  PQ_Lg  und  PF  =  QF  (Fig.  106),  so  stehen  die  Geraden^ 
welche  zwei  konjugierte  Punkte  A  und  A'  mit  Q  verbinden,  senkrecht  zu 

einander.  Wird  also  ein  rechter 
Winkel  um  seinen  Scheitel  gedreht^ 
so  schneiden  die  Schenkel  des- 
selben auf  einer  Geraden  g  zwei 
in  gleichlaufender  Involution  be- 
findliche Punktreihen  aus. 

In  Fig.  103  hegen  die  Ab- 
schnitte PF  und  QF  auf  einerlei 
Seite  des  Punktes  F,  dieselben 
sind  deshalb  mit  gleichen  Vor- 
zeichen zu  nehmen,  und  ihr  Pro- 
dukt PF«QF  =  k*  ist  als  positiv  anzusehen.  Das  Gleichie  gilt  von  zwei 
konjugierten  Punkten  A  und  A',  welche  in  diesem  Falle  der  ungleichlaufen- 
den Involution  stets  auf  derselben  Seite  des  Mittelpunktes  F  hegen.  AF 
und  AF'  sind  deshalb  beide  zugleich  positiv  oder  negativ.  Bei  gleichlau- 
fender Involution  (Fig.  106)  haben  PF  und  QF  verschiedene  Vorzeichen, 
also  ist  in  diesem  Falle  PF-QF  =  —  k*.  Ebenso  haben  die  Abstände 
zweier  konjugierten  Punkte  A  und  A'  von  F  verschiedene  Vorzeichen;  A 
und  A'  hegen  deshalb  zu  verschiedenen  Seiten  von  F.     Für  einen  Doppel- 


Fig.  106. 
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punkt  ist  das  Quadrat  seines  Abstandes  von  F  gleich  —  k*;  der  Abstand 
ist  also  imaginär,  und  die  Doppelpunkte  sind  in  diesem  Falle  nicht  kon- 
struierbar.  Man  pflegt  sie  die  imaginären  Doppelpunkte  zu  nennen  und  sie 
durch  die  Involution  als  gegeben  (wenn  auch  nicht  darstellbar)  anzusehen. 


32)  Von  zwei  ungleichlaufenden 
involutorischen  Punktreihen  ist  ein 
Paar  konjugierter  Punkte  A  und  A' 
und  der  zwischen  beiden  hegende 
Doppelpunkt  B  gegeben.  Man  soll 
den  einem  beliebigen  Punkte  G  kon- 
jugierten Punkt  und  den  zweiten 
Doppelpunkt  bestimmen. 


Von  zwei  ungleichlaufenden  in- 
volutorischen Strahlenbüscheln  ist  ein 
Paar  konjugierter  Strahlen  a  und  a' 
und  der  zwischen  beiden  hegende 
Doppelstrahl  b  gegeben.  Man  soll 
den  einem  beUebigen  Strahle  c  kon- 
jugierten Strahl  und  den  zweiten 
Doppelstrahl  bestimmen. 
Leicht  mit  Hülfe  von  Fig.  102  oder  103  zu  lösen. 

33)  Von  einer  ungleichlaufenden  Involution  sind  zwei  Paare  konjugierter 
Punkte  AA',  BB'  gegeben.  Man  soll  den  einem  beUebigen  Punkte  C  kon- 
jugierten Punkt  C,  die  Doppelpunkte  und  den  Mittelpunkt  der  Involution 
bestimmen.     Mit  Hülfe  von  Fig.  103  zu  lösen. 

34)  Zwei  Paare  AA',  BB'  konjugierter  Punkte  einer  gleichlaufenden  In- 
volution sind  gegeben.  Man  soll  den  Mittelpunkt  der  Involution  und  den 
einem  gegebenen  Punkte  C  konjugierten  Punkt  bestimmen.  Femer  sollen 
die  beiden  konjugierten  Punkte  gefunden  werden,  welche  gleich  weit  vom 
Mittelpunkt  entfernt  hegen.     (Ideelle  Doppelpunkte.) 

35)  Da  involutorische  Punktreihen  von  einem  Punkte  S  aus  durch  in- 
volutorische  Strahlenbüschel  projiciert  werden,  so  kann  man  fiir  letztere  die- 
selben Aufgaben  lösen,  wenn  man  die  Büschel  mittelst  einer  Geraden  durch- 
schneidet 

36)  Die  beiden  Doppelpunkte  B  und  D  einer  ungleichlaufenden  Involu- 
tion sind  gegeben.  Man  soll  den  einem  gegebenen  Punkte  A  konjugierten 
Punkt  A'  bestimmen  (Fig.  107). 

Aufl.    Ziehe  von  einem  be-  j^ 

liebigen  Punkte  S  aus  die  Strah- 
len AS  und  BS  und  schneide 
dieselben  mit  einer  durch  D  gehen- 
den Geraden  DG.  Von  G  aus 
ziehe  man  GH  parallel  zu  AD, 
bestinmie  den  Mittelpunkt  F  der 
Involution  als  Mitte  zwischen  B 
und  D.  Ziehe  HF  und  durch 
den  Schnittpimkt  K  den  Strahl 
SA',  welcher  nun  AD  in  dem  gesuchten  Punkt  A'  schneidet.  Beweis  folgt 
leicht  aus  Fig.  102. 


Kg.  107. 


88 


n.  Abschnitt. 


Oder:  maa  zeichne  zwei  auf  derselben  Seite  von  AD  liegende  Kreise, 
welche  diese  Gerade  in  B  bez.  D  l^enihren  und  sich  zugleich  untereinander 
schneiden.  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  der  Kreise  und  durch  A 
einen  dritten  Kreis,  so  trifft  derselbe  AD  in  dem  Punkte  A'.  (Nach  Fig.  103.) 
Man  löst  diese  Aufgabe  nur  durch  Ziehen  gerader  Linien  ohne  Hülfe 
des  Zirkels  auf  folgende  Weise  (Fig.  108). 

Da  zwei  Gruppen  von  je  vier 
harmonischen  Punkten  stets  projek- 
tivisch  sind,  so  ziehen  wir  durch  A 
eine  beheliege  Gerade  g"  und  be- 
stimmen auf  dieser  mittelst  irgend 
eines  vollständigen  Vierecks  AA"EF 
die  .  vier  harmonischen  Punkte 
AA"B"D".  Da  nun  diese  und  die 
gesuchte  Reihe  den  Punkt  A  entr 
sprechend  gemeinschaftlich  haben, 
so  liegen  die  beiden  Reihen  per- 
spektivisch. Das  Projektionscentrum  S  ist  der  Schnitt  der  Strahlen  B''B 
und  D"D.     Von  S  aus  projideren  wir  nun  A"  nach  A'. 

37)  Gegeben  ein  Paar  konjugierter  Punkte  A  und  A'  einer  ungleich- 
laufenden Involution  und  der  Mittelpunkt  F  derselben.  Man  soll  die  Doppel- 
punkte und  das  einem  gegebenen  Elemente  £  konjugierte  Element  be- 
stimmen. 

38)  Die  beiden  ideellen  Doppelpunkte  einer  gleichlaufenden  Involution 
sind  gegeben,  man  soll  den  einem  beliebigen  Punkte  A  konjugierten  Punkt 
A'  bestimmen. 


Flg.  108. 


39)  Durch  je  zwei  Gegenseiten 
eines  vollständigen  Vierecks  wird  eine 
beliebige  Gerade  g  in  drei  Punkte- 
paaren einer  Involution  geschnitten 
(Fig.  109). 


Fig.  109. 


Je  zwei  Gegenecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  werden  aus  einem 
beliebigen  Punkte  durch  drei  Paare 
von  Strahlen  einer  Involution  proji- 
ciert  (Fig.  110). 


Fig.  HO. 
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Projicieren  wir  die  Panktreihe 
AB'A'C  von  Q  aus  auf  AM,  so  er- 
halten wir  die  Punktreihe  AMRP, 
welche  somit  zu  der  vorigen  perspek- 
tivisch liegt.  Wird  die  letzte  Punkt- 
reihe von  N  auf  g  projiciert,  so  er- 
halten wir  die  Reihe  AC'A'B^  folg- 
Uch  sind  auch  die  Reihen  AB'A'C 
und  AC'A'B  oder  auch  AB'A'C  und 
ABA'C  projektivisch.  Hieraus  er- 
kennen wir,  dass  A  und  A'  zwei  sich 
selbst  entsprechende  Doppelpunkte 
sind.  FolgUch  bilden  die  Gruppen 
AA',  BB',  CC  drei  Paare  konjugier- 
ter Punkte  einer  Involution. 


Schneiden  wir  den  Büschel  ab'a'c 
durch  die  Gerade  d,  so  erhalten  wir 
auf  dieser  die  Punktreihe  NMTR, 
welche  von  Q  aus  durch  den  Büschel 
a"b"a'c"  projidert  wird.  FolgUch 
sind  die  beiden  Büschel  ab^a'c  und 
a"b"a'c"  in  perspektivischer  Lage. 
Der  letztere  ist  aber  dem  Büschel 
ac'a'b  perspektivisch,  weil  beide  die 
Punktreihe  NVUP  projicieren,  folg- 
lich sind  nun  auch  die  Büschel  ab'a'c 
und  ac'a'b  oder  aba'c'  projektivisch. 
Hieraus  erkennen  wir,  dass  a  und  a' 
zwei  sich  selbst  entsprechende  Dop- 
pelstrahlen sind.  FolgUch  bilden  die 
Gruppen  aa',  bb',  cc'  drei  Paare 
konjugierter  Strahlen  einer  Involution. 


ni.  Abschnitt 

Erzeagnlsse  proJektiTischer  Strahlenbfisehel  und  proJektlTlseher 

Punktreihen. 


1)  Die  Schnittpunkte  entspre- 
chender Strahlen  zweier  projekti  vischen 
Strahlenbüschel  S  und  S',  welche 
nicht  perspektivisch  Uegen  und  auch 
nicht  denselben  Mittelpunkt  haben, 
bilden  eine  Punktreihe  zweiter  Ord- 
nung. Sie  kann  mit  einer  beUebigen 
Geraden  g  höchstens  zwei  Punkte  ge- 
meinschaftUch  haben.  Denn  lägen 
drei  Punkte  der  Reihe  auf  g,  so 
würden  die  Büschel  S  und  S'  per- 
spektivisch sein  und  dann  müssten 
die  Schnittpunkte  ihrer  entsprechen- 
den Strahlen  sämtUch  auf  g  Uegen. 


Die  VerbindungsUnien  entspre- 
chender Punkte  zweier  projektivischen 
Punktreihen  g  und  g',  welche  nicht 
perspektivisch  liegen  und  nicht  den- 
selben Träger  haben,  bilden  ein  Strah- 
lenbüschel zweiter  Ordnung.  Durch 
einen  beUebigen  Pimkt  M  können 
höchstens  zwei  Strahlen  des  Büschels 
gehen.  Denn  läge  M  auf  drei  Strahlen 
desselben,  so  würden  die  Reihen  g 
und  g  perspektivisch  sein  und  dann 
müssten  die  Verbindungslinien  ihrer 
entsprechenden  Punkte  sämtlich  durch 
M  gehen. 
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Die  Punktreihe  oder  die  von 
derselben  erzeugte  Kurve  zweiter 
Ordnung  enthält  die  beiden  Mittel- 
punkte S  und  S'  der  erzeugenden 
StrahlenbüBchel.  Denn  betrachten 
wir  die  Gerade  SS'  als  einen  Strahl 
des  BüBchels  S,  so  kann  derselbe  den 
entsprechenden  durch  S'  gehenden 
Strahl  des  andern  Büschels  nur  in 
S'  treffen. 


Der  Büschel  oder  die  von  dem- 
selben eingehüllte  Kurve  zweiter 
Klasse  wird  von  den  beiden  Trä- 
gem g  und  g'  der  erzeugenden  Punkt- 
reihen berührt  Denn  betrachten  wir 
den  Schnittpunkt  P  der  Geraden  g 
und  g'  als  einen  Punkt  der  Reihe  g, 
so  kann  die  Verbindungslinie  des- 
selben mit  dem  entsprechenden  Punkt 
der  Reihe  g'  nur  mit  g'  zusammen- 


Da  die  Projektivität  zweier  Strah- 
lenhüschel  durch  drei  Paare  ent- 
sprechender Strahlen  festgestellt  ist, 
so  ist  die  Kurve  zweiter  Ordnung 
durch  die  beiden  Mittelpunkte  S  und 
S'  und  durch  drei  beliebige  andere 
ihrer  Punkte  völlig  bestimmt. 

Um  dieselbe  zu  koostruieren, 
d.  h.  so  viele  Punkte  zu  bestimmen, 
dass  man  die  Kurve  darnach  zeich- 
nen kann,  haben  wir  diejenigen 
Strahlen  des  einen  Büschels  zu  be- 
stimmen, welche  beliebigen  Strahlen 
des  anderen  entsprechen  (S.  II,  8). 

Wir  ziehen  demnach  durch  einen 


Da  die  Projektivität  zweier  Punkt- 
reiben durch  drei  Paare  entsprechen- 
der Punkte  festgestellt  ist,  so  ist  die 
Kurve  zweiter  Klasse  durch  die  bei- 
den Träger  g  und  g'  und  durch  drei 
beliebige  andere  ihrer  Tangenten  völ- 
Ug  bestimmt. 

Um  dieselbe  zu  konstruieren, 
d.  h.  so  viele  Tangente  zu  bestim- 
men, dass  man  die  Kurve  darnach 
zeichnen  kann,  haben  wir  diejenigen 
Punkte  der  einen  Reihe  zu  bestim- 
men, welche  beliebigen  Punkten  der 
anderen  Reihe  entsprechen  (S.  U,  8). 

Wir  nehmen  demnach  auf  einer 
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der  gegebenen  Punkte  z.  B.  B  zwei 
Geraden  g'  und  g".  Die  erstere  wird 
von  den  gegebenen  Strahlen  des 
Büschels  S  in  den  Punkten  A',  B,  C 
und  die  zweite  von  den  entsprechen- 
den Strahlen  des  Büschels  S'  in  den 
Punkten  A",  B,  C"  getroffen.  Diese 
beiden  Punktreihen  sind  also  projek- 
tivisch  und  da  der  Punkt  B  beiden 
entsprechend  gemeinschaftlich  ist,  so 
haben  sie  perspektivische  Lage.  Der 
Mittelpunkt  S"  des  Büschels,  welcher 
beide  Reihen  projidert,  ist  der  Durch- 
schnitt der  Geraden  A'A"  und  C'C". 
Wird  nun  %  von  einem  beUebigen 
Strahle  des  Büschels  S  in  D'  getroffen, 
so  projideren  wir  D'  von  S"  aus  auf 
g"  nach  D";  dann  ist  S'D"  der  SD' 
entsprechende  Strahl  des  zweiten  Bü- 
schels. Beide  entsprechende  Strahlen 
treffen  sich  in  D,  einem  neuen  Punkt 
der  gesuchten  Kurve.  Durch  Wieder- 
holung dieses  Verfahrens  kann  man 
beliebig  viele  Punkte  der  Kurve  be- 
stimmen. 


Betrachten  wir  die  Verbindungs- 
Unie  SS'  der  Mittelpunkte  der  beiden 
Strahlenbüschel  als  Strahl  des  Bü- 
schels S,  so  finden  wir  den  entspre- 
chenden Strahl  des  Büschels  S',  wenn 
wir  den  Schnittpunkt  T  des  Strahles 
SS'  mit  g'  von  S"  aus  auf  g"  proji- 
deren, wodurch  wir  den  Punkt  T" 
erhalten.  Hieraus  ergiebt  sich  S'T" 
als  der  gesuchte  entsprechende  Strahl. 
Dieser  wird  von  ST  in  S'  getroffen. 
Wir  erkennen  nun  leicht,  dass  S'T" 
eine  Tangente  der  Kurve  sein  muss, 
denn  einem  sehr  nahe  an  SS'  lie- 


der  gegebenen  Tangenten  z.  B.  k 
zwei  Punkte  S  und  S'  an.  Von  dem 
ersteren  aus  projideren  wir  die  Punkte 
A,  B,  G  und  von  dem  anderen  die 
Punkte  A'B'C'.  Die  bdden  hieraus- 
hervorgehenden Strahlenbüschel  sind 
also  projektivisch  und  da  der  Strahl 
SS'  oder  b  beiden  entsprechend  ge- 
meinschaftlich ist,  so  sind  sie  auch 
in  perspektivischer  Lage.  Die  Ge- 
rade g",  auf  welcher  die  entsprechen- 
den Strahlen  der  beiden  Büschel  zu- 
sammentreffen, ist  die  Verbindungs- 
linie der  Schnittpunkte  A"  und  0", 
in  welchen  sich  die  entsprechenden 
Strahlen  SA,  S'A'  und  SC,  S'C" 
treffen.  Ist  nun  D  ein  beliebiger 
Punkt  der  Reihe  g,  so  projicieren 
wir  denselben  von  S  aus  nach  D"^ 
und  den  letzteren  wieder  von  S'  aus. 
nach  D'.  Dann  ist  D'  der  dem  D 
entsprechende  Punkt  der  Reihe  g'. 
Die  Verbindungslinie  von  D  und  D'^ 
ist  nun  eine  neue  Tangente  der  ge- 
suchten Kurve.  Durch  Wiederholung 
dieses  Verfahrens  kann  man  beUebig: 
viele  Tangenten  der  Kurve  bestimmen. 
Betrachten  wii*  den  Schnittpunkt 
P  der  beiden  Punktreihen  als  einen 
Punkt  der  Reihe  g,  so  finden  wir  den 
entsprechenden  Punkt  der  Reihe  g',. 
wenn  yax  den  Schnittpunkt  P"  des 
Strahles  SP  mit  g"  von  S'  aus  auf 
g'  projideren,  wodurch  wir  den  Punkt 
P'  erhalten.  Hieraus  ergiebt  sich  P'' 
als  der  gesuchte  entsprechende  Punkt. 
Die  Verbindungslinie  desselben  mit 
P  liegt  in  g'.  Wir  erkennen  nun 
leicht,  dass  P'  zugleich  der  Berüh- 
rungspunkt der  Tangente  %  sein  muss,. 
denn  einem  sehr  nahe  bd  P  liegenden 


9^ 


in.  Absohnitt. 


genden  Strahle  des  Büschels  S  ent- 
spricht ein  Strahl  des  Büschels  S"^, 
welcher  dem  Strahl  S'T"  sehr  nahe 
liegt.  Der  Schnittpunkt  dieser  beiden 
entsprechenden  Strahlen  liegt  nahe 
bei  S'  und  fällt  mit  diesem  Punkte 
beim  Übergang  zu  den  Strahlen  SS' 
und  S'T'  zusammen. 

Man  konstruiere  hiernach  auch 
die  Tangente  der  Kurve  im  Punkte  S. 

2)  Eine  Kurve  zweiter  Ordnung 
ist  durch  drei  Paare  entsprechender 
Strahlen  zweier  projektivischen  Bü- 
schel S  und  S'  gegeben,  welche  sich 
in  den  drei  Punkten  A,  B  und  C 
treffen.  Man  soll  den  zweiten  Durch- 
schnittspunkt einer  durch  A  gehen- 
den Geraden  g'  mit  der  Kurve 
Aoden. 


Fig.  113. 

Wir  ziehen  durch  A  noch  eine 
zweite  Gerade  g",  dann  wird  g  von 
den  gegebenen  Strahlen  des  Büschels 
S  in  A,  B'  und  C,  femer  g"  von 
den  Strahlen  des  Büschels  S'  in  A,  B" 
und  C"  getroffen.  FolgUch  entstehen 
auf  g'  und  g"  projektivische  Punkt- 
reihen, welche  jedoch  perspektivisch 
liegen,  weil  beide  den  Punkt  A  ent- 


Punkte der  Reihe  g  entspricht  ein 
Punkt  der  Reihe  g,  welcher  P'  sehr 
nahe  Uegt.  Die  Verbindungslinie 
dieser  beiden  entsprechenden  Punkte 
liegt  nahe  bei  g'  und  fällt  mit  dieser 
Geraden  beim  Übergang  zu  den 
Punkten  P  und  P'^  zusammen. 

Man  konstruiere  hiemach  auch 
den  Berührungspunkt  der  Tangente  g. 

Eine  Kurve  zweiter  Klasse  ist 
durch  drei  Paare  entsprechender 
Punkte  zweier  projektivischen  Punkt- 
reihen g  und  g  gegeben,  durch 
welche  drei  Tangenten  a,  b  und  c 
der  Kurve  bestimmt  sind.  Man  soll 
von  einem  auf  a  hegenden  Punkte 
P  die  zweite  Tangente  an  die  Kurve 
ziehen. 


Fig.  114. 

Wir  nehmen  auf  a  noch  einen 
zweiten  Punkt  Q  an,  dann  werden 
AB  und  C  von  Q  aus  und  A'B'C 
von  P  aus  projiciert.  FolgUch  ent- 
stehen zwei  projektivische  Strahlen- 
büschel, welche  jedoch  perspektivisch 
hegen,  weil  beide  den  Strahl  a  ent- 
sprechend gemeinschaftlich  haben. 
Die  Gerade  g",  welche  der  Schnitt 
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der  beiden  Büschel  ist,  geht  durch 
die  Punkte  B"  und  C".  Schneidet 
nun  g"  die  Gerade  g  in  D,  dann  ist 
QD  ein  Strahl  des  Büschels  Q  und 
wenn  wir  PD  ziehen,  so  ist  PD  der 
dem  QD  entsprechende  Strahl  dea 
Büschels  P.  PD  triffl;  demnach  g' 
in  dem  D  entsprechenden  Punkte  der 
Reihen  g',  folghch  ist  PD  die  ge- 
suchte Tangente.  Leicht  erkennen 
wir  nun  auch,  dass  die  Gerade  Q£ 
die  zweite  Tangente  ist,  welche  von 
Q  an  die  Kurve  gezogen  werden 
kann. 


sprechend  gemeinschaftlich  haben. 
Der  Mittelpunkt  S"  des  Büschels, 
welcher  beide  Reihen  projiciert,  ist 
der  Durchschnitt  der  Geraden  B'B" 
und  C'C".  Ziehen  wir  den  Strahl 
S'D'  durch  S",  so  trifit  derselbe  g" 
in  D"  und  wenn  wir  den  letzteren 
Punkt  von  S"  aus  auf  g'  projcieren, 
erhalten  wir  den  Punkt  D^  Dann 
ist  aber  SD'  der  S'D"  entsprechende 
Strahl  des  Büschels  S.  Beide  Strahlen 
treffen  sich  in  dem  gesuchten  Punkte 
D'.  Leicht  erkennen  wir  nun  auch, 
dass  der  durch  S"  gehende  Strahl 
SS"  die  Gerade  g"  in  ihrem. zweiten 
Durchschnittspunkte  E  mit  der  Kurve 
IrÜH. 

3)  Betrachten  wir  den  besonderen  Fall  zweier  gleichen  Büschel  S  und 
S'  (Fig.  115),  (in  welchen  also  je  zwei  Strahlen  des  einen  Büschels  den 
gleichen  Winkel  miteinander  bilden,  wie  die  entsprechenden  Strahlen  de& 
anderen  Büschels).  Die  Schnittpunkte  entspre- 
chender Strahlen  hegen  jetzt  auf  einem  Kreise, 
was  sich  leicht  aus  der  Eigenschaft  desselben 
ergiebt,  dass  auf  gleichen  Bögen  stehende  Pe- 
ripheriewinkel gleich  gross  sind.  Der  Tangente 
TS  entspricht  S'S  als  Strahl  des  Büschels  S', 
( /  AST  =  /  AS'S);  ebenso  entspricht  die  Tan- 
gente  T'S'  der  Geraden  SS',  wenn  man  die 
letztere  als  einen  Strahl  des  Büschels  S  be- 
trachtet. Der  Kreis  ist  deshalb  ein  besonderer 
Fall  der  Kurven  zweiter  Ordnung.  Die  genannte  Eigenschaft  der  Peripherie- 
winkel auf  gleichen  Bögen  zeigt  femer,  dass  die  Mittelpunkte  S  und  S'  be- 
Uebig  auf  dem  Kreise  angenommen  werden  können.  Es  werden  also  alle 
Punkte  des  Kreisumfanges  aus  zwei  beliebigen  Punkten  desselben  dmxh 
gleiche  Strahlenbüschel  projiciert. 

4)  Ebenso  leicht  lässt  sich  zeigen,  dass  der  Kreis  auch  zu  den  Kurven 
zweiter  Klasse  gehört.  Sind  nämUch  a  und  a'  (Fig.  116)  zwei  feste  Tan- 
genten eines  Kreises,  E  und  F  die  Berührungspunkte  derselben,  b  eine  be- 
wegliche Tangente  und  sind  femer  B,  C,  D  .  .  .  bez.  B',  C,  D'  die  Punkte,, 
in  welchen  die  bewegliche  Tangente  in  den  Lagen  b,  c,  d  .  .  .  die  festen 
Tangenten  a  und  a'  schneidet,  so  ist  /BSB' =  /CSC' =/DSD'  u.  s.  L 


Fig.  Xib. 
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Flg.  116. 


Denn  wenn  b  den  Kreis  in  Q  berührt,  so  ist  bekanntlich  /BSE  =  /BSQ 
und/B'SQ  =  ZB'SF.  Hieraus  folgt,  dass /BSB' =  i /ESF  ist  Ebenso 
ist  /CSC'  =  i/ESF  u.  s.  f.  Die  beiden  Büschel  S  (B,  C,  D  .  .  .)  und 
S(B'C'D'...)  sind  daher  gleich,  folgüch  sind  die  beiden  Punktreihen 
B^  C,  D  .  . .  und  B'C'D' .  .  .  projektivisch.  Die  Tangenten  b,  c,  d  .  •  .  sind 
aber  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  beiden  BüscheL   2Sehen 

wir  die  Gerade  von  S  nach  dem  Schnitipuiikte  P 
der  Tangenten  a  und  a',  so  ist  auch  /PSF  = 
/BSB'.  Dem  Strahle  SP  des  Büschels  S(B,C,D..) 
entspricht  deshalb  der  Strahl  SF  des  Büschels 
S  (B'C'D' .  .)j  also  entspricht  auch  der  Berühnmgs- 
punkt  F  dem  Schnittpunkte  P.  Auf  zwei  belie- 
bigen festen  Tangenten  werden  also  von  den 
übrigen  Tangenten  des  Kreises  projektivische 
Punktreihen  ausgeschnitten. 

5)  Die  für  den  Kreis  nachgewiesene  Eigen- 
schaft, dass  alle  Punkte  des  Umfanges  aus  zwei 
beliebigen  Punkten  desselben  durch  projektivische 
Strahlenbüschel  projiciert  werden,  lässt  sich  durch 
Kollineation  nun  leicht  auf  die  Kurven  zweiter  Ordnung  übertragen.     Sind 
S  und  S'  (Fig.  117)  die  Mittelpunkte  zweier  nicht  gleichen  projektiyischen 
Strahlenbüschel,  ABC  die  Schnittpunkte  von  drei  Paaren  entsprechender 

Strahlen  derselben,  so 
ist  hierdurch  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung  be* 
stimmt.  Es  sei  ST  der 
dem  Strahle  SS'  des 
Büschels  S'  entspre- 
chende Strahl  (also  die 
Tangente  in  S),  femer 
K  ein  Kreis,  welcher 
j ^^^^-^^.^iiF    i^  ^  ST  in  S   berührt   und 

S"  der  Schnittpunkt  von 
SS'  mit  dem  Kreise. 
<lann  treffen  die  Strahlen  SA,  SB,  SC  den  Kreis  in  A"B"C"  .  .  .,  weldie 
Punkte  aus  S"  durch  einen  dem  Büschel  S  (A,  B,  C  .  .  .)  gleichen  Büschel 
projiciert  werden.  Die  Büschel  S"  (A"B"C"  .  .  .)  und  S'  (A,  B,  C  .  .  .)  sind 
•daher  auch  projektivisch,  und  da  beide  den  Strahl  SS'  entsprechmid  gemein- 
:schaftlich  haben,  so  sind  sie  in  perspektivischer  Lage.  Die  Schnittpunkte 
A'B'C  entsprechender  Strahlen  der  beiden  Büschel  hegen  demnach  auf 
«iner  Geraden  g.     Um  den  einem  behebigen  Strahle  S  D  des  Büschels  S 


Fi«.  117. 
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entsprechenden  Strahl  des  Büschels  S'  zu  finden,  projicieren  wir  den  Punkt 
D'',  in  welchem  SD  den  Kreis  K  trifit  von  S"  aus  nach  D'  auf  g,  dann 
ist  S'D'  der  gesuchte  Strahl,  welcher  den  ersteren  in  D  trifit. 

Diese  Konstruktion  zeigt  uns  nun,  dass  die  Kurve  zweiter  Ordnung  und 
der  Kreis  K  kollineare  Figuren  sind.  S  erscheint  als  Kollineationscentrum 
und  g  als  Achse;  S>'  und  S"  als  einander  entsprechende  Punkte.  Nehmen 
wir  zwei  andere  Punkte  des  Kreisumfanges  als  Mittelpunkte  gleicher  Strahlen- 
büschel an,  welche  die  Punkte  des  Kreises  projicieren,  so  entsprechen  diesen 
in  der  Kurve  zweiter  Ordnung  wieder  zwei  den  vorigen,  also  auch  unter 
sich  projektivische  Strahlenbüschel.  Es  werden  also  auch  die  Punkte  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  aus  zwei  beliebigen  ihrer  Punkte  stets  durch  zwei 
projektivische  Strahlenbüschel  projiciert. 

6)  Auf  gleiche  Weise  folgt,  dass  auch  die  Kurven  zweiter  Klassen  zu 
den  Kegelschnitten  gehören.  Es  seien  g  und  g'  die  Träger  zweier  projek- 
tivischen  Punktreihen,  von  welchen  drei  Paare  entsprechender  Punkte  AA', 
BB'  und  CC  gegeben  sind.  Dann  sind  die  Geraden  AA',  BB',  CC  Tan- 
genten der  Kurve.  Nehmen  wir  C  und  C  als  Mittelpunkte  zweier  Strahlen- 
büschel an,  von  welchen  der  erste  die  Reihe  g',  der  zweite  die  Reihe  g 
projiciert,  so  sind  die- 
selben projektivisch.  Sie  j'  \^  ^s' 
haben  aber  auch  per- 
spektivische Lage,  weil 
GC  ein  gemeinschaftlich 
entsprechender  Strahl 
beider  Büschel  ist  Die 
Geradeg",  welche  der  ge- 
meinschaftliche  Schnitt 
der  Büschel  ist,  geht 
durch  A"  und  B";  sie 
trifit  g  und  g'  in  den 
Punkten  P  bez.  Q',  welche 
dem  Punkte  P'  bez.  Q  (Schnittpunkt  von  g  und  g')  entsprechen.  In  P  und 
Q'  berührt  nach  1)  die  Kurve  die  Geraden  g  und  g'. 

2^ichnen  wir  nun  einen  Kreis  K,  welcher  eine  der  beiden  Geraden 
z.  B.  g  in  P  berührt  und  ziehen  wir  von  P'  die  Tangente  g'"  an  denselben, 
so  werden  von  den  übrigen  Tangenten  des  Kreises  auf  g  und  %"  projek- 
tivische Punktreihen  ausgeschnitten.  Wir  ziehen  von  den  gegebenen  Punkten 
A,  B,  C  die  Tangenten  AA'",  BB"',  CG'",  dann  ist  die  Reihe  A'"B"'C"'. . 
projektivisch  zu  A,  B,  G  . .,  also  auch  projektivisch  zu  A'  B'  G' . . .  Da  F 
als  Punkt  der  Reihe  g'  sowohl  wie  als  Punkt  der  Reihe  g"'  dem  Punkte  P 
entspricht,  so  haben  die  Reihen  %  und  g'"  den  Punkt  P'  entsprechend  ge- 
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meinschaftlich.  Sie  liegen  perspektivisch  und  der  Mittelpunkt  S  des  Büschels, 
welcher  beide  Reihen  projidert,  ist  der  Durchschnitt  der  Verbindungslinien 
A'A"',  B'B'"  entsprechender  Punkte. 

Ist  D  ein  beliebiger  Punkt  der  Reihe  g,  DD'"  die  Tangente  an  K, 
femer  D'  die  Projektion  des  Punktes  D'"  aus  S  auf  g',  dann  ist  DD'  eine 
neue  Tangente  der  Kurve  zweiter  Klasse.  Man  sieht  aber,  dass  diese  Kurve 
die  koUineare  Figur  zu  dem  Kreise  K  ist,  wenn  S  das  Centrum,  g  die  Kol- 
lineationsachse  und  g  und  g"'  entsprechende  Geraden  sind.  Es  werden 
demnach  auch  zwei  beliebige  feste  Tangenten  der  Kurve  zweiter  Klasse, 
welche  hiemach  ein  Kegelschnitt  ist,  von  den  übrigen  Tangenten  in  projek- 
tivischen  Punktreihen  geschnitten. 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Gesetzen  ergeben  sich  nun  leicht  die 
folgenden: 


7)  Ein  Kegelschnitt  ist  durch 
fünf  Punkte,  von  denen  nicht  3  in 
gerader  Linie  hegen,  bestimmt  Man 
kann  nämlich  zwei  Punkte  als  Mittel- 
punkte projektivischer  Strahlenbüschel 
betrachten,  welche  die  drei  übrigen 
Punkte  projicieren.  Hierdurch  ist 
aber  die  Kurve  bestimmt. 


Einbeschriebenes  Sechseck. 
8)  In  jedem  einem  Kegelschnitt 
einbeschriebenen  Sechseck  schneiden 
sich  die  drei  Paare  gegenüberliegen- 
der Seiten  in  Punkten  einer  Geraden 
(Fig.  119). 


Ein  Kegelschnitt  ist  durch  fünf 
Tangenten,  von  denen  nicht  drei 
durch  einen  Punkt  gehen,  bestimmt. 
Man  kann  nämlich  zwei  Tangenten 
als  Träger  zweier  projektivischen 
Punktreihen  betrachten,  welche  von 
den  drei  übrigen  Tangenten  in  ent- 
sprechenden Punkten  geschnitten  wer- 
den. Hierdurch  ist  aber  die  Kurve 
bestimmt. 

Umbeschriebenes  Sechsseit 
In  jedem  einem  Kegelschnitt  um- 
beschriebenen Sechsseit  schneiden  sich 
die  VerbindungsUnien  der  gegenüber- 
hegenden Eckpunkte  in  einem  Punkt 
(Fig.  120). 


Pig.  120. 
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Betrachtet  man  nämlich  die 
Punkte  2  und  6  als  Mittelpunkte 
von  zwei  projektivischen  Strahlen- 
büscheln, welche  die  übrigen  Eck- 
punkte des  Sechsecks  projideren,  so 
schneiden  dieselben  auf  den  Geraden 
4  5  bez.  3  4  projektivische  Punkt- 
reihen aus,  nämlich  von  dem  Büsdiel 
6  die  Punkte  3,  4,  5',  C  auf  3  4 
und  yon  dem  Büschel  2  die  Punkte 
3',  4,  5',  A  auf  4  5.  Die  beiden 
Punktreihen  haben  aber  den  Punkt 

4  entsprechend  gemeinschaftlich,  folg- 
lich sind  sie  in  perspektivischer  Lage. 
Die  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte,    nämlich   die  Geraden  3  3', 

5  5',  AG  gehen  durch  einen  Punkt  B. 
FolgUch  liegen  A,  B  und  C  in  einer 


Betrachtet  man  nämhch  die  Tan- 
genten a  und  ß  als  Träger  der  zwei 
projektivischen  Punktreihen  a,  4  .  . 
bez.  a',  5  .  .  und  projidert  dieselben 
aus  den  Mittelpunkten  S|  bez.  S,  durch 
projektivische  Strahlenbüschel,  so  ha- 
ben diese  den  Strahl  aa'  entspre- 
chend gemeinschaftlich.  Die  beiden 
Büschel  sind  demnach  in  perspek- 
tivischer Lage,  folgUch  hegen  die 
Schnittpunkte  ihrer  entsprechenden 
Strahlen  auf  einer  Geraden.  Die 
Paare  entsprechender  Strahlen  sind 
aber  S|4  und  S^b\  Si6  und  S^G; 
S|3  und  S23.  FolgUch  hegen  die 
Schnittpunkte  6,  m  und  3  auf  einer 
Geraden  und  S^iy  S^ö,  3  6  gehen 
durch  m.     (Satz  von  Brianchon.) 


Geraden.     (Satz  von  Pascal.) 

Wir  wollen  diese  beiden  wichtigen  Sätze  zur  Lösung  einer  Reihe  von 
Aufgaben  benutzen. 


9)  Fünf  Punkte  eines  Kegel- 
schnittes sind  gegeben.  Man  soll 
andere  Punkte  desselben  konstruieren 
(Fig.  119). 

Aufl.  Die  gegebenen  Punkte 
seien  1,  2,  3,  4,  5.  Die  Verbin- 
dungslinien 12,  2  3,  3  4,  4  5  be- 
trachten wir  als  Seiten  eines  dem 
Kegelschnitt  einbeschriebenen  Sechs- 
ecks, von  denen  alsdann  noch  zwei 
Sdten,  nämhch  1  6  und  5  6  fehlen. 
Eine  derselben  z.  B.  16  ziehen  wir 
von  1  aus  der  Richtung  nach  will- 
kürUch.  Dann  schneiden  sich  1  2 
und  4  5  in  A;  3  4  und  1  6  in  C, 
wodurch  nun  die  Gerade  AC,  auf 
welcher  je  zwei  gegenüberhegende 
Seiten  des  Sechsecks  zusammentreffen, 
bestimmt  ist  Verlängern  wir  jetzt 
2  3  bis  zum  Durchschnitt  B  mit  AC, 

Schlotke,  Durstellende  Geometrie.   IV. 


Fünf  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes sind  gegeben.  Man  soll 
andere  Tangenten  desselben  kon- 
struieren (Fig.  120). 

Aufl.  Die  Schnittpunkte  3,  4, 
5,  6  der  gegebenen  Tangenten  be- 
trachten wir  als  Ecken  eines  dem 
Kegelschnitt  unbeschriebenen  Sechs- 
seits,  von  welchem  alsdann  noch 
zwei  Ecken,  nämhch  S^  und  S,  fehlen. 
Eine  derselben  z.  B.  S^  nehmen  wir 
auf  6  S^  willkürhch  an.  Dann  ist 
der  Punkt  m,  in  welchem  sich  die 
Verbindungshnien  der  gegenüberhe- 
genden Ecken  treffen,  durch  4Si  und 
und  3  6  bestimmt  Ziehen  wir  jetzt 
5m  und  verlängern  dieselbe,  bis  sie 
3S2  in  S2  trifft,  so  ist  endhch  S^Sg 
die   noch    fehlende   Tangente.     Auf 

diese  Weise  lassen  sich  behebig  viele 

7 
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SO  ist  nun  durch  B  und  5  die  Ge- 
rade  5  6  bestimmt.  Auf  diese  Weise 
lassen  sich  beliebig  viele  andere 
Punkte  des  Kegelschnittes  finden. 

10)  Ist  ein  Fünfeck  12  345 
(Fig.  121)  einem  Kegelschnitt  einbe- 
schrieben, so  schneiden  sich  die  ab- 
wechselnd liegenden  Seiten  1  2  und 
3  4,  femer  2  3  und  4  6,  endlich  1  5 
und  die  Tangente  im  gegenüberlie- 
genden Eckpunkte  3  in  drei  Punkten 
einer  Geraden. 


Flg.  121. 

Dieser  Satz  ist  als  specieller 
Fall  des  Pascal'schen  Satzes  anzu- 
sehen, welcher  sich  ergiebt,  wenn 
man  eine  Seite  des  Sechsecks  (in 
Fig.  121  durch  3  3'  angedeutet)  un- 
endlich klein  annimmt. 

Hiemach  kann  man  die  Tan- 
genten in  den  anderen  Eckpunkten 
des  Fünfecks  bestimmen. 

Man  beweise  ebenso  folgende 
specielle  Fälle  des  Pascarschen 
Satzes : 

11)  Ist  ein  Viereck  1,  2,  3,  4 
einem  Kegelschnitt  einbeschrieben , 
so  treffen  sich  die  Seite  1  2  und  die 
Tangente  in  3,  die  Seite  3  4  und  die 


andere  Tangenten  des  Kegekdmittes 
finden. 


Ist  ein  Fün^it  abcde  (Fig.  122) 
einem  Kegelschnitt  umbeschrieben, 
so  gehen  die  Verbindungslinien  der 
Schnittpunkte  von  ab  und  cd,  von 
bc  und  ae,  und  von  de  nach  dem 
Berühmngspunkt  P  der  gegenüber- 
liegenden Seite  b  durch  einen  Punkt  m. 


Flg.  122. 

Dieser  Satz  ist  als  specieller  Fall 
des  Brianchon'schen  Satzes  anzu- 
sehen, welcher  sich  ergiebt,  wenn 
zwei  der  Tangenten  eines  umbeschrie- 
benen Sechsseits  (in  Fig.  122  durch 
b',  b"  angedeutet)  eine  Gerade  bilden. 

Hiemach  kann  man  die  Be- 
rühmngspunkte  der  übrigen  Seiten 
des  Fünfseits  bestimmen. 

Man  beweise  ebenso  folgende 
specielle  Fälle  des  Brianchon'schen 
Satzes: 

Ist  ein  Vierseit  a,  b,  c,  d  einem 
Kegelschnitt  umbeschrieben,  so  gehen 
die  Verbindungslinien  der  Schnitt- 
punkte  von  ab  und  cd,  sowie  von 
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Tangente  in  2,  endlich  die  Seiten  1  4 
und  2  3  in  Punkten,  welche  auf  einer 
Geraden  liegen. 

1 2)  Ist  ein  Dreieck  einem  Kegel- 
schnitt einbescbrieben,  so  liegen  die 
Schnittpunkte  der  drei  Seiten  bez. 
mit  den  Tangenten  in  den  gegen- 
überliegenden Eckpunkten  auf  einer 
Geraden. 

13)  Es  sind  vier  Punkte  ABCD 
eines  Kegelschnittes  und  die  Tan- 
gente t  in  einem  derselben,  z.  B.  in 
B  gegeben.  Man  soll  andere  Punkte 
des  Kegelschnittes  finden  (Fig.  123). 


Fig.  12S. 

Aufl.  Die  Tangente  t  und  die 
Seite  CD  treffen  sich  in  F,  die  Seiten 
BC  und  AD  in  G.  Durch  F  und 
G  geht  die  Gerade  g,  auf  welcher 
sich  auch  AB  und  die  Tangente  in 
C  schneiden.  Die  letztere  ist  also 
die  Verbindungslinie  des  Schnitt- 
punktes E  von  AB  und  g  mit  C. 
Nehmen  wir  an,  es  werde  von  A  aus 
eine  behebige  Grerade  AN  gezogen, 
auf  welcher  der  zweite  Punkt  M  des 
Kegelschnittes  bestimmt  werden  soll, 
dann  können  wir  ABCM  als  ein 
neues  dem  Kegelschnitt  einbeschrie- 


ad  und  bc  und  diejenige  der  beiden 
Berührungspunkte  P  und  Q  der  Seiten 
b  und  d  (oder  auch  a  und  c)  durch 
einen  Punkt  M. 

Ist  ein  Dreiseit  einem  Kegel^ 
schnitt  imibeschrieben,  so  gehen  die 
Verbindungslinien  der  Ecken  bez.  mit 
den  Berührungspunkten  der  gegen- 
überliegenden Seiten  durch  einea 
Punkt 

Es  sind  vier  Tangenten  a,  b, 
c,  d  und  der  Berührungspunkt  T 
der  einen  z.  B.  b  gegeben.  Man 
soll  andere  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes finden  (Fi^.  124). 


Flg.  124. 

Aufl.  Ziehen  wir  durch  den 
Schnittpunkt  M  der  Diagonalen  AC 
und  BD  die  Gerade  TM,  so  trifft 
die  letztere  die  Seite  d  in  ihrem  Be- 
rührungspunkte U.  Nehmen  wir  auf 
d  den  Punkt  P  beliebig  als  neuen 
Eckpunkt  eines  dem  Kegelschnitt  um- 
beschriebenen Vierseits  an,  dessen 
andere  Ecken  G  und  D  unverändert 
bleiben  sollen,  dann  schneiden  sich 
CP  und  TU  in.  M'.  Durch  den 
letzteren  Punkt  und  durch  D  geht 
nun  die  Diagonale  DQ,  wodurch  der 
vierte  Eckpunkt  Q  und  damit  auch 
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benes  Viereck  betrachten.  Ziehen 
wir  durch  E  und  durch  den  Schnitt- 
punkt N  der  gegenüberliegenden  Sei- 
ten AM  und  BC  die  Gerade  g',  so 
treften  auf  dieser  die  Seite  CM  und 
die  für  den  Punkt  B  gegebene  Tan- 
gente in  P  zusammen.  Hierdurch 
ist  aber  der  Punkt  M  bestimmt 

14)  Drei  Punkte    eines    Kegel- 
schnittes und  die  Tangenten  in  zweien 


die  vierte  Seite  PQ  des  Vierseits, 
d.  h.  eine  neue  Tangente  des  Kegel- 
schnittes bestimmt  ist. 


Drei    Tangenten    eines    Kegel- 
schnittes und  die  Berührungspunkte 


dieser  Punkte  sind  gegeben.  Man  ;  von  zweien  derselben  sind  gegeben, 
soll  andere  Punkte  des  Kegelschnit-  i  Man  soll  andere  Tangenten  des  Ke- 
tes  bestimmen.  ;  gelschnittes  bestimmen. 

15)  Da  die  Erzeugnisse  zweier  projekti vischen  Strahlenbüscbel  oder 
Punktreihen y  wdche  in  einer  Ebene  hegen,  Kegelschnitte  sind,  so  entsteht 
noch  die  Frage  nach  den  einzelnen  Fällen,  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel.  "Wir 
sehen  nun  leicht,  dass  ein  durch  zwei  projektivische  Strahlenbüschel  er- 
zeugter Kegelschnitt  unendlich  ferne  Pimkte  besitzt,  wenn  die  beiden  Büschel 
entsprechende  Strahlen  enthalten,  welche  unter  sich  parallel  sind.  Es  kann 
dies  jedoch  nur  bei  einem  Paar  oder  höchstens  bei  zwei  Paaren  vorkommen. 
Wären  drei  Paare  bez.  unter  sich  parallel,  so  würden  die  Strahlenbüschel 
gleich,  d.  h.  je  zwei  entsprechende  Strahlen  würden  parallel  sein  und  lauter 
unendlich  ferne  Punkte  erzeugen.  Ist  kein  Paar  entsprechender  paralleler 
Strahlen  vorhanden,  so  hegen  alle  Punkte  des  Kegelschnittes  im  Endlichen; 
die  Kurve  ist  in  diesem  Falle  eine  EUipse. 

Nehmen  wir  an,  zwei  projektivische  Büschel  S  und  S^,  welche  nicht 
perspektivisch  hegen,  besitzen  nur  ein  Paar  entsprechender  Strahlen,  welche 
unter  sich  parallel  sind.  Der  Durchschnitt  dieser  beiden  Strahlen  liegt  un- 
endUch  fem,  man  sagt  deshalb,  die  Kurve,  welche  in  diesem  Falle  Parabel 
genannt  wird,  hat  einen  unendhch  fernen  Punkt.  Haben  die  beiden  Büschd 
zwei  Paare  entsprechender  Strahlen,  welche  bez.  unter  sich  parallel  sind, 
so  sagt  man,  die  Kurve  habe  zwei  unendhch  ferne  Punkte.  Dies  ist  die 
Hyperbel. 

16)  Beispiele  für  die  Konstruktion  einer  Ellipse  als  Erzeugnis  zweier 
projektivischen  Strahlenbüschel  sind  schon  im  I.  Teil,  IV,  23  angegeben 
unter  anderer  Begründung. 

Es  sind  nämUch  in  Fig.  126  und  126  die  Punktreihen  G&jSj^s  -  •  • 
und  A  7i  Y,  Yg  .  .  .  ähnlich  (dieselben  werden  durch  ein  Parallelstrahlen- 
büschel  projidert),  folghch  auch  projektivisch.  '  Projicieren  v^r  das  erste 
aus  dem  Mittelpunkt  H  und  das  zweite  aus  J,  so  erhalten  wir  ^i,  ^^  ^  •  •  • 
als  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen.    Da  in  diesen  beiden  Büscheln 
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keine   entsprecheDden  Strahlen   parallel  sind,    so  erzeugen  dieselben   eine 
Ellipse. 


17)  Nehmen  wir  ferner  an,  g  und  g'  (Fig.  127)  seien  die  Träger  zweier 
ähnlichen  Punktreihen  1-2346...  und  r2'3'4'ö'.. .,  in  welchen  einander 
entsprechen  1  und  1',  2  und  2'  u.  b.  f.  Die  erste  Reihe  werde  durch  ebi 
Parallelstrahlenbüschel,  die  zweite  aus  dem  Punkte  S  der  ersten  Reihe  proji- 
ciert.  Dann  ist  in  dem  letz- 
teren BUschel  nur  der  Strahl 

a  parallell  zu  dem  entspre- 
chenden Strahl  des  anderen 
Süschels.  Die  Schnittpunkte 
A,  B,  G,  D,  E  . . .  entspre- 
chender Strahlen  liegen  dem- 
nach auf  einer  Parabel. 

Aqiu.     Nimmt  man  die  zur 
KonHtraktion  dienenden  Punkte  1, 

2,  8,  4,  i  ■  .  .  der  ersten  Reihe  ^-  i*J- 

gleichneit     voneinander     entfernt 

an,  so  ist  Mch  ]'2'  =  a'3'  =  3'4'  .  .  .  Leioht  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  Verbindungs- 
iinieo  der  FunLio  Ai.',  BB',  CC  .  .  ,  parallel  zu  g  sbd  und  von  a  halbiert  werden. 
Stehen  g  und  g'  eeokreoht  aufeinander,  so  wird  a  zur  Aohae  der  Parabel,  g  ist  die 
Tangente  in  1,  weil  der  mit  5  zusammenMeiide  Punkt  1'  dem  Punkte  1  entspricht. 

18)  £b  sei  BCDE  (Fig.  128)  ein  Rechteck;  durch  die  Mitten  je  zweier 
gegenüberliegender  Seiten  sind  die  Geraden  g  und  g  gezogen.  Die  Geraden 
BE  und  g'  seien  die  Träger  zweier  ähnlichen  Punktreihen  E 1 2  3  4  .  .  .  bez. 
Al'2'3'4' .  .  .,  welche  wir  z.  B.  durch  Teilung  der  Strecken  BE  und  FG 
in  dieselbe  Anzahl  von  gleichen  Teilen  erhalten,  eo  dass  alsoEl^  12^23.... 
femer  AI'  =  1*2'  =  2'3'  ...  ist  Die  erste  Punktreihe  projicieren  wir  aus 
S  und  die  zweite  aus  S';  dann  schneiden  sich  die  entsprechenden  Strahlen 
Sl  and  S'l'  in  aj;  ebeaso  S2  nnd  S'"2'  in  a,  u.  s.  f.  Die  Punkte  a,,  04  .  . 
liegen  anf  einem  Kegelschnitt,  welcher  in  diesem  Falle  eine  Hyperbel  ist 
Drau  die  beiden  Büschel  enthalten  zwei  Paare  entsprechender  Stnihlen, 
welche  bez.  unter  sich  parallel  sind,  nämlich  SG  und  S'F,  femer  S'G  und 
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S'F.  Ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  A  des  Eechtecks  die  Geraden  BD 
und  CE,  so  sind  dieselben  jenen  Strahlen  bez.  parallel  und  sie  treffen  die 
Hyperbel  deshalb  in  ihren  unendlich  fernen  Punkten.     Diese  Geraden  sind 


Fig.  128. 

die  Asymptoten  der  Hyperbel  (s.  I.  Teil,  IV,  35).  Leicht  einsieht  man  aus 
der  Konstruktion,  dass  die  Kurve  sowohl  in  Bezug  auf  g  wie  auch  in  Be- 
zug auf  g  symmetrisch  ist.  In  diesen  Geraden  liegen  demnach  die  Achsen 
der  Hyperbel. 

19)  Wir  betrachten  im  Folgenden  noch  einige  besondere  Fälle,  in  wel- 
chen die  Kegelschnitte  als  Kurven  zweiter  Klasse,  d.  h.  als  von  ihren  Tan- 
genten eingehüllt  auftreten. 

Das  Rechteck  HJKL  (Fig.  129)  werde  durch  die  Geraden  DE  und 
FG,  welche  die  Seiten  des  ersteren  halbieren,  in  vier  kongruente  Rechtecke 

zerlegt.  FG  sei  Träger  einer  Punkt- 
reihe, welche  wir  aus  den  beiden 
Mittelpunkten  H  und  D  durch  zwei 
perspektivische  Strahlenbüschel  auf 
JK  bez.  HJ  projideren.  Dadurch 
entstehen  auf  den  letzteren  zwei 
projektivische  Punktreihen.  Ist  M 
ein  beUebiger  Punkt  der  Reihe  FG 
imd  sind  P  und  Q  seine  Projek- 
tionen  auf  H  J  bez.  JK,  dann  ist 
P  Q    eine    Tangente     des    Kegel- 

Fig.  129.  V     -.x 

Schnittes. 
Nach  1)  sind  die  beiden  Träger  der  Punktreihen  HJ  und  JK  Tangenten 
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der  Kurve;  es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen,   dase  ebeneo  LK  and  HL  die 
Kurve  berühren,  welche  demnach  eine  Ellipse  sein  mußs. 

'20)  Kh  sei  die  Gerade  g  (Fig.  130)  der  Träger  einer  Punktreihe  A,  1, 
2,  3,  4  .  .  .,  welche  wir  durch  einen  ParallelBtrablenbiischel  auf  eine  andere 
Gerade  g'  projicieren.  g"  sei  eine 
dritte  Gerade,  welche  zu  den  proji- 
ciereuden  Strahlen  jenes  Büscheh 
parallel  ist.  Auf  diese  projicieren 
wir  nnn  die  Punkte  der  Reihe  g', 
abermals  durch  einen  Büsdiel,  dessen 
Strahlen  mit  g  parallel  sind.  Wir 
erhalten  dadurch  auf  g  und  g"  zwei 
projektiviBChe  ähnliche  Punktreiheu. 
Die  Verbindungshnien  entsprechen- 
der Punkte  wie  11",  22",  33"  um- 
hüllen wiederum  einen  Kegelschnitt, 
welcher  aber  wie  die  Konstruktion 
zeigt ,  nur  innerhalb  des  Winkel- 
raumes BAG  liegen  kann,  in  diesem 
jedoch  ins  Unendliche  verläuft.  Die 
Kurve  ist  demnach  eine  Parabel.     (S.  I.  Teil,  IV,  22). 

21)  Es  seien  g  und  g'  (Fig.  131)  die  Träger  zweier  Punktreihen.  Die 
beiden  Punkte  S  und  S',  welche  bez.  auf  g  und  g'  Uegen,  seien  die  Mittel- 
punkte zweier  gleichen  Strahlenhüschel,  welche  auf  g'  bez.  g  entsprechende 


Punkte  der  Reihe  projicieren.     Wir  nehmen  an,   SS' 

hch  entsprechender  Strahl  der  beiden  Büschel  und  S  I '  sei  parallel  S'  I ; 
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S2'  II  S'2;  S3'  ||  S'3  u.  s.  f.  Dann  sind  l  und  1',  2  und  2'  u.  s.  f.  ent- 
sprechende Punkte  der  projektivischen  Reihen ,  welche  durch  die  gleichen 
Büschel  S  und  S^  auf  g  und  g'  ausgeschnitten  werden.  Die  Verbindungs- 
linien SS\  1  i\  2  2',  3  3'  entsprechender  Punkte  hüllen  nun  einen  Kegel- 
schnitt ein,  welcher  in  jedem  der  beiden  Winkeb^ume  BAC  und  DAE  ins 
Unendliche  verläuft.  Die  beiden  Träger  g  und  g  der  projektivischen  Punkt- 
reihen sind  ebenfalls  Tangenten,  deren  Berührungspunkte  die  dem  Schnitt- 
punkte A  entspredienden  Punkte  der  Reihen  sind  (s.  1  d.  Abschn.).  Die 
letzteren  liegen  aber  unendlich  fem.  Die  Kurve  ist  demnach  eine  Hyperbel 
und  g  und  g'  sind  deren  Asymptoten. 

Anm.  Biese  Koiistroktion  führt  noch  zu  einer  bemerkenswerten  Eigenschaft  der 
Hyperbel.  Sie  zeigt,  dass  jedes  Dreieok,  welches  eine  beliebige  Tangente  z.  B.  11'  mit 
den  Asymptoten  einschliesst,  dem  Dreieck  ASS'  am  Inhalt  gleich  ist. 


Pol  und  Polare. 

22)  Wir  betrachten  noch  einmal  die  Aufgabe  aus  fünf  gegebenen 
Punkten  eines  Kegelschnittes  beliebig  viele  andere  zu  konstruieren.  Zwei 
derselben  z.  B.  S  und  S'  (Fig.  132)  nehmen  wir  als  Mittelpunkte  projek- 
tivischer  Strahlenbüschel  an,  welche  die  drei  anderen  Punkte  A,  B  und  C 

projicieren.  Auf  zwei  entsprechenden  Strah- 
len, z.  B.  c  und  c'  werden  von  den  Bü- 
scheln S  bez.  S'  die  projektivischen  Punkt- 
reihen A'B'C  bez.  A"B"C"  ausgeschnitten, 
welche  aber  perspektivisch  liegen,  weil  sie 
den  Punkt  C  entsprechend  gemeinschaft- 
lich haben.  Der  Mittelpunkt  P  des  Bü- 
schels, welcher  diese  beiden  Reihen  proji- 
ciert,  liegt  im  Schnittpunkt  der  beiden  Ge- 
raden A'A"  und  B'B".  Ist  S'D  ein  be- 
liebiger Strahl  des  Büschels  S'  und  schnei- 
det derselbe  c  in  D",  so  projicieren  wir  D" 
von  P  aus  nach  D'  auf  c',  dann  ist  SD' 
der  S'D  entsprechende  Strahl  und  beide 
schneiden  sich  in  einem  neuen  Punkte  D 
des  Kegelschnittes.  Man  sieht  hieraus 
leicht,  dass  der  Geraden  SS'  als  Strahl  des  Büschels  S  der  Strahl  PS'  des 
Büschels  S'  entspricht.  Folglich  ist  nach  1)  PS'  die  Tangente  in  S'. 
Ebenso  wird  gezeigt,  dass  PS  die  Tangente  in  S  ist.  Der  Punkt  P  ist 
demnach  als  Durchschnitt  der  beiden  Tangenten  in  S  und  S'  unabhängig 


Fig.  132. 
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Yon  der  Lage  der  Punkte  A,  B,  C  •  .  .  auf  dem  Kegelschnitt.  Durch  diesen 
Punkt  gehen  alle  Geraden,  welche  den  Schnittpunkt  zweier  beliebigen  Strahlen 
der  beiden  Büschel  (z.  B.  S  B  und  S'  C)  mit  dem  Schnittpunkt  der  jenen 
entsprechenden  Strahlen  (S'B  und  SC)  verbinden. 

Das  gefundene  Resultat  gestattet  noch  weitere  wichtige  Folgerungen. 
Ist  SABS'  (Fig.  133)  ein  Viereck,  welches  einem  Kegelschnitt  einbeschrieben 
ist,  so  liegen  hiemach  der  Durchschnitt  P  der  Diagonalen  AS'  und  BS, 
ferner  der  Durchschnitt  Q  der  Seiten  AS  und  BS'  und  der  Schnittpunkt  R 
der  Tangenten  in  S  und  S'  in  einer  Geraden  g.  Verlängert  man  noch  AB 
und  SS',  bis  dieselben  sich  in  0  treffen,  dann  sind  (nach  U,  13)  A,  B,  N,  0 
lind  S,  S',  M,  0  Gruppen  von  je  vier  harmonischen  Punkten. 

Ziehen  wir  fismer  die 
Tangenten  in  A  und  3  an 
4len  Kegelschnitt,  so  müssen 
-diese  ebenfcdls  in  einem  Punkte 
T  der  Geraden  g  zusammen- 
treffen. Denn  nehmen  wir  A 
und  B  als  die  Mittelpunkte 
zweier  projektivischen  Strah- 
lenbüschel an,  welche  die 
Punkte  des  Kegelschnittes 
projideren,  so  sind  AS  und 
imd  BS'  zwei  willkürUche 
Strahlen  mit  dem  Schnitt- 
punkte Q,  femer  sind  BS  bez. 
AS'  die  jenen  entsprechenden 
Strahlen,  welche  sich  in  P 
schneiden;  P  und  Q  liegen 
dann  vde  oben  auf  einer  Ge- 
raden, welche  durch  den 
Schnittpunkt  T  der  Tangenten  in  A  und  B  geht  Die  vier  Tangenten  in 
A,  B,  S'  und  S  bilden  ein  dem  Kegelschnitt  umbeschriebenes  Vierseit  RVTW. 
Leicht  findet  man  nun,  dass  auch  die  Punkte  0,  P,  V,  W  auf  einer  Geraden 
g'  liegen,  wenn  man  die  Punkte  A  und  S  oder  B  und  S'  als  Mittelpunkte 
von  projektivischen  Strahlenbüscheln  annimmt. 

Ziehen  wir  jetzt  von  0  aus  eine  andere  Sekante,  welche  den  Kegel- 
schnitt in  D  und  E  schneidet,  so  müssen  wiederum  der  Durchschnitt  U  der 
Geraden  DS'  und  ES,  ferner  der  Schnittpunkt  F  von  DS  und  ES'  und  der 
Punkt  R  in  einer  Geraden  liegen,  welche  SS'  in  dem  0  konjugierten  vierten 
harmonischen  Punkte  schneidet.  Diese  Gerade  geht  demnach  wieder  durch 
M  und  R,  sie  fällt  also  mit  der  vorhin  gefundenen  Geraden  g  zusammen 


Fig.  133. 
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und  DEGO  bilden  wieder  eine  Gruppe  von  vier  haraionischen  Punkten. 
Wir  können  hiemach  folgenden  wichtigen  Satz  aussprechen: 

„Zieht  man  durch  einen  Punkt  0  beliebige  Sekanten  an  einen 
Kegelschnitt  und  bestimmt  auf  jeder  zu  den  beiden  Schnittpunk- 
ten und  0  den  vierten  harmonischen  (zu  0  konjugierten)  Punkt, 
so  ist  der  Ort  aller  dieser  Punkte  eine  Gerade  g,  welche  man  die 
Polare  des  Punktes  0  nennt.     0  heisst  der  Pol  der  Geraden  g. 

Verbindet  man  den  Punkt  0  mit 
einem  der  beiden  Punkte,  in  welchem 
die  Polare  von  0  den  Kegelschnitt 
triffi,  durch  eine  Gerade  s,  so  fallen 
ein  Durchschnittspunkt  des  Strahles  s 
mit  der  Kui^ve  und  der  Punkt,  in  wel- 
chem s  die  Polare  von  C  trifit,  zu- 
sammen. Folglich  muss  auch  der 
zweite  Schnittpunkt  des  Strahles  s  (der 
vierte  harmonische  Punkt)  und  der 
Kurve  mit  diesem  zusammenÜEdlen, 
d.  h.  s  ist  eine  Tangente  der  Kurve. 
Aus  den  bisherigen  Entwickelnngen 
ergiebt  sich  nun  leicht: 

Ist  ein  vollständiges  Viereck  ABS'S 
(Fig.  134)  einem  Kegelschnitt  einbe- 
schrieben, so  ist  eine  Nebenecke  z.  B. 
0  der  Pol  der  Verbindungslinie  PQ 
der  beiden  andern  Nebenecken.  (Q  ist 
ebenso  der  Pol  von  OP  und  P  der 
Pol  von  OQ). 
Der  Punkt  F  hegt  auf  g  und  seine  Polare  ist  OU,  während  die  Polare 
von  0,  nämlich  o  durch  F  geht 

Bewegt  sich  F  bis  nach  Q,  so  geht  die  Polare  von  OU  in  OP  über,  also: 

Liegt  F  auf  der  Polare  von  0,  so  geht  die  Polare  von  F  durch  0; 

und  bewegt  sich  F  auf  der  Polare  von  0,  so  dreht  sich  die  Polare  von  F 

um  0.     Die  Polare  eines  Punktes,  welcher  auf  dem  Kegelschnitt  liegt,  ist 

die  Tangente  in  demselben. 

Das  Dreieck  OPQ,  in  welchem  jede  Seite  die  Polare  des  gegenüber- 
liegenden Eckpunktes  und  jede  Ecke  der  Pol  der  gegenüberliegenden  Seite 
ist,  heisst  ein  Polardreieck  des  Kegelschnittes.  Dasselbe  ist  für  weitere 
Untersuchungen  der  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  von  grösster  Wich- 
tigkeit. 

23)  Zunächst  lösen  wir  hiemach  nur  durch  Ziehen  gerader  Linien  die 


Flg.  134. 
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Aufgabe:    Von  einem  Punkte  0   aus  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt  zu 
ziehen,  welcher  gezeichnet  gegeben  ist  (Fig.  136). 

Aufl.  Wir  ziehen  von  0  aus  zwei  Sekanten,  welche  den  gegebenen 
Kegelschnitt  in  den  vier  Punkten  A,  B,  C  und  D  treffen.  Durch  den  Schnitt-^ 
punkt  E  von  AB  und  CD  sowie 
durch  F,  wo  sich  AC  und  BD 
schneiden,  geht  die  Polare  g  des 
Punktes  0.  g  trifift  den  Kegel- 
schnitt in  den  Berührungspunkten 
M  und  N  der  gesuchten  Tangenten 
OM  und  ON. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  durch 
einen  gegebenen  Punkt  P  des  Kegel- 
schnittes die  Tangente  zu  legen,  ist  umständlicher,  aber  auch  leicht  zu 
finden.  Man  zieht  durch  P  eine  beliebige  Sekante  g  und  sucht  den  Pol  Q; 
derselben.  Der  letztere  kann  gefunden  werden,  wenn  man  die  Polaren  zweier 
beliebigen  Punkte  der  Sekante  g  bestimmt.  Ihr  Durchschnitt  ist  der  ge- 
suchte Pol  Q,  wodurch  nun  die  Tangente  PQ  bestimmt  ist. 

24)  Ist  OPQ  (Fig.  134)  ein  Polardreieck  des  Kegelschnittes  K;  o,  p,. 
q  die  Seiten  desselben,  so  sind  die  Verbindungslinien  eines  Eckpunktes  z.  B> 
Q  mit  den  Punkten  G  und  H,  in  welchen  die  gegenüberUegende  Seite  q 
den  Kegelschnitt  trifft,  Tangenten  des  letzteren.  Femer  sind  6 HOP  nach 
22)  vier  harmonische  Punkte,  folgUch  bilden  die  von  einem  Eckpunkte  eines. 
Polardreiecks  an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  mit  den  in  diesem 
Punkte  zusammentreffenden  Seiten  des  Dreiecks  einen  Büschel  von  vier  har- 
monischen Strahlen. 

25)  Liegen  eine  Seite  z.  B.  p  (Fig.  136),  folghch  auch  zwei  Eckpunkte 
Q  und  R  des  Polardreiecks  im  UnendUchen,  dann  haben  wir  auf  jeder  der 
beiden  anderen  Seiten   eine  Gruppe 

von  vier  harmonischen  Pimkten,  von 

denen  der  eine  unendUch  fern  hegt, 

nämlich  M,  N,  P  und  Roo,  femer 

J,  L,  P,  Q'^c;  folglich  ist  P  die  Mitte 

von  MN   und  von  JL.     Jede  durch 

P    gehende    Gerade    schneidet    den 

Kegelschnitt  in  zwei  Punkten,  welche 

mit  P  und  dem  Schnittpunkte  jener 

Geraden   mit   der   dritten   unendlich 

fernen  Seite  p  des  Polardreiecks  eine 

Grappe  von  vier  harmonischen  Punkten  bilden;    also   wird,  jede   durch  P 

gehende  Sehne  des  Kegelschnittes  halbiert.    P  ist  demnach  der  Mittelpunkt 


Fig.  136. 
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und  jede  darch  denselben  gehende  Gerade  ist  ein  Durchmesser  des  Kegel- 
schnittes. Ziehen  wir  von  Qoc  Tangenten  an  den  Kegelschnitt,  so  berühren 
dieselben  den  letzteren  in  M  und  N  und  sie  sind  parallel  zu  JL.  Alle 
Sehnen,  welche  verlängert  durch  Qoc  gehen,  d.  h.  welche  parallel  zu  JL 
sind,  werden  von  MN  halbiert.  Ebenso  sind  die  Tangenten  in  J  und  L 
parallel  zu  MN  und  alle  zu  MN  parallelen  Sehnen  werden  von  JL  halbiert. 
Hiemach  sind  MN  und  JL  konjugierte  Durchmesser  des  Kegelschnittes. 
(S.  LTeU,  IV,  12.) 

Die  Hauptachsen  sind  ebenfalls  zwei  konjugierte  Durchmesser,  welche 
senkrecht  zu  einander  stehen«  Jeder  Kegelschnitt  wird  von  einer  Haupt- 
achse in  zwei  kongruente  Teile  geteilt,  welche  symmetrisch  liegen. 

Da  die  Parabel  einseitig  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  so  liegt  auch 
ihr  Mittelpunkt  unendlich  fem,  folglich  sind  alle  Durchmesser  der  Parabel 
unter  sich  parallel.  Jeder  Durchmesser  halbiert  alle  Sehnen,  welche  mit 
der  Tangente  in  seinem  Endpunkte  parallel  sind.  Die  Achse  der  Parabel 
ist  derjenige  Durchmesser,  welcher  alle  zu  demselben  senkrecht  stehenden 
Sehnen  halbiert 

26)  Bei  der  Hyperbel  trifft  von  zwei  konjugierten  Durchmessern  MN 
und  PQ  (Fig.  137)  nur  der  eine  die  Kurve  in  zwei  Punkten  M  und  N. 

Die  Tangenten  in  M  und  N 
sind  dem  konjugierten  Durchmesser 
PQ  parallel.  Da  die  beiden  Durch- 
messer Seiten  eines  unendlichen 
Polardreiecks  und  die  Asymptoten 
die  von  einem  Eckpunkt  C  des- 
selben gezogenen  Tangenten  der 
Kurve  sind,  so  bilden  CT,  CQ, 
CS  und  CN  einen  Büschel  von 
vier  harmonischen  Strahlen.  Auf 
einer  zu  MN  parallelen  Sehne  DE 
pig.  137.  werden    deshalb    von    den    drei 

Strahlen  CT,  CQ  und  CS  die 
gleichen  Strecken  FH  und  GH  abgeschnitten.  Da  nun  H  auch  die  Mitte 
von  DE  ist,  so  folgt  noch:  DF  =  GE  (oder  auch  DG  =  FE).  Auf  jeder 
Sekante  liegen  denmach  zwischen  der  Hyperbel  und  den  beiden  Asymptoten 
gleiche  Abschnitte.  Für  eine  Tangente  z.  B.  KL  folgt  hieraus,  dass  der  Be- 
rührungspunkt die  Mitte  zwischen  ihren  Schnittpunkten  mit  den  Asymptoten  ist. 
Aufgaben. 

27)  Ein  Kegelschnitt  ist  gezeichnet  gegeben.  Man  soll  den  Durchmesser 
desselben  bestimmen,  welcher  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  gezogen  wer- 
den kann. 
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Anl.  zur  Aufl.  Konstruiere  nach  23)  die  von  P  aus  möglichen  Tan- 
genten,  dann  geht  der  gesuchte  Durchmesser  durch  die  Mitte  der  Sehne^ 
welche  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  verbindet. 

28)  Eine  Parabel  ist  gezeichnet  gegeben.  Man  soll  die  Achse  der- 
selben finden. 

Anl.  zur  Aufl.  Man  ziehe  zwei  parallele  Sehnen,  dann  geht  durch  die 
Mitten  der  letzteren  ein  Durchmesser.  Die  gesudite  Achse  ist  diesem  Durch- 
messer parallel  und  sie  halbiert  jede  zu  dem  vorhin  gefundenen  Durchmesser 
senkrechte  Sehne  der  Parabel. 

29)  Die  Hauptachsen  eines  gezeichnet  gegebenen  Kegelschnittes  zu 
finden  (Fig.  138  u.  139). 

Anl.  zur  Auflösung.  Wir  zeichnen  zwei  parallele  Sehnen,  dann  ist  die 
Gerade,  welche  durch  die  Mittelpunkte  derselben  geht,  ein  Durchmesser  dea 
Kegelschnittes.  Die  Mitte  dieses  Durchmessers  ist  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes. Beschreibt  man  um  den  Mittelpunkt  einen  Kreis,  welcher  den 
Kegelschnitt  trifft,  dann  sind  diejenigen  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte^ 


Fig.  188. 


Fig.  189. 


welche  nicht  durch  den  Mittelpunkt  gehen,  den  Achsen  bez.  parallel,  wo- 
durch dieselben  bestimmt  sind.  Denn  nach  25)  halbiert  eine  Achse  alle  zu 
ihr  senkrecht  stehenden  Sehnen  (welche  also  parallel  zur  anderen  Achse 
sind),  folglich  sind  auch  die  Endpunkte  einer  solchen  Sehne  z.  B.  F6  gleich- 
weit vom  Mittelpunkt  entfernt.  (S.  auch  I.  Teil,  IV,  3 — 36.)  Diese  Kon- 
struktion gilt  nur  für  die  Kegelschnitte,  welche  einen  Mittelpunkt  haben, 
also  für  ElUpse  und  Hyperbel.  Bei  der  Parabel  erhält  man  einen  Durch- 
messer als  Gerade,  welche  durch  die  Mitten  zweier  parallelen  Sehnen 
geht.  Zieht  man  eine  Sehne,  welche  zu  diesem  Durchmesser  senkrecht 
steht,  so  geht  die  Achse  der  Parabel  durch  die  Mitte  derselben  und  sie  ist 
parallel  zu  dem  zuerst  konstruierten  Diu-chmesser. 


110 


in.  Absohnitt. 


30)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  innerhalb  eines  gezeichnet  gegebenen 
Kegelschnittes  eine  Sehne  zu  ziehen,  welche  in  P  halbiert  wird.  (Für  Ellipse 
Parabel  und  Hyperbel  auszufuhren.) 

31)  Sind  MB  und  MC  (Fig.  140)  zwei  Tangenten  einer  Parabel,  BC 
die  Verbindungslinie  ihrer  Berührungspunkte,  N  die  Mitte  von  BC,  dann 

wird  die  Strecke  MN  Yon  dem  Parabel- 
bogen  in  A  halbiert  Denn  da  BC  die 
Polare  von  M  ist,  MN  ein  Durchmesser 
der  Parabel,  so  sind  M,  N,  A  und  der 
unendlich  ferne  Punkt  des  Durchmessers 
4  harmonische  Punkte;  folgUch  ist 
AM  =  AN.  Die  Tangente  QB,  welche 
die  Parabel  in  A  berührt,  ist  parallel 
zu  BC,  folglich  ist  auch  MR  =  BR, 
MQ  =  CQ,  fenier  A ABC  =  2  AMQR. 
32)  Das  eben  geftmdene  Resultat 
lässt  sich  verwerten  zur  Berechnung  des 
Flächeninhalts  eines  Parabelabschnittes. 
Bezeichnen  wir  die  Inhalte  der  Dreiecke 
ABC  und  MQR  mit  Fj  bez.  f^,  so  ist 
Fl  =  2  fj .  Ziehen  wir  die  Tangenten 
ST  und  UV  parallel  zu  AB  bez.  AC 
und  sind  D  und  E  die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten,  so  folgt  in 
;gleicher  Weise,  wenn  wir  die  Inhalte  der  Dreiecke  ABD,  ACE,  RST  und 
-QUV  mit  Fj,  Fj  bez.  f,,  fj  bezeichnen: 

F,  =2^  und  F3=2f3. 
Fahren  wir  so  fort,  so  finden  wir  leicht,  dass  die  Summe  aller  dem 
Parabelabschnitt  ABC  eingezeichneten  Dreiecke  doppelt  so  gross  ist  als  die 
Summe  der  Dreiecke,  welche  in  dem  von  den  Tangenten  BM  und  CM  und 
«dem  Parabelbogen  BC  eingeschlossenen  Räume  liegen.  Dadurch,  dass  man 
in  gleicher  Weise  immer  mehr  Dreiecke  einschaltet,  nährt  sich  die  Summe 
Fj  +  F,  +  Fj  .  .  .  mehr  und  mehr  der  Fläche  des  Parabelabschnittes  und 
wir  schliessen  hieraus,  dass  das  Dreieck  BCM  durch  den  Parabelbogen  in 
zwei  Teile  geteilt  wird,  von  denen  der  eine,  nämhch  der  Parabelabschnitt 
ABC  doppelt  so  gross  ist  als  der  andere  Teil.  Hieraus  ergiebt  sich  leicht 
für  die  Pläche  F  des  Abschnittes  die  Formel: 

F  =  |ABCM  =  ^AABC. 
Der  Flächeninhalt  des  von  drei  Tangenten  einer  Parabel  eingeschlos- 
senen Dreiecks  ist  die  Hälfte  desjenigen  Dreiecks,  dessen  Ecken  die  Be- 
rührungspunkte jener  Tangenten  sind.    (Leicht  mit  Hülfe  des  vorigen  Satzes 
zu  beweisen.) 


Fig.  140. 
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Aufgabe.  Vier  Tangenten  einer  Parabel  sind  gegeben.  Man  soll  be* 
liebig  viele  andere  Tangenten  konstruieren. 

Die  Brennpunkte. 

33)  Auf  der  Geraden  MN  (Fig.  141  und  142)  seien  zwei  feste  Punkte 
I  und  II  gegeben,  so  dass  M I  =  N  II  ist.  Durch  M  und  N  gehen  die  zu 
MN  senkrechten  Geraden  g'  bez.  g".  Diejenigen  £[reise,  welche  durch  die 
Punkte  I  und  II  gehen,  schneiden  auf  g'  und  g"  involutorische  Punktreihen 


Tlg.  141. 


Fig.  142. 


aus,  welche  kongruent  sind  und  die  Mittelpunkte  M  bez.  N  haben.  Da  nun 
auf  g'  die  Reihen  A'B'C  .  .  .  projektivisch  zu  A"B"C"  . . .  und  die  letztere 
kongruent  der  Reihe  A,,  B^,  C,  ...  auf  g'  ist,  so  folgt  daraus,  dass  auch 
die  Reihen  A'B'C  ..  .  und  AaBjC,  .  .  .  projektivisch  sind.  Dasselbe  gilt 
für  die  Reihen  Aj  Bj  Cj  .  . .  und  A"  B"  C"  .  .  .  FolgUch  hüllen  die  Geraden 
A'Ag,  B'Bg,  C'Cg  .  .  .  einen  Kegelschnitt  ein  und  zwar  eine  Ellipse,  wenn 
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die  festen  Punkte  I  und  II  inneibalb  des  von  g'  und  g  begrenzten  Strei- 
fens liegen,  eine  Hyperbel,  wenn  diese  Punkte  ausserhalb  liegen.  Die  Pa- 
rabel erscheint  als  der  besondere  Fall,  wenn  eine  der  beiden  Parallelen  z.  B. 
g'  und  mit  ihr  der  Punkt  11  unendlich  weit  entfernt  sind.  Die  durch  I 
und  II  gehenden,  jetzt  unendlich  grossen  Kreise  erscheinen  als  Geraden, 
welche  einen  Strahlenbüschel  mit  I  als  Mittelpunkt  bilden  und  die  Yerbindungs- 
hnien  der  entsprechenden  Punkte  von  g'  und  g'  stehen  als  Durchmesser 
der  unendlich  grossen  Kreise  bez.  senkrecht  zu  diesen  Geraden.  Wir  ge- 
langen somit  zu  der  schon  in  IV,  28  des  I.  Teils  angegebenen  Konstruktion 
der  Parabel  und  erkennen  daraus,  dass  I  der  Brennpunkt  derselben  ist 

Es  lässt  sich  nim  leicht  zeigen,  dass  die  beiden  Punkte  I  und  U  der 
Figuren  141  und  142  die  Brennpunkte  der  Ellipse  bez.  der  Hyperbel  sind. 
Ist  nämlich  der  Durchmesser  A'A,  (Fig.  143  und  144)  eines  durch  I  und 
il  gehenden  Kreises  eine  der  Tangenten  der  Kurve  und  fällen  wir  von  I 
(oder  von  II)  eine  Senkrechte  IT  zu  A'A,,  so  liegt  der  Fusspunkt  T  der 


Fig.  143. 

letzteren  auf  dem  Umfang  des  um  MN  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises. 
Zum  Beweise  verlängern  wir  IT,  bis  sie  den  Kreis  in  U  abermals  schneidet, 
dann  ist  IT  =  UT  und  lA  =  U A'.  Ziehen  wir  femer  die  Geraden  MT, 
OT,  Uli,  A'I,  RO,  dann  ist,  wenn  man  /UHI  mit  a  bezeichnet: 

ZA'IT  =  -|-. 

Da  UT  =  IT  und  10  =  OH,  so  ist  OT  parallel  zu  ÜII,  folglich  ist 
auch  /TOM  =  a.    Femer  ist  A'TIM  ein  Kreisviereck;  folglich  /  A'MT  = 


/A'IT  =  -|-,   mithin  /TMO  =  90  —  4^ 


Hiemach  ist  in  dem  Drei- 


a 


eck  TOM  der  dritte  Winkel,  MTO  ebenfalls  gleich  90  — -~,  miüiin  ist 
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Fig.  145. 


das  Dreieck  gleichschenklig  MO  =  OT.  Der  Punkt  T  liegt  demnach  auf 
dem  Umfang  des  um  0  mit  dem  Halbmesser  OM  gezeichneten  Kreises. 
Der  Beweis  gilt  ftir  beide  Figuren,  also  für  Ellipse  und  Hyperbel.  Hier- 
durch erhalten  wir  die  schon  im  ersten  Teil  IV,  26  und  IV,  36  hergeleiteten 
Eigenschaften  dieser  Kurven,  woraus  sich  ergiebt,  dass  I  und  H  die  Brenn- 
punkte derselben  sind.  U  ist  hiemach  der  Gegenpunkt  der  Tangente  in 
Bezug  auf  den  Brennpunkt  I, 
unddaUn  =  20T  =  2MO= 
MN  ist,  so  folgt  noch,  dass  die 
Entfernung  des  Gegenpunktes 
U  vom  nicht  zugehörigen  Brenn- 
punkt n  gleich  der  Hauptachse 
MN  ist.  Hieraus  ergiebt  sich 
dann  auch  leicht,  dass  die 
Summe  bez.  Differenz  der  Ent- 
fernungen eines  Punktes  des 
Kegelschnittes  von  den  beiden 
Brennpunkten  gleich  MN  ist 

34)  Wir  fugen  den  im 
I.Teil  schon  entwickelten  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte,  bei 
welchen  hauptsächlich  die 
Brennpunkte  in  Betracht  kamen, 
noch  einige  von  Wichtigkeit 
hinzu. 

Die  Gerade,  welche  den 
Schnittpunkt  M  zweier  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes  mit 
einem  Brennpunkte  A  verbin- 
det, halbiert  den  Winkel  der 
beiden  von  A  nach  den  Be- 
rührungspunkten C  und  D 
gehenden  Geraden  (Fig.  145 
und  146). 

Es  seien  E  und  F  die  zu  A  bez.  B  gehörigen  Gegenpunkte  der  beiden 
Tangenten  CM  und  DM.  Wir  ziehen  die  Geraden  AM,  EM,  BM,  FM, 
femer  BE  und  AF  (letztere  gehen  durch  C  und  D,  s.  IV,  25,  I.  Teil), 
dann  ist:  AACM  ^  A  CEM  (AM  =  EM,  AC==CE,  und  die  Tangente 
OM  halbiert  den  Winkel  ACE),  folglich  ist  AM  =  EM  und  Za==/ß. 
Ebenso    wird    gezeigt,    dass   BM  =  MF   ist      Hieraus    folgt    nun    leicht: 


Fig    146. 


Soblotke,  Dantellende  Geometrie.  IV. 
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Fig.  147. 


A  AFM  ^  A  BEM,  (EM  =  AM,  BM  =  FM,  BE  =  AF  =  2a  (s.  I.  Teil, 
IV,  25),  folglich  ist  /  a  =  /  Y,  mithin  ist  auch  /  ß  =  /  y. 

Für  die  Parabel  lässt  sich  derselbe  Satz  folgendermassen  beweisen. 

Sind  C  und  D  (Fig.  147)  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten  CM  und  DM;  E  und 
G  die  auf  der  Leitlinie  1  liegenden  Gegen- 
punkte derselben  (s.  IV,  28,  I.  Teil),  so  ist 
A  ADM  ^  ADGM  (DG  =  AD,  DM  =  DM, 
/GDM  =  /ADM);  ebenso  ist  AAGM^ 
ACEM,  folglich  /DGM=/DAM  =  a, 
/CEM=/CAM  =  ß.  DanunAM  =  GM 
und  AM  =  EM,  so  ist  auch  EM  =  GM, 
folglich  /  Y  =  Z  8.  Addiert  man  zu  jedem  der 
beiden  letzten  Winkel  einen  rechten  Winkel, 
so  folgt:  /DGM  =  /CEM;  folglich  ist  auch 
a  =  ß. 

35)  Sind  t^  und  t,  zwei  feste  Tangenten,  tg  eine  bewegUche  Tangente 
eines  Kegelschnittes  (Fig.  148),  so  erscheint  das  von  t^  und  t,  begrenzte 

Stück  FG  der  beweglichen  Tangente  von  einem 
der  Brennpunkte  aus  unter  konstantem  Winkel. 
Sind  D,  E  und  H  die  Berührungspunkte 
der  drei  Tangenten  und  ziehen  wir  die  Geraden 
AD,  AF,  AH,  AG  und  AE,  so  ist  nach  34) 
ZDAF  =  /FAH  =  a;  /HAG=/GAE  =  ß. 
Man  sieht  hieraus  leicht,  dass  /  F  A  G  = 
i./DAE  ist. 

Anmerkung.  Dreht  sich  also  ein  Winkel  FAG 
von  konstanter  Grösse  um  seinen  Soheitel,  so  schneiden 
seine  Schenkel  auf  zwei  anderen  festen  Geraden  projek- 
tivische  Punktreihen  aus. 

Man  beweise  hiernach  folgende  Sätze: 

36)  Verbindet  man  die  Eckpunkte  eines  einer  Ellipse  umbeschriebenen 
Tangenten  Vierecks  DEFG  mit  einem  Brennpunkt  z.  B.  A,  so  ist  die  Summe 
derjenigen  Winkel  am  Brennpunkt,  welche  auf  zwei  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Vierecks  stehen,  gleich  2R;  also  /DAE  +  Z^AG  =  2R,  ebenso 
/EAF  +  /DAG  =  2R, 

37)  Jede  Tangente,  welche  von  den  beiden  in  den  Endpunkten  der 
grossen  Achse  einer  ElUpse  gezogenen  Tangenten  oder  den  Scheiteltangenten 
einer  Hyperbel  begrenzt  wird,  erscheint  von  einem  Brennpunkte  aus  unter 
einem  rechten  Winkel. 

38)  Eine  bewegliche  Tangente  einer  Ellipse,  welche  von  zwei  in  einem 


Fig.  148. 
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Punkte  der  kleinen  Achse  zusaminentreffenden  Tangenten  begrenzt  wird,  er- 
scheint von  beiden  Brennpunkten  aus  unter  gleichen  Winkeln. 

39)  Für  die  Parabel  ergiebt  sich  noch  der  folgende  Satz.  Beschreibt 
man  um  ein  Dreieck,  welches  von  drei  Tangenten  gebildet  wird,  einen  Kreb, 
80  geht  derselbe  durch  den  Brennpunkt  F  der 
Parabel.  Ist  nämlicb  .\BC  (Fig.  149)  das  Tan- 
^nteodreieck,  so  erach^nt  BC  unt«r  dem  Winkel 
BFC  von  F  ans.  Ziehen  wir  die  Scheit^tan- 
gente  DE,  so  ist  auch  /DFE  =  /BFC.  Nach 
IV,  28  d.  L  Teils  steht  DF_LAB,  EFJ_AC, 
folgüch  ist  /DFE-|-/CAD  =  2R,  daraus  er- 
giebt sich  /BFC  +  ZCAÜ  =  2R.  Demnach 
läwt  sich  durch  die  vier  Punkt«  A,  B,  C,  F  ein 
Kreis  legen. 


Leitlinien  der  Kegelschnitte. 
40)  Die  Polfu«  l  eines  Brennpunktes  A  (Fig.  150,   l&l  imd  152)  wird 
«ine  Leitlinie  des  Kegelschnittes  genannt     Ellipse  und  Hyperbel  haben 
hiernach  zwei  LeitUnien,  1  und  1',  welche  gleichweit  vom  Mittelpunkt  ent- 
fernt sind. 


Flg.  150. 
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Die  Parabel  hat  nur  eine  Leithnie,  die  andere 
liegt  imendlich  fem.  Jede  Leitlinie  eines  Kegel- 
schnittes steht  senkrecht  zu  derjenigen  Hauptachse, 
auf  welcher  die  Brennpunkte  liegen.  Ist  D  der 
Schnittpunkt  der  zu  A  gehörigen  Leitlinie  mit  der 
Hauptachse  EF,  so  sind  DAEF  vier  harmonische 
Punkte.    Wir  haben  demnach  die  Proportion: 

DE:AE  =  DF:AF.  f's- '"• 

Bezeichnen  wir  EF  mit  2a,  AB  mit  2e  und  die  Entfernung  der  Leit- 
linie 1  vom  Brennpunkte  A  mit  z,  so  heisst  diese  Proportion  auch; 
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für  die  Ellipse:      z  +  e  —  a:a  —  e  =  z4-e+a:Ä-|-ey 
für  die  Hyperbel:  z-f-a  —  e:e  —  a  =  e  +  a  —  z:e  +  a; 


hieraus  folgt  für  die  Ellipse     z  = 


a«  — e« 


e 
und  £ur  die  Hyperbel     z  = 


e«  — a* 


e 

Der  Abstand  einer  Leitlinie  vom  Mittelpunkt  ist  bei  der  Ellipse  z  -f-  ^ 
und  bei  der  Hyperbel  e  —  z.    Setzt  man  hier  die  soeben  gefiindenen  Werte 


a« 


für  z  ein,  so  erhält  man  für  beide  die  Formel  — .     Demnach  ist  der  Ab- 

e 

2a* 
stand  der  beiden  Leitlinien  voneinander  = 


e 

Da  bei  der  Parabel  der  eine  der  vier  harmonischen  Punkte  DAEF^ 
nämlich  F  unendlich  weit  entfernt  ist,  so  liegt  E  in  der  Mitte  zwischen  D 
und  A,  was  ja  auch  schon  aus  Abschn.  IV  des  L  Teiles  bekannt  ist. 

Wir  ziehen  durch  irgend  einen  Punkt  M  des  Kegelschnittes  (Fig.  150 
und  151)  die  Tangente  GH  und  die  zur  Hauptachse  Parallele  PQ,  dann 
ist:  APGM^AMQH.  Femer  ist  auch  AAGM^ABMH,  denn 
/AMG=/BMH  (/AMG  =  /HMB,  s.  IV,  25,  L  Teü;  /  GAM  = 
/HBM  =  R);  folglich  verhält  sich  AM:BM  =  GM  :MH  =  PM  :  QM, 
d.  h.  die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  M  eines  Kegelschnittes  von 
den  beiden  Brennpunkten  verhalten  sich  wie  die  Abstände  desselben  von 
den  zugehörigen  Leitlinien. 

Aus  der  gefundenen  Proportion  bilden  wir  die  folgende: 

AM  :  AM  +  BM  =  PM  :  PM  +  QM, 

oder  AM:2a  =  PM:-^, 


folglich  auch:   AM:PM  =  2a: 


e 
2a« 


e 

oder  AM  :  PM  =  e  :  a. 
Das  Verhältnis   der  Abstände   eines  Punktes    des  Kegelschnittes    von 
einem  Brennpunkt  und  der  zugehörigen  Leitlinie  ist  hiemach  konstant  und 

zwar  =  —  .    Für  die  Ellipse  ist  —  <  1  ?  fiir  die  Hy- 
a  a 

perbel  >  1. 

Bei  der  Parabel  ist  dieses  konstante  Verhältnis 
=  1 ,  was  schon  in  Aschn.  IV  des  I.  Teiles  zur  Defi* 
nition  der  Parabel  benutzt  wurde. 

41)   Ziehen   wir  von   einem  beliebigen  Punkte  A 
(Fig.  153)  einer  Leitlinie  1  Tangenten  an  den  zugehö- 
rig. 158.  rigen   Kegelschnitt,   so   geht  die  Verbindungslinie   der 
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beiden  Berührungspunkte  B  und  C  als  Polare  des  Punktes  A  durch  den 
Pol  jener  Leitlime,  d.  h.  durch  den  zugehörigen  Brennpunkt  F.  Da  nach 
34)  AF  den  Winkel  zwischen  BF  und  CF  halbieren  muss,  so  steht  AF_LBC. 


Vermischte  Aufgaben  über  die  Kegelschnitte. 

42)  Zwei  Tangenten  einer  Parabel  und  der  Brennpunkt  derselben  sind 
gegeben;  Achse,  Scheitel  und  Leitlinie  sollen  bestimmt  werden.  (Siehe  Ab- 
sdmitt  IV,  28,  L  TeU.) 

43)  Zwei  Tangenten  und  die  Scheiteltangente  einer  Parabel  sind  ge- 
geben.    Achse,  Brennpunkt  und  Leitlinie  zu  bestimmen. 

44)  Zwei  Tangenten  einer  Pai-abel  mid  deren  Berührungspunkte  sind 
gegeben.    Man  soll  Achse,  Brennpunkt  und  Leitlinie  finden. 

45)  Zwei  Tangenten  einer  Parabel  und  die  Achse  derselben  sind  ge- 
geben. Man  soll  den  Scheitel  und  den  Brennpunkt  bestimmen.  (Siehe  IV. 
29,  L  Teü.) 

46)  Drei  Tangenten  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  und  ein  Brennpunkt 
«ind  gegeben.  Man  soll  den  andern  Brennpunkt  und  die  grosse  Achse  finden. 
Oegeben  die  grosse  Achse  einer  Ellipse  (oder  die  Hauptachse  einer  Hyperbel) 
und  eine  Tangente  derselben.     Man  soll  die  Brennpunkte  bestimmen. 

47)  Gegeben  die  kleine  Achse  einer  Ellipse  und  eine  Tangente.  Man 
soU  die  grosse  Achse  und  die  Brennpunkte  bestimmen. 

48)  Gegeben  ein  Brennpunkt,  die  zugehörige  Leitlinie  und  ein  Punkt 
einer  Ellipse  (oder  Hyperbel).  Man  soll  den  andern  Brennpunkt  und  die 
Achsen  bestimmen. 

49)  Den  Ort  des  Mittelpunktes  M  eines  Kreises  zu  zeichnen,  welche 
zwei  gegebene  Kreise  K^  und  K,  berührt.  Man  untersuche  alle  möglichen 
Fälle,  wenn  K^  und  K,  auseinander  liegen,  sich  schneiden,  ineinander  liegen, 
sich  berühren  u.  s.  w.  und  zeige,  dass  der  Ort  stets  ein  Kegelschnitt  ist. 
Es  ist  anzugeben,  wann  dieser  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel 
ist  oder  in  eine  Gerade  übergeht. 

50)  Ebenso  soll  gezeigt  werden,  dass  der  Ort  des  Mittelpunktes  eines 
Kreises,  welcher  einen  gegebenen  Kreis  berührt  und  zugleich  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht,  ein  Kegelschnitt  ist. 

61)  Zwei  Winkel  a  und  ß  drehen  sich  um  ihre  Scheitel  A  und  B.  Es 
soll  nachgewiesen  werden,  dass  der  Schnittpunkt  des  einen  Paares  der 
Schenkel  einen  durch  A  und  B  gehenden  Kegelschnitt  beschreibt,  wenn  der 
Schnittpunkt  des  andern  Paares  eine  Gerade  durchläuft. 

52)  Die  Seiten  eines  Dreiecks  gehen  durch  drei  feste  Punkte  Pj,  P^ 
imd  P3.  Zwei  Eckpunkte  des  Dreiecks  bewegen  sich  auf  gegebenen  Ge- 
raden Gl  und  Gg.     Man  soll  beweisen,  dass  der  dritte  Eckpunkt  des  ver- 
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änderlichen  Dreiecks  einen  Kegelschnitt  durchläuft,  welcher  durch  Pi,  P^ 
und  Pg  geht. 

53)  Es  soll  bewiesen  werden,  dass  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,. 
welche  die  Brennpunkte  gemeinschaftUch  haben  (konfokale  Kegelschnitte),, 
sich  i-echtwinklig  durchschneiden. 

54)  Ein  Kegelschnitt  K  und  ein  Punkt  M  in  der  Ebene  desselben  sind 
gegeben.  Man  soll  ein  Kollineationscentrum  so  bestimmen,  dass  die  dem 
Kegelschnitt  entsprechende  kollineare  Figur  ein  Kreis  und  der  M  entspre- 
chende Punkt  dessen  Mittelpunkt  wird  (Fig.  154). 


Flg.  154. 


Aufl.  Man  ziehe  durch  M  die  beiden  Sehnen  AB  und  CD  und  zeichne 
das  Viereck  ABCD«  Die  beiden  Paare  gegenüberliegender  Seiten  des  letz* 
teren  schneiden  sich  in  F  und  0;  dann  ist  FG  die  Polare  des  Punktes  M. 
Wir  nehmen  diese  als  Fluchtlinie  und  verlängern  die  Diagonalen  AB  und 
CD,  bis  sie  dieselbe  in  E  bez.  H  schneiden.  Über  den  beiden  Abschnitten 
EH  und  FG  zeichnen  wir  Halbkreise,  deren  Durchschnitt  S  das  gesuchte 
Kollineationscentrum  ist.  In  Fig.  154*  ist  die  kollineare  Figur,  die  ja  nach 
I,  14  leicht  konstruiert  werden  kann,  hinzugefügt. 

55)  Aus  4  Tangenten  einer  Parabel  die  Achse,  Brennpunkt  und  den 
Scheitel  zu  finden.     Leicht  nach  39)  und  (lY,  28,  I.  Teil)  zu  konstruieren. 


IV.  Abschnitt.    Doppelelemente.  U9 

56)  Zwei  Punkte  einer  Parabel  und  der  Brennpunkt  derselben  sind  ge- 
geben.     Man  soll  die  Leitlinie  und  die  Achse  bestimmen. 

67)  Die  beiden  Asymptoten  einer  Hyperbel  und  ein  Punkt  der  letzteren 
sind  gegeben.  Man  soll  andere  Punkte  der  Hyperbel,  die  Achse  und  die 
Brennpunkte  bestimmen. 

58)  Zwei  Punkte  einer  Hyperbel,  eine  Asymptote  und  die  Richtung  der 
Hauptachse  (d.  h.  eine  Gerade,  welche  der  letzteren  parallel  ist)  sind  ge- 
geben. Man  soll  andere  Punkte  der  Hyperbel,  Achse  und  Brennpunkte  der- 
selben bestimmen. 

59)  Die  beiden  Asymptoten  einer  Hyperbel  und  eine  Tangente  sind 
gegeben.     Man  soll  die  Hauptachse  und  die  Brennpunkte  bestimmen. 

60)  Legt  man  durch  einen  Punkt  M  einer  Elhpse  (oder  Hyperbel)  und 
durch  die  beiden  Brennpunkte  einen  Kreis,  so  gehen  Tangente  und  Nor- 
male durch  die  Schnittpunkte  des  letzteren  mit  der  kleinen  Achse. 

Man  löse  hiemach  die  Aufgabe:  Durdi  einen  gegebenen  Punkt  der 
kleinen  Achse  einer  Ellipse  eine  Normale  an  dieselbe  zu  ziehen. 

61)  Sind  A  und  B  die  beiden  Brennpunkte  einer  Ellipse  oder  Hyperbel 
und  zieht  man  durch  einen  derselben  z.  B.  B  eine  Sehne  MN,  femer  durch 
die  Endpunkte  M  und  N  die  Tangenten  und  Normalen,  dann  hegen  der 
Schnittpunkt  P  der  beiden  Tangenten,  der  Schnittpunkt  Q  der  beiden  Nor- 
malen und  der  andere  Brennpunkt  A  auf  einer  Geraden. 

Es  ist  nämhch  (bei  der  EUipse)  Q  als  Dturchschnitt  zweier  Winkelhal- 
bierenden des  Dreiecks  AMN  der  Mittelpunkt  des  dem  letzteren  einbeschrie- 
benen Kreises  und  P  als  Durchschnitt  der  Halbierenden  zweier  Aussenwinkel 
desselben  Dreiecks  der  Mittelpunkt  eines  anbeschriebenen  Kreises.  FolgUch 
hegen  P  und  Q  beide  auf  der  Halbierungslinie  des  Winkels  MAN. 


IV.  Abschniti 

Doppelelemente. 

1)  Liegen  zwei  projektivische  Punktreihen  auf  einer  Geraden,  so  können 
dieselben  nach  4)  Doppelpunkte  enthalten.  In  jedem  derselben  fallen  zwei 
entsprechende  Punkte  der  B^ihen  zusammen.  Zur  Bestimmung  der  Doppel- 
punkte zweier  auf  einer  Geraden  vereinigt  hegenden  projektivischen  Punkt- 
reihen gelangen  wir  durch  folgende  Betrachtung. 

Eine  Gerade  g  schneidet  einen  Kegelschnitt  k  (Fig.  156)  im  Allgemeinen 
in  2  Punkten.  Nimmt  man  auf  k  zwei  behebige  Punkte  S  und  &'  als 
Mittelpunkte  zweier  projektivischen  Strahlenbüschei  an,  welche  die  übrigen 
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Punkte  ABC  .  .  .  des  Kegelschnittes  projicieren,  so  wird  g  von  diesen  Bü- 
scheln in  zwei  projektivischen  Punktreihen  A'B'C  .  .  .  und  A"B"C"  .  .  .  ge- 
schnitten.   In  den  beiden  Punk- 
^  ten  P  und  Q,  in  welchen  g  Ton 

dem  Kegelschnitt  k  getroffen 
wird,  schneiden  sich  aber  je  zwei 
entsprechende  Strahlen  der  bei- 
den Büschel  S  imd  S\  daher  fal- 
len in  jedem  dieser  Punkte  zwei 
entsprechende  Punkte  der  beiden 
Pig  155,  Reihen  zusammen.  Dies  sind  also 

die  gesuchten  Doppelpunkte. 
Projiciert  man  zwei  auf  einer  Geraden  vereinigt  hegende  projektivische 
Punktreihen  aus  einem  beUebigen  Mittelpunkte,  so  entstehen  zwei  projek- 
tivische Strahlenbüschel  mit  gemeinschaftlichem  Mittelpunkte.  In  demjenigen 
Strahl,  welcher  durch  einen  Doppelpunkt  der  Punktreihen  geht,  fallen  dem- 
nach zwei  entsprechende  Strahlen  zusammen,  man  erhält  also  einen  Doppel- 
strahl. 

Werden  endlich  jene  beiden  Punktreihen  von  einer  Achse  aus  durch 
einen  Ebenenbüschel  projiciert,  so  tällt  jede  durch  einen  Doppelpunkt  gehende 
Ebene  mit  ihrer  entsprechenden  zusammen.  Wir  erhalten  also  auch  in  zwei 
projektivischen  Ebenenbüscheln,  welche  eine  gemeinsame  Ache  haben,  Doppel- 
ebenen. 

Die  Aufsuchung  der  Doppelelemente  zweier  vereinigt  gelegenen  projek- 
tivischen Gebilde  wird  nun  unsere  nächste  Aufgabe  sein.  Man  übersieht 
leicht,  dass  es  genügt,  die  Doppelpunkte  zweier  auf  derselben  Geraden  lie- 
genden projektivischen  Punktreihen  zu  bestimmen,  weil  die  Ermittelimg  der 
Doppelelemente  anderer  Gebilde  hierauf  zurückgeführt  werden  kann. 

2)  Um  die  Doppelpunkte  der  auf  der  Geraden  g  liegenden  projek- 
tivischen Punktreihen  ABC  .  .  .,  A'B'C  .  .  .  (Fig.  166),  welche  durch  drei 
Paare  entsprechender  Punkte  gegeben  sind,  zu  bestimmen,  benutzen  wir 
irgend  einen  Kegelschnitt,  am  einfachsten  also  einen  beliebigen  Kreis  k.  Auf 
dem  letzteren  nehmen  wir  einen  Punkt  S  als  gemeinsamen  Mittelpunkt  zweier 
projektivischen  Strahlenbüschel  an,  welche  die  gegebenen  Punktreihen  proji- 
cieren.  Die  Strahlen  des  einen  Büschels  S  (ABC)  treffen  den  Kreis  in  a, 
ß,  Y  und  die  de»  anderen  Büschels  S  (A'B'C)  in  a'ß'y'.  Projicieren  wir 
nun  die  Punkte  aßy  aus  a  imd  die  Punkte  0Lfi>'Y  aus  a  als  Mittelpunkt, 
so  sind  diese  beiden  neuen  Büschel  unter  sich  projektivisch,  denn: 
a(a'ß'Y')  ist  projektivisch  S(a'ß''Y')  oder  S(A'B'C') 
a(aßT)    „  „  S(aßT)       „     S(ABC). 

Nach  Voraussetzung  sind  aber  die  Büschel  S(A'B'C')  und  S(ABC) 
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projektiyisch,  folglich  gilt  dasselbe  für  die  beiden  Büschel  a(a'ß'Y')  und 
a'(aßY).  Die  beiden  letzteren  Büschel  haben  aber  den  Strahl  aa'  ent- 
sprechend gemeinschaftUch,  folgUch  sind  sie  in  perspektivischer  Lage,  d.  h. 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  der  Büschel  liegen  auf  einer  6e- 


Flg.  156. 


raden  g'.  Nun  treflfen  sich  aß'  und  a'ß  in  M,  femer  ay'  und  a  y  in  N; 
durch  diese  beiden  Punkte  ist  g'  bestimmt  Die  Grerade  g'  schneidet  den 
Kreis  k  in  den  beiden  Punkten  Pj  und  Q^.  Ziehen  wir  nun  den  Strahl 
SPj  als  Strahl  des  Büschels  S(ABC),  so  entspricht  derselbe  dem  Strahle 
aPj  des  Büschels  a(a'ß'Y').    Ebenso  entspricht  SP^  als  Strahl  des  Büschels 


Fig   157. 


S(A'B'C')  dem  Strahle  aP^  des  Büschels  a  (aß y).    FolgUch  faUen  in  SP, 
zwei  entsprechende  Strahlen  der  Büschel  S  (ABC)  und  S  (A'B'C)  zusammen. 


122  IV.  Abschnitt. 

SP^  ist  demnach  ein  Doppelstrahl  und  sein  Schnittpunkt  P  mit  der  Geraden  g 
ein  Doppelpunkt  der  gegebenen  Punktreihen.  Der  zweite  Doppelpunkt  Q 
ergiebt  sich  als  Durchschnitt  des  Strahles  SQ|  mit  g. 

Wenn  die  Gerade  g  den  Hül&kreis  k  in  zwei  Punkten  schneidet,  dann 
haben  die  beiden  auf  g  vereinigten  Punktreihen  zwei  Doppelpunkte  (iivie  in 
Fig.  156).  Berührt  g'  den  Kreis  k,  dann  erhalten  wir  nur  einen  Doppel- 
punkt P  (s.  Fig.  167).  Die  beiden  Punktreihen  haben  keinen  Doppelpunkt, 
wenn  g'  den  Kreis  k  nicht  triflBt  (Fig.  158).     Ebenso  haben  zwei  projek- 


Fig.  158. 

tivische  Strahlenbüschel,  deren  Mittelpunkte  zusammenfallen,  zwei  Doppel- 
strahlen, einen  Doppelstrahl  oder  gar  keinen,  wenn  eine  dem  Strahlenbüschel 
perspektivisch  hegende  Punktreihe  bezw.  zwei,  einen  oder  keinen  Doppel- 
punkt besitzt 

3)  Die  Doppelpunkte  zweier  auf  derselben  Geraden  g  hegenden  projek- 
tivischen  Punktreihen  lassen  sich  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen  (Fig.  159). 

Man  zeichne  einen  Kreis  k,  welcher  die  Gerade  g  berührt  und  ziehe 
von  den  gegebenen  Punkten  ABC,  A'B'C  die  Tangenten  a,  b,  c,  a'b'c'  an  k. 

Die  Tangenten  a  und  a'  werden  von  a'b'c'  bez.  abc  in  den  Pimkten 
A"B"C"  bez.  A'"B'"C'"  geschnitten. 

Dann  ist  A"B"C"  .  .  projektivisch  zu  ABC  .  . 
A'"B'"C'"  „  „    A'B'C. 

Da  nun  nach  Voraussetzung  ABC  . .  projektivisch  zu  A'B'C,  so  ist  auch: 

A"B"C"         „  „   A'"B'"C"'. 

Die  beiden  letzten  Reihen  haben  aber  den  Punkt  A"  entsprechend  ge- 
meinschaftlich, folgUch  hegen  sie  perspektivisch.  Das  Projektionscentrum, 
welches  beide  Reihen  projidert,  ist  der  Punkt  S,  in  welchem  die  Geraden 
B"B"'  und  CG"  sich  treffen.  Ziehen  wir  nun  von  S  aus  die  beiden  Tan- 
genten t  und  t'  an  k,  so  schneiden  dieselben  g  in  den  gesuchten  Doppel- 
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punkten  P  und  P'.  Denn  P  entspricht  sowohl  dem  Punkte  T?"  als  auch 
dem  Punkte  F"\  welche  den  auf  a  bez.  a'  liegenden  Punktreihen  angehören» 
Diese  waren  aber  zu  jeder  der  beiden  gegebenen  Punktreihen  auf  g  pro» 
jektivisch.  Folglich  entspricht  P  als  Punkt  der  Beihe  ABC  betrachtet  dem 
Punkte  P,  d.  h.  sich  selbst,  wenn  man  ihn  als  Punkt  der  Reihe  A'KCT  an«^ 
sieht,  und  dasselbe  ist  mit  Q  der  Fall. 


Fig.  159. 


Wir  wollen  den  vorstehenden  Satz  zunächst  auf  die  Lösung  von  Auf- 
gaben zweiten  Grades  anwenden,  welche  deshalb  so  genannt  werden,  weil 
sie  bei  algebraischer  Lösung  auf  Gleichungen  zweiten  Grades  führen.  Jede 
derartige  Gleichung  liefert  entweder  zwei  reelle  und  verschiedene  Wurzeln, 
oder  zwei  gleiche  und  reeUe  Wurzeln  oder  zwei  imaginäre  Wurzeln  und  hier» 
durch  ist  die  Zahl  der  Lösungen  der  Aufgabe  bestimmt.  Im  ersten  Falle 
haben  wir  zwei  verschiedene  Lösungen,  im  zweiten  Falle  nur  eine,  und  im 
dritten  Falle  keine  (geometrisch  darstellbare)  Lösung. 

Die  zu  befolgende  Methode  werden  wir  an  den  Beispielen  entvrickeln» 

4)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Seiten  a,  b,  c  bez.  durch  drei  ge- 
gebene Punkte  Aj,  A,,  Ag  gden  und  dessen  Ecken  bez.  auf  drei  gegebenen 
Geraden  ot,  ß,  y  liegen  (Fig.  160). 

Aufl.     Wir  ziehen  durch  A^  die  Gerade  b'  beliebig;  dieselbe  schneidet 


124 


IV.  Abschnitt. 


a  in  B  und  ß  in  B".  Von  B"  ziehen  wir  durch  A,  die  Gerade  b",  welche 
Y  in  B'"  trifft.  Endlich  ziehen  wir  von  B'"  aus  die  Gerade  b'"  durch  Aj, 
welche  die  erste  Gerade  a  in  dem  Punkte  B'  schneidet.  Die  Aufgabe  würde 
gelöst  sein,  wenn  B'^  mit  B  zusammengefsillen  wäre.  Ziehen  wir  in  gleicher 
Weise  mehrere  Geraden  durch  die  Punkte  A^,  B|  und  C^,  so  erhalten  wir 
•drei  projektivische  Strahlenbüschel  mit  diesen  Punkten  als  Mittelpunkten. 
Je  zwei  dieser  Büschel  haben  perspektivische  Lage,  folglich  schneiden  die 
Büschel^  deren  Mittelpunkte  A^  und  A3  sind,  auf  der  Geraden  a  zwei  pro- 
jektivische Punktreihen  BCD..,  B'C'D..  aus.     Wir  bemerken  nun  leicht, 


dass  jeder  Doppelpunkt  dieser  beiden  Reihen  ein  erster  Eckpunkt  des  ge- 
suchten Dreiecks  sein  muss.  Es  sind  deshalb  im  Allgemeinen  zwei  Drei- 
ecke möglich. 

Man  löse  hiemach  die  Aufgabe:  Ein  Vieleck  zu  konstruieren,  dessen 
Seiten  durch  gegebene  feste  Punkte  gehen  und  dessen  Ecken  auf  gegebenen 
Geraden  liegen. 

5)  Die  Durchschnittspunkte  einer  Greraden  g  mit  einem  durch  fünf 
Punkte  ABCSS'  gegebenen  Kegelschnitt  zu  bestinmien. 

Aufl.  Nehmen  wir  zwei  der  gegebenen  Punkte  z.  B.  S  und  S'  als 
Mittelpunkte  von  projektivischen  Strahlenbüscheln  an,   welche  die  übrigen 
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Punkte  des  Kegelschnittes  projideren,  so  schneiden  die  Strahlen  der  Büschel 
auf  g  drei  Paare  entsprechender  Punkte  A'A",  B'B",  C'C"  zweier  projek* 
tiyischen  Punktreihen  aus.  In  den  Doppelpunkten  P  und  Q  dieser  Reihen 
treffen  sich  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen,  folglich  sind  P  und  Q  die 
gesuchten  Schnittpunkte. 

6)  In  ähnlicher  Weise  lösen  wir  die  der  vorigen  dualistische  Aufgaber 
Die  beiden  Tangenten  von  einem  Punkte  S  an  einem  durch  fünf  Tangenten 
Si,  h,  c,  dj  e  gegebenen  Kegelschnitt  zu  bestimmen  (Fig.  161). 

Aufl.  Auf  zwei  der  gegebenen  Tangenten,  z.  B.  a  und  e  werden  toh 
den  übrigen  Tangenten  des  Kegelschnittes  projektivische  Punktreihen  aus- 
geschnitten.    Von    den   letzteren   sind   drei   Paare   entsprechender   Punkte^ 


Fig.  161. 


nämlich  AA',  BB',  CG',  in  welchen  b,  c  und  d  die  Tangenten  a  und  e 
schneiden,  gegeben.  Projicieren  wir  diese  Punktreihen  aus  S,  so  erhalten 
wir  zwei  projektivische  Strahlenbüschel  mit  gemeinschaftlichem  Mittelpunkt» 
Ist  nun  X  ein  Doppelstralil  dieser  Büschel,  so  schneidet  derselbe  a  und  e 
in  zwei  einander  entsprechenden  Punkten  P  und  P',  deren  Verbindungslinie,, 
nämlich  x,  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  ist.  Aus  gleichem  Grunde  ist 
der  zweite  Doppelstrahl  y  die  andere  Tangente. 

7)  Durch  einen  Punkt  P  (Fig.  1 62)  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  mit 
zwei  gegebenen  Geraden  g  und  g'  ein  Dreieck  von  gegebenem  Flächenin- 
halt F  bildet 

Aufl.    F  sei  durch  das  Dreieck  MS S'  dargestellt.    Wir  ziehen  durch  P 
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die  Gerade  PA  beliebig  und  prqjicieren  durch  diese  den  Punkt  A  der  Ge- 
raden g  nach  M\  Ziehen  wir  jetzt  den  Strahl  S'A'^  und  zu  dem  letzteren 
von  S  aus  die  Parallele  SA',  so  würde  PA''  die  gesuchte  Gerade  sein,  wenn 
A'  mit  A  zusammenfiele.  Projicieren  wir  nun  noch  zwei  andere  Punkte  B 
und  C  der  Geraden  g  von  P  aus  nach  B"  und  C"  und  ziehen  SB'  ||  S'B"; 
SC  II  S'C",  so  sind  die  Büschel  S  (A'B'C  .  .)  und  S'  (A"B"C"  . .)  projek- 
tivisch  (kongruent).  Ferner  haben  die  Büschel  P  (ABC  . .)  und  S'  (A"B"C" .  .) 
perspektivische  Lage,  weil  beide  die  Punktreihe  A"B"C"  .  .  projicieren,  folg- 


Flg.  162. 


Uch  sind  auch  die  Büschel  P  (A,  B,  C . .)  und  S  (A'B'C . .)  projektivisch. 
mithin  auch  die  auf  g  vereinigt  liegenden  Punktreihen  A,  B,  G  . .,  A'B'C  . ., 
welche  von  den  beiden  letzten  Büscheln  bez.  projiciert  werden.  Die  oben 
genannte  Bedingung  wird  also  durch  diejenigen  Geraden  erfüllt,  welche  von 
P  aus  die  Doppelpunkte  jener  beiden  Punktreihen  projicieren. 

Nach  in,  21  ist  die  Einhüllende  aller  Geraden,  welche  mit  g  und  g' 
•ein  Dreieck  von  demselben  Inhalt  bilden,  eine  Hyperbel.  Wie  kann  man 
hiemach  die  Aufgabe  lösen? 

8)  Einem  Dreieck  MNP 
(Fig.  163)  soll  ein  Parallelogramm 
von  gegebenem  Flächeninhalt  so 
einbeschrieben  werden,  dass  zwei 
Seiten  desselben  in  MN  bez.  MP 
liegen  und  der  M  gegenüberlie- 
gende Eckpunkt  auf  NP  fallt. 

Anl.  zur  Aufl.  Das  gesuchte 
Parallelogramm  sei  dem  gegebenen 
Parallelogramm  MAQA^  an  Inhalt  gleich.  Das  letztere  zerlegen  wir  durch 
-die  Diagonale  AAj  in  zwei  kongruente  Dreiecke  MAAj  und  AA^Q.  Nehmen 
wir  nun  B  auf  MN  beliebig  an,  ziehen  A^B  und  parallel  zu  dieser  AB|, 
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ßo  ist  A  MBBj  =  /\  MAA^.  Ziehen  wir  femer  B,F  parallel  zu  BM  und 
BF  parallel  zu  B|M,  so  ist  auch  MBFB^  =MAQAi,  es  wird  aber  der 
Eckpunkt  Q  nicht  auf  N  P  liegen.  Wir  zeichnen  in  gleicher  Weise  noch 
ein  drittes  Parallelogramm  MCGCj,  welches  ebenialls  gleich  MAQA^  ist. 
dann  sind  die  Büschel  A(AiBiGi  . .)  und  A^  (A,  B,  C. .)  kongruent,  folgi- 
lieh  ABC. .  und  Aj^BjC^  . .  projektivische  Punktreihen.  Die  beiden  letzteren 
werden  durch  Strahlen,  welche  zu  MP  bez.  MN  parallel  sind,  aufNP  pro- 
jiciert,  wodurch  nun  auf  dieser  die  beiden  projektivischen  Punktreihen 
A'KC . .  und  A"B"C"..  entstehen.  Der  aufNP  liegende  Eckpimkt  des 
gesuchten  Parallelogramms  ist  folglich  ein  Doppelpunkt  dieser  beiden  Punkt- 
reihen. 

Anmerkung.  Die  Eckpunkte  F,  Q,  G  der  benutzten  Farallelogranime  sind  die  Durch- 
schnittspunkte der  entsprechenden  Strahlen  zweier  projektivischen  Parallelstrahlenbüschel. 
Folglich  liegen  diese  Punkte  auf  einem  Kegelschnitt.  Da  die  unendlich  fernen  Mittel- 
punkte jener  Büschel  die  Kurve  angehören,  so  ist  dieselbe  eine  Hyperbel.  Die  auf  NP 
li^ende  Ecke  des  gesuchten  Parallelogramms  ist  ein  Durchschnittspunkt  dieser  Hyperbel 
mit  NP.  In  welchem  Falle  ergiebt  die  Lösung  zwei  Parallelogramme,  eins  oder  gar 
keines? 

9)  Durch  einen  Punkt  P  (Fig.  164)  zwei  Strahlen  zu  ziehen,  welche 
auf  zwei  Geraden  g  und  g  Strecken  von  gegebenen  Längen  m  und  n  be- 
grenzen. 

Anl.  zur  Aufl.  Man  ziehe  von  P  aus  den  Strahl  Pa'  beliebig.  Der- 
selbe schneidet  g  und  g'  in  a  bez.   a .     Machen  wir  nun  aA  =  m  und 


Fig.  164. 


a  A"  =  n,  so  werden  A  imd  A'  nicht  auf  demselben  durch  A  gehenden 
Strahle  liegen.  Wir  ziehen  durch  P  noch  die  Strahlen  Pß'  und  Py',  machen 
femer  jede  der  Strecken  ßB  und  yC  gleich  m  und  ß'B"  sowohl  wie  y'C" 
jede  gleich  n  u.  s.  f.  Dann  sind  die  Punktreihen  aßy .  •  und  ABC . .  kon- 
gruent. Femer  ist  die  Reihe  a  ß'y'..  eine  Projektion  von  aßY».  aus  P 
und  die  Reihe  A"  B"  C" . .  ist  der  Reihe  a  ß'  y'  •  •  kongment.  Projicieren 
wir  nun  noch  die  Reihe  ABC.  nach  A'B'C.  auf  g',  so  folgt,  dass  die 
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Reihe  A'B'C  . .  projektivisch  zu  A"B"C"  . .  ist.  Man  erkennt  hieraus  leicht, 
dass  die  Aufgabe  durch  die  Ermittelung  der  Doppelpunkte  dieser  beiden 
letzten  Seihen  gelöst  werden  kann. 

10)  Zwischen  zwei  Geraden  g  und  g'  eine  Strecke  so  zu  bestimmen, 
dass  dieselbe  aus  zwei  gegebenen  Punkten  S  und  S'  imter  rechtem  Winkel 
erscheint  (Fig.  166). 

Anl.  zur  Aufl.  Wir  ziehen  die  Strahlen  SA,  SB,  SC.,  beliebig  und 
zu  diesen  bez.  senkrecht  die  Strahlen  SA",  SB",  SC"..     Die  Punktreihen 

A,  B,  C.  .  und  A"B"C".. 
sind  alsdann  projektivisch. 
Projideren  wir  nun  die  Punkte- 
A",  B",  C"  • .  aus  dem  Mittel- 
punkte S\  ziehen  femer  die 
Strahlen  S'A',  S'B',  S'C  .  . 
bez.  senkrecht  zu  S'A",  S'B", 
S'C"..  Dann  ist  auch  die 
Punktreihe  A'  B'  C '  projek- 
tivisch zu  A"B"C"  . .,  folgUch 
auch  projektiv  zu  A,B,C.. 
Die  gesuchte  Gerade  geht  nun 
ofifenbar  durch  einen  der  Dop- 
pelpunkte der  Reihen  ABC  . . 
und  A'B'C. 

11)  Ein  Viereck  zu  zeichnen,  von  welchem  zwei  gegentiberUegende  Seiten 
durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen,  die  beiden  anderen  Seiten  zwei  ge- 
gebenen Geraden  parallel  sind  und  dessen  Ecken  auf  vier  gegebenen  Ge- 
raden hegen. 

12)  Ein  Viereck  zu  zeichnen,  dessen  Ecken  auf  gegebeneu  Geraden 
liegen  und  dessen  Seiten  vier  anderen  gleich£Etlls  gegebenen  Geraden  paral- 
lel sind. 

Die  beiden  folgenden  Aufgaben  der  elementaren  darstellenden  Geometrie 
kommen  auf  11  und  12  zurück. 

13)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  (A^Aj)  (Fig.  166)  eine  Gerade  zu 
ziehen,  welche  zwei  gegebene  Geraden  (1^,  1,),  (m^,  m,)  schneidet 

Anl.  z.  Aufl.  Sind  n^  und  n^  die  beiden  Projektionen  der  gesucht^i 
durch  A|  und  A^  gehenden  Geraden,  so  müssen  die  Schnittpunkte  B^  und 
B2,  ebenso  die  Schnittpunkte  Cj  und  C^  auf  Geraden  hegen,  welche  senk- 
recht zur  Achse  OX  stehen.     (S.  11,  17,  I.  Teil.) 

Wenn  wir  nun  von  Aj  aus  eine  behebige  Gerade  A^Dj  ziehen,  welche 
1,  in  Dl  und  m^  in  E'  schneidet  tmd  bestimmen  die  zweite  Projektion  des 
Pimktes  Dj  in  D,,  dann  wird  die  Gerade  A^Dj  die  m,  in  einem  Punkte 


Fig.  165. 
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Ej  treffen,  welcher  nicht  senkrecht  über  E'  liegt.    Wir  bestimmen  die  erste 
Projektion  E,   des  neuen  Punktes.     Ziehen  wir  beliebig  viele   solcher  Ge- 
raden,    so     erhalten    wir 
auf  Jüi   zwei   Punktreihen  A 

Ej  .  .  und  E'  .  .,  welche, 
wie  man  leicht  sieht,  pro- 
jektivisch  sind.  Ein  Doppel- 
punkt dieser  beiden  Reihen 
wird  deshalb  derjenige 
Punkt  sein,  durch  welchen 
die  erste  Projektion  der 
gesuchten  Geraden  geht. 

Die  Aufgabe  lässt,  wenn 
die  beiden  gegebenen  Ge- 
raden windschief  sind,  nur 
eine  Lösung  zu.  Wie  zeigt 
sich  dies  bei  der  Ausfuhrung 
der  Konstruktion? 

14)  Die  Projektionen 
einer  Geraden   zu   finden, 

welche  zwei  gegebene  Geraden  (1,,  lg)  und  (mj,  mg)  schneidet  und  einer 
dritten  Geraden  (g,,  gj)  parallel  ist. 

1 5)  Durch  die  Mittelpunkte 
S  und  S'  (Fig.  167)  zweier  pro- 
jektivischen  Strahlenbüschel  le- 
gen wir  einen  Kegelschnitt  k. 
Femer  sei  K  der  von  den  bei- 
den Büscheln  erzeugte  Kegel- 
schnitt. Zwei  entsprechende 
Strahlen  der  Büschel  sind  a 
und  a'.  Dieselben  treffen  sich 
in  einem  Punkte  a  des  Kegel- 
schnittes K  und  bestimmen  auf 
k  die  Punkte  A  und  A'.  Ebenso 
treffen  die  entsprechenden  Strah- 
len b  und  b',  femer  c  und  c 
den  Kegelschnitt  k  in  den  Punk- 
ten B  bez.  B',  C  bez.  C 

Projiciert  man  die  Punkte 
ABC  . .  und  A'B'C  . .  aus  zwei 
anderen  Punkten  des  Kegelschnittes  k,  so  erhält  man  zwei  neue  Büschel, 
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welche  den  Büscheln  S  und  S'  und  folglich  untereinander  projektivisch  sind. 
Aus  diesem  Grunde  nennt  man  die  auf  k  liegenden  Reihen  ABC . .,  A'KCr  . . 
ebenfalls  pi-ojektivische  Punktreihen. 

Wir  projicieren  A' B'C ..  aus  A  und  ABG..  aus  A'.  Die  hierdurch 
entstehenden  projektivischen  Strahlenbüschel  haben  alsdann  den  Strahl  AA' 
entsprechend  gemeinschaftUch,  folgUch  liegen  die  Schnittpunkte  ihrer  ent- 
sprechenden Strahlen  auf  einer  Geraden  g.  Die  letztere  geht  aber,  wie  man 
leicht  erkennt,  durch  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  M  und  N  der  Kegel- 
schnitte k  und  K,  denn  in  diesen  Punkten  treffen  sich  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  Büschel  S  und  S'.  Es  sind  demnach  auch  M  und  N  Doppel- 
punkte der  beiden  Reihen  ABC..,  A'  B'  C  . .  Man  findet  jetzt  den  einem 
beliebigen  Punkte  D  der  ersten  Reihe  entsprechenden  Punkt  D'  auch,  wenn 
man  D  aus  A'  nach  D"  auf  g  und  D"  aus  A  nach  D'  projidert 

16)  Die  duaUstische  Übertragung  des  vorigen  lautet: 

An  die  Träger  g  und  g'  zweier  projektivischen  Punktreihen  legen  wir 
einen  berührenden  Kegelschnitt  k.  Femer  sei  K  der  von  den  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  beider  Reihen  erzeugte  Kegelschnitt.  Durch 
zwei  entsprechende  Punkte  z.  B.  A  und  A'  der  beiden  Reihen  geht  eine 
Tangente  des  Kegelschnittes  K  und  von  A  und  A'  können  wir  noch  zwei 
Tangenten  a  bez.  a'  an  k  ziehen.  Ebenso  können  von  B  und  B',  femer 
C  und  C  die  Tangenten  b  bez.  b'  und  c  bez.  c'  an  k  gezogen  werden. 
Schneiden  wir  die  Tangenten  a,  b,  c . .  imd  a'  b'  c'  durch  zwei  andere  Tan- 
genten des  Kegelschnittes  k,  so  erhalten  wir  auf  den  letzteren  zwei  neue 
Punktreihen,  welche  den  Reihen  g  und  g',  folglich  auch  untereinander  pro- 
jektivisch sind.  Aus  diesem  Gmnde  nennt  man  die  Reihen  der  Tangenten 
a,  b,  c  . .,  a'b'c' . .  projektivische  Reihen. 

Wir  schneiden  nun  die  Reihe  a'b'c' . .  durch  a  und  die  Reihe  abc . . 
durch  a'.  Die  hieraus  entstehenden  projektivischen  Punktreihen  haben  den 
Schnittpunkt  der  Tangenten  a  und  sl  entsprechend  gemeinschaftlich,  folg- 
lich gehen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  beider  Reihen  durch 
einen  Punkt  G.  Der  letztere  liegt  aber  auf  den  beiden  anderen  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  beiden  Kegelschnitte  k  und  K,  denn  durch  G 
gehen  auch  die  Verbindungslinien  zweier  entsprechenden  Punkte  der  Reihen 
ABC.  und  A'B'C. 

17)  Werden  die  Punkte  eines  Kegelschnittes  k  aus  einem  beliebigen 
Punkte  S,  welcher  nicht  auf  k  Hegt,  projiciert,  so  wird  k  von  dem  Büschel 
S  in  zwei  projektivischen  Punktreihen  geschnitten,  welche  involutorisch  sind. 
Zwei  Strahlen  a  und  b  des  Büschels  schneiden  nämlich  k  in  A,  A'  bez.  B 
und  B'.  Die  Verbindungslinien  der  Punkte  A  und  B',  A'  und  B  schneiden 
sich  aber  auf  der  Polare  g  des  Punktes  S.  Ebenso  die  Geraden  A'C  und 
AC,  wenn  C  imd  C  die  Schnittpunkte  eines  Strahles  c  des  Büschels  S  mit 
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k  sind.  Daraus  folgt,  dass  die  Büschel,  welche  A'B'C  . .  aus  A  und  ABC . . 
aus  A'  projicieren,  projektivisch  sind  und  weil  beide  die  Punktreihe  g  prqji- 
cieren,  perspektivische  Lage  haben.  Betrachten  wir  nun  B'  als  Punkt  der 
Reihe  ABC,  so  finden 
wir,  da  die  Geraden  AB  und 
A'B'  ebenfalls  in  einem 
Punkte  ß'  der  Polare  g  zu- 
sammentreffen, dass  ß'  eine 
Projektion  von  B'  aus  A' 
und  B  alsdann  Projektion 
von  ß'  aus  A  ist.  Demnach 
ist  B  der  dem  Punkte  B' 
entsprechende  Punkt  der 
Reihe  A'B'C  . .  Damit  ist 
die  obige  Behauptung  be- 
wiesen. Die  Punkte  M 
und  N,  in  welchen  g  den 
Kegelschnitt  k  trifft,  sind 
die  Doppelpunkte  der  bei- 
den Reihen.  In  diesen  Punkten  berühren  die  von  S  an  k  gelegten  Tan- 
genten den  Kegelschnitt. 

Liegt  S  unendUch  fern,   so  wird  die  Gerade  g  ein  Durchmesser  des 
Kegelschnittes. 

Betrachtet  man  S  als  Eollineationscentram,  g  als  EoUineationsachse  und  nimmt  man 
B  und  B'  als  entsprechende  Punkte  zweier  kollinearen  Systeme  an,  dann  sind  auch  zwei  auf 
einem  beliebigen  Kollineationsstrahl  liegende 
Punkte  des  Kegelschnittes  k  entsprechende 
Punkte  der  beiden  Systeme,  wie  sich  aus 
dem  Anblick  der  Fig.  168  unmittelbar  ei^ebt. 
Der  Kegelschnitt  ist  also  in  diesem  Falle  sich 
selbst  kollinear. 

18)  a,  b,  c  .  .  (Fig.  169)  seien 
Tangenten  eines  Kreises  k,  welche  von 
einer  behebigen  Tangente  t  in  den 
Punkten  A'B'C  .  .  geschnitten  werden. 
Die  Reihe  A'B'C  .  .  wird  aus  dem 
Mittelpunkte  0  des  Kreises  durch  ein 
Strahlenbüschel  0  (A'B'C  .  .)  proji- 
dert.  Die  Berührungspunkte  der  Tan- 
genten a,  b,  c  .  .  seien  A,  B,  C  .  . 
und  in  M  berühre  t  den  Kreis.    Proji- 

cieren  wir  A,  B,  C  .  .  aus  dem  Endpunkte  S  des  von  M  ausgehenden  Durch- 

9* 


Fig.  169. 
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messers,  dann  ist: 

A'O  II  AS 

B'O  II  BS 

CO  II  CS 

Demnach  sind  die  Büschel  S  (ABC  .  .)  und  0  (A'B'C  .  .)  kongruent. 
Die  Punktreihe  A'  B'  C  ist  demnach  dem  Strahlenbüschel  S  (A  B  C  .  .)  und 
folghch  auch  der  Reihe  A,  B,  C  .  .  projektivisch.  Da  nun  die  Reihe 
A'B'C  .  .  ein  Schnitt  der  Reihe  der  Tangenten  a,  b,  c  .  .  mit  t  ist,  so  folgt, 
dass  die  Reihe  a,  b,  c  .  .  der  Reihe  A,  B,  C  .  .  ebenfalls  projektivisch  ist. 

Da  durch  eine  beliebige  Projektion  der  Fig.  169  in  diesen  Beziehungen 
nichts  verändert  wird,  so  folgt  allgemein: 

Die  Reihe  der  Tangenten  eines  Kegelschnittes  ist  projektivisch  zu  der 
Reihe  ihrer  Berührungspunkte. 

19)  Ziehen  wir  von  den  Punkten  a,  ß,  y  .  .  .  (Fig.  17jO)  einer  Geraden 
g  die  Tangenten  a,  sl;  h,  V;  c,  c  .  ,  an  einen  Kegelschnitt  k  und  sind 
A,  A';  B,  B';  C,  C  die  Berührungspunkte  derselben,  so  gehen  die  Verbin- 
dungslinien A  A',  B  B',  C  C  .  . 

^  y  durch  einen  Punkt  G,  den  Pol 

der  Geraden  g.  Nach  17)  sind 
deshalb  die  Punktreihen  ABC. . 
und  A'B'C  involutorisch  und 
folglich  bilden  auch  die  beiden 
Tangentenreihen  abc,  a  b'c., 
eine  Involution.  Trifft  die  Ge- 
rade g  den  Kegelschnitt,  so  sind 
die  Tangenten  in  den  Schnitt- 
punkten die  Doppelelemente 
dieser  Involution.  Liegt  die 
Gerade  g  ausserhalb  des  Kegel- 
schnittes, so  hat  die  Involution 
keine  Doppelelemente. 
Mit  Hülfe  der  Sätze  15 — 19  lassen  sich  die  folgenden  Aufgaben  lösen: 

20)  Zwei  Durchschnittspunkte  zweier  gegebenen  Kegelschnitte  sind  ge- 
geben.    Man  soll  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  bestimmen. 

Als  besonderen  Fall  löse  man  dieselbe  Aufgabe  in  der  folgenden  Form : 

21)  Ein  Kegelschnitt  k  ist  durch  fönf  Punkte  gegeben.  Durch  zwei 
derselben  ist  ein  Kreis  gelegt;  mau  soll  die  beiden  andern  Schnittpunkte 
des  Kreises  mit  k  bestimmen. 

22)  Zwei  gemeinschaftliclie  Tangenten  zweier  gegebenen  Kegelschnitte 
k  und  K  sind  bekannt  Man  soll  die  beiden  andern  gemeinschafthchen 
Tangenten  bestimmen. 


Hg.  .170. 
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23)  Ein  Kreis  K  ist  gegeben.  Ein  Kegelschnitt  k  ist  durch  fünf  seiner 
Tangenten y  von  welchen  zwei  den  Kreis  K  berühren,  bestimmt.  Man  soll 
die  beiden  anderen  gemeinschaftUchen  Tangenten  des  Kreises  und  Kegel- 
schnittes bestimmen. 

24)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  P^kpunkte  auf  einem  gegebenen 
Kegelschnitt  k  liegen  und  dessen  Seiten  durch  drei  gegebene  Punkte  X, 
Y  und  Z  gehen  (Fig.  171). 

Wir  projicieren  drei  beliebige  Punkte  A,  B,  C  des  Kegelschnittes  der 
Reihe  nach  aus  X  nach  AjBiCi,  diese  Punkte  aus  Y  nach  A^,  B„  Cj,  und 


Flg.  171. 

die  letzteren  aus  Z  nach  A',  B',  C  Aus  17)  folgt,  dass  dann  die  Reihe 
A,  B,  C  der  Reihe  A'B'C  projektivisch  ist.  Die  Auflösimg  erfordert  dem- 
nach die  Bestimmung  der  Doppelpimkte  beider  Reihen.  Wir  konstruieren 
deshalb  die  Gerade  g,  auf  welcher  sich  die  entsprechenden  Strahlen  der 
perspektivisch  Hegenden  Büschel  A  (A',  B',  C')  und  A'  (A,  B,  C)  schneiden. 
Diese  Gerade  trifft  k  in  den  Doppelpunkten  M  und  N,  und  jeder  der  letzteren 
kann  als  ein  ei^ster  Eckpunkt  des  gesuchten  Dreiecks  angesehen  werden. 

25)  Ein  Dreieck  zu  zeichnen,  dessen  Seiten  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt berühren  und  dessen  Ecken  auf  drei  gegebenen  Geraden  liegen. 

26)  Ein  Vieleck  zu  zeichnen,  dessen  Ecken  auf  einem  gegebenen  Kegel- 
schnitt liegen  und  dessen  Seiten  durch  gegebene  Punkte  gehen. 

27)  Ein  Vieleck  zu  zeichnen,  dessen  Seiten  einen  gegebenen  Kegel- 
schnitt berühren  und  dessen  Ecken  auf  gegebenen  Geraden  liegen. 

28)  Ein  Dreieck  (oder  ein  Vieleck)  zu  zeichnen,  welches  einem  ge- 
gebenen Kegelschnitt  einbeschrieben  ist  und  dessen  Seiten  drei  gegebenen 
Geraden  parallel  sind. 

29)  Fünf  Punkte  A,  B,  C,  D,  E  eines  Kegelschnittes  und  ein  Punkt  S 
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sind  gegeben;  man  soll  die  Polare  des  letzteren  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt bestimmen. 

Anl.  z.  Aufl.  Man  verbinde  8  mit  zwei  Punkten  z.  B.  A  und  G  und  bestimme 
nach  m,  2  die  zweiten  Burchschnittspunkte  F  und  G  der  Geraden  AS  bez.  CS  mit  dem 
Kegelschnitt.  Die  gesuchte  Polare  s  geht  dann  durch  die  Schnittpunkte  der  Geraden  AO 
und  FG  und  der  Geraden  AG  und  CF. 

30)  Ist  in  dem  vorigen  Falle  eine  Gerade  s  gegeben  und  soll  der  Pol 
derselben  bestimmt  werden ,  so  suche  man  die  Polaren  von  2  Punkten  der 
Geraden  s;  dieselben  schneiden  sich  in  dem  gesuchten  Pole. 

31)  Fünf  Tangenten  eines  Kegelschnittes  sind  gegeben.     Man  soll 
a)  den  Pol  einer  gegebenen  Geraden  s 

ß)  die  Polare  eines  gegebenen  Punktes  S 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  bestimmen. 

32)  Fünf  Punkte  A,  6,  C,  D,  E  eines  Kegelschnittes  sind  gegeben; 

man  soll  den  Mittelpunkt  desselben  finden. 

Anl.  zur  Aufl.  Aus  zwei  der  gegebenen  Punkte  z.  B.  A  und  B  projiciere  man  die 
drei  anderen  Punkte.  Ziehe  durch  B  einen  Strahl  g  parallel  zu  einem  Strahle  des  Bü- 
schels A,  z.  B.  parallel  zu  A£  und  bestimme  nach  lU,  2  den  zweiten  Schnittpunkt  de& 
Strahles  g  mit  dem  Kegelschnitt.     Hierdurch  erhält  man  zwei  parallele  Sehnen,  durch 

deren  Mitten  ein  Durchmesser  des  £egei- 
Schnittes  geht  In  gleicher  TVeise  konstruiert 
man  einen  zweiten  Durchmesser,  wodurch 
sich  dann  der  Mittelpunkt  ergiebt 

33)  Fünf  Tangenten  a,  b,  c,  d,  e 
eines  Kegelschnittes  sind  gegeben;  man 
soll  den  Mittelpunkt  desselben  be* 
stimmen. 

Aufl.  Es  seien  C,  D,  E  (Fig.  172) 
die  nach  lU,  10  bestimmten  Berüh- 
rungspunkte der  Tangenten  c,  d  bez.  e. 
Wir  ziehen  die  Geraden  CD  und  DE 
(Berührungssehnen),  halbieren  dieselben 
in  G  bez.  F  und  ziehen  nun  die  Ge- 
raden KF  und  GL,  welche  Durch- 
messer des  Kegelschnittes  sind  und  sich  deshalb  im  Mittelpunkt  0  desselben 
schneiden. 


Flg.  172. 
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Aegelseharen  und  BegelflSehen. 

1)  Es  seien  1^,  I,,  I3  drei  ivindschiefe  Geraden,  welche  in  Fig.  173 
durch  ihre  geraden  Projektionen  li'li";  WWf  ^s's '  dargestellt  sind.  Wir 
können  unbeschadet  der  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass  eine  der  drei  Ge- 
raden, z.  B.  1^  senkrecht  zu  der  ersten  Projektionsebene  steht,  dann  ist  die 


erste  Projektion  derselben  der  Punkt  1/.  Um  eine  Gerade  zu  bestimmen, 
welche  die  drei  gegebenen  Geraden  schneidet,  legen  wir  durch  1^  irgend 
eine  Ebene  E.  Diese  letztere  steht  alsdann  senkrecht  zur  ersten  Projek- 
tionsebene und  sie  schneidet  1^^  und  lg  in  zwei  Punkten  A,  bez.  A3,  deren 
erste  Projektionen  A^'  und  A3'  sind.  Die  zweiten  Projektionen  A,"'  und 
Aj"  dieser  Punkte  ergeben  sich  durch  Senkrechten  zur  Achse  OX  auf  be- 
kannte Weise.  Hiemach  sind  nun  A^'Aj'  und  Aj^Aj"  die  Projektionen 
einer  Geraden  A^A,,  welche  die  drei  gegebenen  Windschiefen  l^ljlg  schneidet. 
Auf  gleiche  Weise  sind  in  Fig.  173  noch  mehrere  solcher  Geraden  durch 
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ihre  Projektionen  dargesellt  z.  B.  Bg'Bj",  Bj^ßj";  C^'C,',  Ca^Cj"  u.  s.  f. 
(Vergl.  auch  die  schiefe  Projektion,  Fig.  174). 

Die  Gesamtheit  aller  Geraden,  welche  drei  windschiefe  Geraden  schnei- 
den, wird  eine  Regelschar  genannt.     Wir  können  jedoch  aus  der  oben  an- 


Flg.  174. 


gegebenen  Konstruktion  noch  eine  andere  Erklärung  für  dieselbe  au&tellen. 
Betrachten  wir  die  ersten  Projektionen  der  Geraden  der  Regelschar,  so  be- 
merken wir,  dass  dieselben  einen  Strahlenbüschel  mit  dem  Mittelpunkt  1/ 
bilden,  welcher  1^'  und  I3'  in  zwei  projektivischen  Punktreihen  A,'Bj'Cg' . . 
und  Ag'Bj'Cj'  von  perspektivischer  Lage  schneidet.  Es  sind  aber  diese 
Reihen  gei*ade  Projektionen  der  Reihen  AgB^Cj  ..,  -^3^3(^3  •  m  welche  auf 
I2  und  I3  liegen;  folgUch  sind  auch  die  letzteren  projektivische  Punktreihen. 
(Dass  auch  1^  von  den  Geraden  der  Regelschar  in  einer  Punktreihe  geschnit- 
ten, welche  den  Punktreihen  auf  Ij  und  I3  projektivisch  ist,  folgt,  wenn  man 
die  Regelschar  auf  eine  Ebene  projiciert,  welche  senkrecht  zu  Ig  oder  1,  steht.) 
Hieraus  ergiebt  sich: 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  auf  zwei  windschiefen 
Geraden  1,  und  I3  hegenden  projektivischen  Punktreihen  bilden  eine  Regel- 
schar. Die  sämtlichen  Geraden  der  Regelschar  erfüllen  eine  krumme  Fläche, 
welche  eine  Regelfläche  genannt  wird. 

2)  Eine  Gerade  1,  welche  drei  Geraden  einer  Regelschar  schneidet,  liegt 
ganz  in  der  Regelfläche,  d.  h.  sie  schneidet  auch  alle  anderen  Geraden  der 
Regelschar  (Fig.  175). 

Beweis.  Es  seien  1^  und  lg  die  Träger  der  beiden  projektiven  Punkt- 
reihen AiBjC,  . .,  A^BjCg  . .  und  A^Ag,  B^Bj,  CjCg  drei  Geraden  der  hier- 
durch bestimmten  Regelschar;  1  schneide  die  letzteren  in  den  Punkten  A, 
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B  und  C.  Legen  wir  durch  1  und  A|  die  Ebene  Q|,  durch  1  und  B^  die 
Ebene  Q^  und  durch  1  und  C|  die  Ebene  Q,,  so  gehen  diese  Ebenen  auch 
bez.  durch  A^,  Bg  und  C,.  Jede  der  Punktreihen  1|  und  1^  hegt  demnach 
perspektivisch  zu  dem  Ebenenbüschel,  welcher  die  beiden  Reihen  aus  der 
Achse  1  projidert.  Die  Verbindungslinie 
von  irgend  zwei  entsprechenden  Punkten 
der  Beihen  1^  und  1,  liegt  deshalb  in  einer 
der  projicierenden  Ebenen  des  Büschels 
mit  der  Achse  1,  folglich  wird  1  von  dieser 
Geraden  geschnitten. 

Eine  Regelfläche  wird  deshalb  noch 
von  einer  zweiten  Regelschar  erfüllt.  Jede 
Gerade  der  einen  Schar  schneidet  jede  Ge- 
rade der  anderen  Schar.  Eine  der  Scharen 
ist  bestimmt,  wenn  drei  Geraden  der  andern 
Schar  gegeben  sind.  Man  nennt  deshalb 
auch  jede  Gerade  der  einen  Schar  eine 
Leitgerade  der  andern  Schar.  Alle  Ge- 
raden der  einen  Schar  werden  von  den  Geraden  der  andeni  Schar  in  pro- 
jektivischen  Punktreihen  geschnitten. 

3)  Legen  wir  durch  1,  und  A^  eine  Ebene,  so  schneidet  dieselbe  1  in  A; 
ebenso  schneidet  die  durch  1,  und  B^  gehende  Ebene  die  Gerade  1  in 
B  u.  s.  f.  Es  ist  aber  ein  die  Punkte  A^BiGi  . .  aus  der  Achse  1^  proji- 
cierender  Ebenenbüschel  dem  Büschel  projektivisch,  welcher  dieselben  Punkte 
aus  der  Achse  1  projiciert.  Die  entsprechenden  Ebenen  der  Büschel  schnei- 
den sich  nun  in  den  Geraden  A^Aj,  B^B^,  Cj^C^  u.  s.  f.,  d.  h.: 

Eine  Regelschar  wird  auch  durch  die  Schnittlinien  entspre- 
chender Ebenen  zweier  projektivischen  Ebenenbüschel  erzeugt, 
deren  Achsen  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

Hieraus  ergeben  sich  noch  folgende  Eigenschaften  einer  Regelfläche: 
Der  Durchschnitt  einer  beliebigen  Ebene  mit  einer  Regelfläche  ist  ein  Kegel- 
schnitt Denn  diese  Ebene  schneidet  die  beiden  Ebenenbüschel,  welche  die 
Regelschar  erzeugen  in  zwei  projektivischen  Strahlenbüscheln.  Durch  diese 
ist  der  Kegelschnitt  bestimmt.  Geht  aber  die  Schnittebene  durch  eine  Ge- 
rade der  Regelschar,  so  schneidet  sie  die  Fläche  auch  noch  in  einer  zweiten 
Geraden,  welche  der  anderen  auf  der  Regelfläche  liegenden  Schar  angehört. 

4)  Beispiele.     Das  hyperbolische  Paraboloid. 

Sind  drei  Leitgeraden  gegeben,  so  ist  die  Regelfläche  bestimmt.  Wir 
machen  zuerst  die  Annahme,  dass  eine  der  drei  Leitgeraden  z.  B.  1^  un- 
endlich fem  liegt  Die  Ebenen  des  Büschels  mit  der  Achse  Ij  werden  dann 
unter  sich  parallel,  die  Regelfläche  wird  also  von  einer  Geraden  beschrieben. 
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welche   an  l^   und  lg  gleitet  und   dabei  einer  festen  Ebene  stets  parallel 
bleibt. 

In  Fig.  176  ist  die  Fläche  durch  eine  schiefe  Parallelprojektion  dar- 
gestellt I2  und  I3  sind  die  beiden  Leitgeraden  der  einen  Schar,  die  dritte 
Leitgerade  1^  hegt  unendhch  fem.  P  ist  eine  Ebene,  welche  so  angenommen 
wurde,  dass  die  beiden  geraden  Projektionen  l^'  und  1,'  der  Leitgeraden  1^ 
und  I3  unter  sich  parallel  sind.  Die  unendlich  ferne  Gerade  1|  stehe  senk- 
recht zu  P,  dann  werden  die  Projektionen  aller  Geraden  der  l^,  1^  und  1, 


Fig.  176. 

schneidenden  Regelschar  auf  P  eine  Schar  Yon  parallelen  Geraden  bilden. 
Die  Regelfläche  ist  hiemach  leicht  durch  eine  Anzahl  von  Erzeugenden  an- 
schauUch  zu  machen.  Es  seien  A  und  G  die  Punkte,  in  welchen  1^  bez.  I5 
die  Ebene  P  treffen,  femer  sei  AB  eine  Gerade  der  Regelschar,  AB'  ihre 
Projektion  auf  P,  dann  werden  die  Projektionen  der  übrigen  Geraden  der 
Regelschar  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  parallel  zu  AB'  sein.  Ziehen 
wir  also  l'l",  2' 2",  3' 3". .  parallel  zu  AB'  in  der  Ebene  P,  so  schneiden 
diese  die  Geraden  1,'  und  I3'.  In  den  Schnittpunkten  errichten  wir  Lote 
auf  P;  dieselben  treffen  1,  bez.  I3  und  nun  gehören  die  Verbindungslinien 
deijenigen  dieser  Schnittpunkte,  welche  senkrecht  über  je  einer  der  Geraden 
ri",  2' 2",  3'3" . .  liegen,  der  gesuchten  Regelschar  an. 

Die  Projektionen  der  Geraden  der  zweiten  Regelschar  bilden  einen 
Strahlenbüschel,  dessen  Strahlen  mit  den  beiden  Geraden  AD'  und  B'C 
parallel  sind.  Die  zweite  Schar  kanfi  hiemach  in  gleicher  Weise  dargestellt 
werden. 

Der  Durchschnitt  der  Regelfläche  mit  der  Ebene  P  ist  leicht  zu  finden. 
Jede  Gerade  einer  Schar  trifft  ihre  Projektion  auf  P  in  einem  Punkte  der 
gesuchten  Durchschnittskurve,  welche,  wie  man  leicht  erkennt,  aus  zwei  un- 
endlichen Zweigen  besteht  und  demnach  eine  Hyperbel  sein  muss.     Legen 
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-wir  durch  DD'  eine  Ebene  Q  senkrecht  zu  P  und  ist  8  die  SdinitÜinie 
beider,  so  liegen  die  Schnittpunkte  der  Geraden  jeder  Schar  senkrecht  Über 
den  Funkten,  in  welchen  b  von  den  Projektionen  jener  Geraden  getroffen 
wd.  Die  durch  diese  Punkte  gehende  DurchBchnitteknrve  ist  eine  Parabel. 
Wegen  der  Eigenschaft,  dass  diese  Fläche  von  einer  Ebene  nur  in  einer 
Hyperbel  oder  Parabel,  aber  nicht  in  einer  Ellipse  geschnitten  werden  kann, 
nennt  man  dieselbe  ein  byperbohsches  Paraboloid.  Ein  hyperbolischer  Schnitt 
kann  auch  in  zwei  gerade  Linien  zerfallen,  wenn  die  Ebene  durch  zwei  Ge- 
raden geht,  welche  verschiedenen  Begetscharen  angehören.  In  dem  Schnittr 
punkte  der  beiden  Geraden  wird  die  Ebene  in  diesem  Falle  die  Regelääche 
berühren  (s.  I.  TeÜ,  VIU,  13). 

In  Fig.  177  ist  ein  Teil  des  hyperboUsdien  Paraboloida  durch  Grund* 
riss,   Aufriss  und   Seitenansicht  dargestellt.     Das  Parallelogramm  A'KCD 


ist  die  erste  Projektion  des  windschiefen  Vierecks  ABCD  (Fig.  177).  Das- 
selbe ist  so  angeordnet,  dass  die  zweiten  Projektionen  von  A'  und  C  in  der 
Achse  OX  zusammenfallen.  Die  ersten  Projektionen  der  beiden  auf  der 
Fläche  liegenden  Begelschareii  sind  die  zwei  Paraltelsfrahleobüschel.  Die 
zweiten  und  dritten  Projektionen  der  Regelscharen  ergeben  sich  dann  leicht, 
ebenso  die  dritten  Projektionen  der  zu  0  X  senkrecht  stehenden  parabolischen 
Schnitte,  deren  erste  und  zweite  Projektionen  durch  die  beiden  Geraden  s',  s" 
und  s,',  s,"  dargestellt  werden. 


Das  elliptische  Hyperboloid. 
5)  Drei  Leitgeraden  einer  Schar  des  hyperbolischen  Faraboloids  sind 
einer  und  derselben  Ebene  parallel,  deshalb  besitzt  die  Fläche  auch  zwei 
unendlich  ferne  Geraden  (jede  der  beiden  Regelscharen  eine).  Wenn  aber 
drei  Leitgeraden  nicht  derselben  Ebene  parallel  sind,  so  liegt  auch  keine 
der  Geraden   der  Schar  unendlich   fem.     Keine   der  Ebenen  des  Büschels, 


dessen  Achse  eine  der  Leitgeraden  ist,  kann  in  diesem  Falle  die  beiden 
anderen  Leitgeraden  zugleich  in  zwei  unendhch  fernen  Funkten  schneiden. 
Nehmen  wir  mit  Rücksicht  auf  möglichst  einfache  Konstruktion  an,  die 
eine  der  drei  Leitgeraden  1,  (1,',  1,")  (Fig.  178)  stehe  wieder  senkrecht  zur 
ersten  Projektionsebene;  1^  (i,',  1,")  und  Ig  (Is'lj")  seien  die  beiden  anderen 
Leitgeraden.   Ii^nd  eine  Gerade  der  Regelachar,  welche  diese  drei  schneidet^ 


Eegelschareu  und  Hegelflächen.  14t 

erhalten  wir,  wenn  wir  durch  1/  die  Gerade  g,  beliebig  als  erste  Projektion 
einer  solchen  annehmen.  Dieselbe  schneidet  l^'  ^^^  Is'  i^  ^i  ^^^  ^i'  ^^^^ 
zweite  Projektionen  A2  und  Bg  auf  lg"  und  lg"  liegen.  Durch  A,  und  B^ 
geht  nun  die  zweite  Projektion  der  gesuchten  Geraden.  Wir  bestimmen 
noch  die  Projektionen  C|  und  C^  des  Schnittpunktes  dieser  Geraden  mit 
der  ersten  Projektionsebene  auf  bekannte  Weise.  In  Fig.  178  sind  so  viele 
Geraden  der  Begelschar  durch  ihre  Projektionen  angegeben,  dass  der  ellip- 
tische Durchschnitt  der  Begelfläche  mit  der  ersten  Projektionsebene  deutlich 
zum  Vorschein  kommt.  Die  Begelschar  enthält  zwei  Geraden,  welche  1^ 
bez.  1,  parallel  sind. 

Der  Umriss  der  zweiten  Projektion  der  Begelfläche  ist  eine  Hyperbel. 
Wir  erkennen  nämlich  leicht,  dass  im  Grundriss  auf  1,'  und  \^'  durch  die 
ersten  Projektionen  der  Geraden  der  Begelschar  zwei  projektivische  Punkt- 
reihen von  perspektivischer  Lage  entstehen.  Die  zweiten  auf  1,"  und  I3" 
liegenden  Projektionen  dieser  Beihen  sind  deshalb  auch  projektivisch  und 
da  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  letzteren  die  zweiten 
Projektionen  der  Geraden  der  Begelschar  sind,  so  hüllen  dieselben  einen 
Kegelschnitt  ein,  welcher  in  diesem  Falle  aus  zwei  getrennten  unendUchen 
Zweigen  besteht,  mithin  eine  Hyperbel  ist. 

Diese  Begelfläche  wird  das  einschalige  Hyperboloid  (auch  elUptisches 
Hyperboloid)  genannt  Um  die  zweite  Begelschar,  welche  auf  der  Fläche 
noch  mögUch  ist,  darzustellen,  betrachten  wir  die  zur  ersten  Projektions- 
ebene senkrechte  Gerade  k/,  kj"  (deren  erste  Projektion  der  Punkt  k^'  ist, 
in  welchen  1,'  und  I3'  sich  kreuzen)  als  Achse  eines  Ebenenbüschels.  Jede 
der  Ebenen  dieses  Büschels  erscheint  im  Grundriss  als  eine  durch  k^'  gehende 
Gerade.  Ist  z.  B.  lg'  eine  solche,  so  schneidet  dieselbe  sämüiche  Geraden 
der  Begelschar.  Aus  den  ersten  Projektionen  zweier  dieser  Schnittpunkte 
ergeben  sich  leicht  die  zweiten  Projektionen  derselben  und  hierdurch  ist  die 
zweite  Projektion  einer  Geraden  der  anderen  Begelschar  bestimmt. 

Im  I.  Teile  d.  W.  VIH,  6  ist  die  besondere  Form  des  einschaligen 
H}'perboloids  dargestellt,  welches  von  einer  Hyperbel  durch  Drehung  um 
ihre  zur  Hauptachse  senkrechte  Achse  durchlaufen  wird.  Wir  können  die 
allgemeinere  Form  des  einschaligen  Hyperboloids  aus  diesem  auch  durch 
eine  Kollineation  bilden,  am  einfachsten,  wenn  wir  den  in  Fig.  179  dar- 
gestellten Grundriss  durch  Afi&nität  umwandeln,  während  der  Aufriss  in 
diesem  Falle  unverändert  bleibt.  Das  letztere  ist  der  Fall,  wenn  wir  die 
Affinitätsstrahlen  senkrecht  zur  zweiten  Projektionsebene  und  denjenigen 
Durchmesser,  welcher  parallel  zur  Achse  OX,  ist  als  KoUineationsachse  an- 
nehmen. 

Die  Teilpunkte  der  in  der  ersten  Projektionsebene  liegenden  Ellipse  bez. 
derjenigen,  welche  mit  der  ersten  Ebene  parallel  ist,  entsprechen  den  gleich 
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weit  voneinaDder  entfemtfiD  Teilpunkten  der  eatspFecbenden  Kreise.     Maa 
kann  dieselben  deshalb  lacbt  uach  IV,  5,  I.  Teil  bestiinmmen.     Hierdurch 
ergebt  sieb  die  Darstellung  dieser  Fläche  in  einfachster  Weise. 
Aufgaben. 

6)  Ein  eioschaUges  Hyperboloid  ist  durch  Grund-  und  Aufnss  gegeben. 
Man  soll  die  Durchschnittskurve  desselben  mit  einer  duich  ihre  Spuren  ge- 
gebenen Eb^ie  bestinuuen. 

7)  Von  dem  Punkte  M  (niim,)  aus  Berührungsebenen  an  das  Hyper- 
boloid (HjHg)  zu  legen  {Fig.  179). 


Fig.  179. 

Auflösung.  Wir  können  durch  den  gegebenen  Punkt  M  und  eine  der 
auf  den  Hyperboloid  liegenden  Geraden  z.  B.  (&ibi,  a,b,)  eine  Ebene  E 
legen.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  (m,,  m,)  die  Gerade  (m,n,, 
m,n,)  parallel  zu  (a^bi,  a,b,)  und  legen  durch  diese  beiden  Parallelen  die 
Ebene.  Die  erste  Spur  s  der  letzteren  geht  durch  die  beiden  ersten  Spuren 
n,  bez.  a,  jener  Geraden  und  sie  trifft  die  DurchschnittseUipse  des  Hyper- 
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boloids  und  der  ersten  Projektionsebene  in  einem  zweiten  Punkte  c^.  Hier- 
nach können  wir  die  erste  Projektion  der  zweiten  Seitenlinie  des  Hyper- 
boloids zeichnen,  in  welcher  dasselbe  von  d^  Ebene  £  geschnitten  wird, 
nämlich  die  von  c^  aus  an  die  Eehlelhpse  gelegte  Tangente  Cid|.  Die 
Ebene  E  berührt  nun  das  Ellipsoid  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Seiten- 
linien des  Hyperboloids,  durch  welche  sie  gelegt  ist,  dessen  erste  Projektion 
sich  hiemach  in  p^  ergiebt  Die  zweite  Projektion  p,  dieses  Punktes  be- 
stimmt man  durch  die  zweiten  Projektionen  jener  Seitenlinien.  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  beliebig  viele  Berührungspunkte,  so  dass  der  Ort  der- 
selben anschaulich  gemacht  werden  kann.  In  Fig.  179  sind  die  beiden 
Projektionen  der  Kurve  vollständig  angegeben. 

Ist  M  ein  leuchtender  Punkt,  so  stellt  diese  Kurve  die  Grenzlinie  zwischen 
dem  hellenden  und  dunklen  Teil  der  Fläche  dar. 

8)  An  ein  einschaliges  Hyperboloid  Berührungsebenen  zu  legen,  welche 
einer  gegebenen  Geraden  g  parallel  sind  (Fig.  180). 


Flg.  ISO. 

Auflösung.  Wir  nehmen  auf  der  gegebenen  Geraden  (a^bi,  a^bg)  den 
Punkt  (a^,  a,)  beliebig  an  und  ziehen  durch  denselben  eine  Parallele  (a^e^, 
ajCj)  zu  einer  Seitenlinie  (cidj,  Cjdg)  des  Hyperboloids.  Durch  die  beiden 
sich  schneidenden  Geraden  legen  wir  eine  Ebene,  deren  erste  Spur  ^e^ 
durch  die  beiden  ersten  Spuren  jener  Geraden  geht.  Durch  (Cid^,  Cgd^J 
können  wir  nun  eine  Ebene  E  parallel  zu  der  eben  gefundenen  Ebene  legen, 
deren  erste  Spur  c^f^  parallel  bjCi  ist     Diese  Ebene  schneidet  das  Hyper- 
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boloid  noch  in  einer  zweiten  Geraden,  welche  durch  f^  geht  und  deren  erste 
Projektion  f^h^  sich  leicht  ergiebt  Der  Schnittpunkt  m^  der  beiden  Seiten- 
linien c^dj  und  f^hj  ißt  die  erste  Projektion  des  Berührungspunktes  der 
Ebene  E  und  des  Hyperboloids.  Die  zweite  Projektion  m,  desselben  Punktes 
bestimmt  man  durch  die  zweiten  Projektionen  jener  Seitenlinien. 

Der  Ort  der  Berührungspunkte  aller  Ebenen,  welche  parallel  zu  der 
gegebenen  Geraden  sind,  bedeutet  auch  in  diesem  Falle  die  Grenzlinie 
zwischen  dem  erleuchteten  und  dem  dunklen  Teile  des  Hyperboloids,  wenn 
das  letztere  von  Lichtstrahlen  getroffen  wird,  welche  jener  Geraden  pa- 
rallel sind. 


VI.  Abschnitt 

A.   Prlnclp  der  reeiproken  Radien. 

1)  Zwei  Punkte  einer  Ebene,  welche  in  Bezug  auf  einen  derselben 
Ebene  angehörigen  Kreis  K  eine  solche  Lage  haben,  dass  jeder  von  ihnen 
auf  der  Polare  des  anderen  hegt,  heissen  konjugierte  Punkte.  Liegen 
zwei  konjugierte  Punkte  P  und  Pj  auf  derselben  durch  den  Mittelpunkt  C 

gehenden  Geraden  (Fig.  181),  so  sollen 
sie  zugeordnete  Punkte  genannt  wer- 
den. Die  Schnittpunkte  A  und  B  dieser 
Geraden  mit  K,  und  die  Punkte  P  und  P, 
bilden  dann  eine  Gruppe  von  vier  harmo- 
nischen Punkten  und  da  G  die  Mitte  zwi- 
schen A  und  B  ist,  so  haben  wir  noch  die 
Beziehung:  CP  .  CP^  =  r*,    also 

CP  =  -^  oder  CP,  =  ^^ (1) 

wenn  r  der  Halbmesser  des  Kreises  K  ist. 

Bewegt  sich  der  Punkt  Pj  auf  irgend  einer  Kurve  Sj  in  der  Ebene 
des  Kreises  K,  so  durchläuft  der  zugeordnete  Punkt  P  eine  andere  Kurve 
S,  deren  Gestalt  von  Sj  abhängig  und  durch  diese  völlig  bestimmt  ist  S 
und  S^  werden  alsdann  zugeordnete  Kurven  hinsichtlich  des  Kreises  K  ge- 
liannt.  Jede  dieser  Kurven  betrachtet  man  als  eine  Abbildung  der  anderen 
und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (1)  nennt  man  dieses  Abbildungs- 
prindp  das  Princip  der  reeiproken  Radien. 
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2)  Wir  bestimmen  zunäx^hst  diejenige  Kurve,  welche  einer  beliebigen 
Geraden  g  in  Bezug  auf  den  Kreis  K  zugeordnet  ist  (Fig.  182).  Ist  P  der 
Pol  der  Geraden  g,  so  ist  CP  _L  g.  Durch  P  geht  femer  die  Polare  eines 
jeden  Punktes  der  Geraden  g.  Um  hiemach  den  Qi  zugeordneten  Punkt 
zu  bestimmen,  ziehen  wir  durch  P  die  Ge- 
rade g'  J_  zu  CQj.  Ihr  Schnittpunkt  Q 
mit  CQi  ist  alsdann  der  gesuchte  Punkt. 
Da  nun  Q  der  Scheitel  eines  rechten  Win- 
kels ist,  welcher  über  CP  steht,  so  ist  der 
Ort  des  Punktes  Q  der  über  CP  als  Durch- 
messer gezeichnete  Kreis  k.  Einer  belie- 
bigen Geraden  g  ist  somit  ein  Kreis  k  zu- 
geordnet, welcher  durch  den  Mittelpunkt  C 
der  reciproken  Radien  geht.  Dieser  Mittel- 
punkt ist  dem  unendhch  fernen  Punkte  der 
Geraden  g  zugeordnet.  ^^'  ^^^ 

Umgekehrt  ist  jedem  dturch  C  gehenden  Kreise  eine  Gerade  zugeord- 
net. Geht  die  Gerade  g  durch  den  Mittelpunkt  C,  so  wird  der  Durch- 
messer des  zugeordneten  Kreises  unendlich  gross,  der  Kreis  fällt  mit  g  zu- 
sammen.    Jede  durch  G  gehende  Gerade  ist  sich  selbst  zugeordnet 

Anmerkung.  Bezeichnen  wir  die  Strecke  CPi  mit  x,  die  Halbmesser  der  Kreise 
K  und  k  mit  R  bez.  r,  die  Längen  der  Tangenten  von  Pj  an  K  und  k  mit  T  bez.  t, 
so  ist: 

T«  =  x»  — R«   und   t«  =  (x  — r)«  — r»  =  x»  — 2rx. 

Da  nun  nach  Gl.  1)  CP.CPi=R«  oder  2rxr=R»  ist,  so  sind  die  für  T*  und  t« 
gefundenen  Ausdrücke  einander  gleich,  woraus  folgt,  dass  g  die  Chordele  des  ihr  zu- 
geordneten Kreises  und  des  Kreises  K  ist.  Schneidet  demnach  die  g  den  Kreis  k,  so 
geht  der  zugeordnete  Kreis  durch  die  beiden  Schnittpunkte  und  wenn  g  den  Kreis  K  be- 
rührt, so  berührt  auch  der  zugeordnete  Kreis  den  Kreis  K  in  demselben  Punkte.  Über- 
haupt ist  jeder  Punkt  im  Umfange  des  Kreises  K  sich  selbst  zugeordnet 

3)  Sind  die  durch  C  gehenden  Kreise  M  und  M'  (Fig.  183)  den  Ge- 
raden g  bez.  g'  hinsichüich  des  Kreises  K  zugeordnet,  so  ist  der  Schnitt- 
punkt A  von  M  und  M'  dem  Schnittpunkte  A'  der  Geraden  g  und  g  zu- 
geordnet. Die  beiden  Tangenten,  welche  in  C  die  Kreise  M  und  M'  be- 
rühren, sind  den  Geraden  g  und  g'  bez.  parallel;  M  und  M'  schneiden  sich 
deshalb  in  C  imd  folglich  auch  in  A  unter  einem  Winkel,  welcher  dem  von 
g  und  g'  gebildeten  Winkel  gleich  ist. 

4)  Einem  von  drei  Geraden  g,  g',  g"  (Fig.  184)  gebildeten  Dreieck 
A'B'C  ist  das  von  drei  Bögen  der  entsprechenden  Kreise  gebildete  Dreieck 
ABC  zugeordnet  Nach  3)  schneiden  sich  die  Kreise  in  den  Ecken  dieses 
Dreiecks  unter  denselben  Winkeln  wie  die  Geraden  g,  g'  und  g".  Sind 
demnach  die  beiden  zugeordneten  Dreiecke  unendlich  klein,  so  kann  man 

Schlotke,  Darstellende  Geometrie.  F^.  IQ 
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die  Bögen  AB,  AG,  BC  als  gerade  Linien  ansehen  und  die  zugeordneten 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C  sind  wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  einander 
ähnlich.    Hieraus  ergiebt  sich  der  folgende  wichtige  Satz: 

Zwei  einander  zugeordnete  Figuren  F  und  F  sind  als  Abbildungen  von- 
einander zu  betrachten,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  unendlich 


Fig.  183. 


Fig.  184. 


kleinen  Teile  der  einen  den  zugeordneten  Teilen  der  anderen  ähnlich  sind. 
Zwei  zugeordnete  Kurven  treflfen  sich  in  ihren  Schnittpunkten  unter  gleichen 
Winkeln.  Alle  durch  einen  Punkt  gehenden  unendlich  kleinen  Strecken  sind 
den  ihnen  zugeordneten  Strecken  proportioniert. 

5)  Einem  beliebigen  Kreise  ist  wiederum  ein  Kreis  zugeord- 
net. Denn  aus  der  ÄhnUchkeit  der  unendhch  kleinen  einander  zugeordneten 
Teile  folgt,  dass  die  einem  Kreise  zugeordnete  Kur\'e  nieder  eine  Kune 
von  konstanter  Krümmung  sein  muss. 

Dieser  wichtige  Satz  kann  jedoch  auch  ohne  Rücksicht  auf  4)  leicht 
bewiesen  werden.     Nehmen  wir  an,  es  sei  k  der  gegebene  Kreis,  dessen 

zugeordnete  Figur  hinsichtlich 
des  Kreises  K  bestimmt  wer- 
den soll  (Fig.  186),  g  sei 
die  Zentrallinie  der  Kreise  K 
und  k,  und  auf  dieser  seien 
M'  und  N'  den  Punkten  M 
bez.  N  zugeordnet.  Dann  ist: 
CM.CM'=CN.CN'(=RO, 
venn  R  der  Halbmesser  von 
K  ist.  Eine  andere  durch 
den  Mittelpunkt  C  der  reci- 
proken  Radien  gehende  Gerade  g'  schneide  den  Kreis  k  in  A  und  B.  Diesen 
seien  die  Punkte  A'  bez.  B'  zugeordnet.   Dann  ist  CA  .  C A'  =  CB  .  CB'=  R*. 


Fig.  185. 
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Hieraus  folgt  nun:    CA .  CA'  =  CM  .  CM' 

CB .  CB'  =  CM .  CM'  =  CN  .  CN'. 

Nach  dem  bekannten  Sekantensatz  der  Planimetrie  ergiebt  sich  hieraus, 
dass  AA'M'M  und  BB'N'N  Kreisvierecke  sind.  Folglich  ist  /  «+  Z  ß"=2R; 
Z  a '  +  Z ß"  =  2R,  folgUch  /_(i  =  la:'  und  folgUch  B'N'  ||  AM.  Ebenso 
leicht  ergiebt  sich,  dass  L^^=  L^\  folglich  auch  BN  ||  A'M'  ist.  Hiemach 
beträgt  die  Summe  der  Winkel  a  imd  ß  ebenfalls  2R,  also  hegen  die  Punkte 
A',  B',  M',  N'  auf  einem  Kreise.  Das  Gleiche  kann  für  beliebige  andere 
Paare  zugeordneter  Punkte  nachgewiesen  werden. 

Die  von  C  an  k  gezogenen  Tangenten  haben  jede  nur  einen  Punkt 
mit  k  gemeinschaftlich.  FolgUch  kann  auch  nur  je  ein  Punkt  des  zugeord- 
neten  Kreises  auf  jeder  derselben  Uegen,  d.  h.  jene  Tangenten  berühren 
auch  den  zugeordneten  Kreis.  Der  Mittelpunkt  der  reciproken  Badien  ist 
demnach  der  äussere  ÄhnUchkeitspunkt  von  je  zwei  einander  zugeordneten 
Kreisen. 

6)  Sind  k,  und  kj  (Fig.  186)  zwei  beHebige  Kreise  und  kj'  bez.  kg' 
die  denselben  in  Bezug  auf  den  Kreis  K  zugeordneten  Kreise,  dann  ist  der 
OentraUinie  g  von  k^  und  k^  der 
durch  den  Mittelpunkt  C  der  reci- 
proken Radien  gehende  Kreis  k 
zugeordnet.  Da  g  die  Kreise  k^ 
und  kg  rechtwinldig  schneidet,  so 
muss  dasselbe  mit  k  in  Bezug  auf 
k^'  und  kg'  der  Fall  sein. 

Wenn  denmach  3  Kreise  k^, 
k,  und  kg  gegeben  sind  und  man 
nimmt  den  Mittelpunkt  der  reci- 
proken Radien  auf  dem  Umfang 
defirjenigen  Kreises  k  an,  welcher 
die  3  gegebenen  Kreise  rechtwink- 
Ug  durchschneidet  (Orthogonal- 
kreis), so  werden  die  letzteren  in 
drei  andere  Kreise  verwandelt, 
welche  von  der  dem  Kreise  k  zugeordneten  Geraden  g  rechtwinkhg  durch- 
schnitten werden.  Dies  ist  jedoch  nur  mögUch,  wenn  g  durch  die  Mittel- 
punkte der  drei  zugeordneten  Kreise  geht. 

Man  löse  hiemach  die  Aufgabe:  Drei  gegebene  Kreise  mittelst  reciproker 
Radien  in  drei  andere  Kreise  zu  verwandeln,  deren  Mittelpunkte  in  einer 
Geraden  hegen. 

6)  Mittelpunkt  und  Halbmesser  desjenigen  Ej*eises  zu  finden,  in  Bezug 
auf  welchen  zwei  gegebene  Kreise  einander  zugeordnet  sind. 

10* 


Fig.  186. 
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7)  Die  den  Kegelschnitten  zugeordneten  Kurven  zu  finden,  wenn  der 
Mittelpunkt  der  reciproken  Radien  in  einem  Brennponkt«  liegt. 

a)  Der  Kegelschnitt  sei  eine  Parabel  (Fig.  187);  k  sei  der  um  den 
Brennpunkt  F  gezeichnete  Kreis,  in  Bezug  auf  welchen  die  der  Parabel  zu- 
geordnet« Kurve  konstruiert  werden  soll.  FS  sei  die  Achse,  TU  die  Tan- 
gent«,  weiche  die  Parabel  in  ihrem  Scheitel  S  berührt  Schneidet  die  Tan- 
gente den  Kreis  k  in  T  und  U,  so  geht  durch  diese  beiden  Punkte  und 
durch  F  der  Kreis  k,,  welcher  der 
Tangente  TU  zugeordnet  ist.  Die 
Achse  der  Parabel  trifft  k,  in  dem 
S  zugeordneten  Punkte  S'.  Es  sei 
nun  TU'  irgend  eine  andere  Tan- 
gente der  Parabel,  Q  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  Scheiteltangente,  dann 
ist  QF  _LrU'  {s.  IV,  28,  I.  Teil). 
Verlängern  wir  QF,  bis  sie  k,  in 
Q'  schneidet,  dann  ist  Q'  der  dem 
Q  zugeordnete  Punkt.  Folglich  ist 
F  Q'  der  Durchmesser  des  Kreises 
k,,  welcher  der  Tangente  T'U'  zu- 
geordnet ist.  Die  letztere  berührt 
die  Parabel  in  N,  (wenn  NQ  =  QL 
ist);  ziehen  wir  demnach  den  Strahl 
von  F  durch  N,  so  schneidet  derselbe  den  Kreis  k,  in  dem  Punkte  N', 
welcher  dem  Punkte  N  der  Parabel  zugeordnet  ist. 


Q 

f\) 

V^^^ 

^ 

^A-htT^^ 

'       X 

'  PL 

A 

Wir  können  auf  diese  Weise  behebig  viele  Punkte  der  gesuchten  Kurve 
konstruieren.  Für  die  zeichnerische  Darstellung  ergiebt  sich  hiemach  die 
Kurve  leicht  als  Einhüllende  aller  jener  Kreise,  welche  den  Tangenten  der 
Parabel  zugeordnet  sind.  Für  diese  Kreise  lässt  sich  jedoch  ein  noch  ein- 
facheres Bildungsgesetz  angeben.     Man  erkennt  aus  der  oben  angegebenen 
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Konstruktion  leicht,  dass  jede  von  F  ausgehende  Sehne  z.  B.  FQ'  des  Kreises 
kl  ein  Durchmesser  eines  solchen  Kreises  ist.  Die  Mittelpunkte  aller  der 
Kreise  liegen  deshalb  wieder  auf  einem  Kreise  K,  dessen  Durchmesser 
PF  =  J  FS'  ist.  Hiemach  ist  die  der  Parabel  zugeordnete  Kurve  die  Ein- 
hüllende aller  Kreise,  welche  durch  F  gehen  und  deren  Mittelpunkte  auf  K 
liegen.     Auf  diese  Weise  ist  die  Kurvb  in  Fig.  188  dargestellt. 

Wir  können  aber  auch  eine  einfache  Konstruktion  einzelner  Punkte 
finden.  Ziehen  wir  nämlich  N'  Q',  so  ist  F  N'  Q'  als  ein  auf  dem  Durch- 
messer FQ'  stehender  Peripherie winkel  in  dem  Kreise  kj  ein  rechter  Winkel. 
Femer  ist  noch  /NFQ  =  /QFS  =  /PQ'F  (IV,  28,  I.  Teil),  folgUch 
PQ'IIFN'.  Hiernach  steht  auch  N'Q'JLPQ',  folglich  ist  N'Q'  eine  Tan- 
gente des  Kreises  k^  und  FN'  das  von  F  auf  jene  Tangente  gefällte  Lot. 

Die  der  gegebenen  Parabel  zugeordnete  Kurve,  welche  Kardioide  ge- 
genannt wird,  ist  der  Ort  der  Fusspunkte  aller  von  F  auf  die  Tangenten 
des  Kreises  k^  gefällten  Lote,  Fig.  189  (s.  d.  Verf.  Analyt.  Geometrie  der 
Ebene  VHB,  15;  VUIA,  5  u.  B,  5). 

8)  Soll  die  einer  Ellipse  zugeordnete  Kurve  gefunden  werden,  so  zeich- 
nen wir  um  die  grosse  Achse  als  Durchmesser  den  Hauptkreis  (Fig.  190). 


Fig.  190. 

Um  den  Brennpunkt  F  als  Mittelpimkt  reciproker  Radien  sei  der  Kreis  K 
gezeichnet;  in  Bezug  auf  letzteren  sei  k  der  dem  Hauptkreis  zugeordnete 
Kreis.  AB  sei  eine  beliebige  Tangente,  welche  K  in  A  und  B  schneidet. 
Dann  ist  (nach  IV,  26  im  L  Teü  d.  W.)  BF  J_  AB.  Der  Strahl  FB  trifft 
k  in  dem  Punkte  B',  welcher  B  zugeordnet  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  aber, 
dass  der  um  FB'  als  Durchmesser  gezeichnete  Kreis  der  Tangente  AB  zu- 
geordnet ist.  Jede  von  F  an  den  Umfang  des  Kreises  k  gezogene  Gerade 
ist  hiemach  Durchmesser  eines  Kreises,  welcher  einer  Tangente  der  Ellipse 
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zugeordnet  ist.  Alle  derartigen  Kreise  hüllen  die  der  Ellipse  : 
Kurve  ein.  Der  Ort  der  Mittelpunkt«  dieser  Kreise  ist  wieder  ein  Kreis  k'; 
für  den  letzteren  imd  k  ist  F  ein  ÄhnKchkeitepnnkt.  Hiemach  können  wir 
die  gesuchte  Kurve  auch  aufbssen  als  die  Einhüllende  aller  Kreise,  deren 
Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  k'  liegen  und  deren  Umfange  durch 
einen  festen  innerhalb  k'  liegenden  F  Punkt  gehen. 

Man  zeige  auch,  dass  die  der  EUipse  zugeordnete  Kurve  der  Ort  der 
Fusspunkte  aller  Senkrechten  ist,  welche  man  von  F  aus  auf  alle  Tangenten 
des  Kreises  k  fäUen  kann.  —  In  Fig.  191  ist  die  Kurve  als  Einhüllende  der 
vorhin  erwähnten  Kreise  imd  in  Fig.  192  als  Ort  jener  Fusspunkte  dargestellt. 


9)  Die  Kurve,  welche  einer  Hyperbel  in  Bezug  auf  einen  Brennpunkt 
als  Mittelpiuikt  reci- 
proker  Radien  zuge- 
ordnet ist  (Fig.  193), 
ergiebt  sich  in  gleicher 
Weise  als  EinhUUende 
aller  Kreise,  deren 
Mittelpunkte  auf  einem 
festeu  Kreise  k  liegen 
und  deren  Umfange 
durch  einen  ausserhalb 
k  liegenden  festen 
Punkt  gehen  (siehe 
Fig.  194).  Oder  auch 
als  Ort  der  Fusspunkte 
der  Lote,  welche  von 
^t- 193.  einem  ausseibalb  dnes 

Kreises  gegebenen  Punkte  auf  alle  Tangenten  dieses  Kreises  gefallt  werden 

können  (s.  Fig.  195). 


Prükcip  der  reoiproken  Radien. 


10)  Wir  betrachten  noch  die  Kurre,  welche  einem  Kegelschnitt  in  Bez 
auf  deseen  Mittelpunkt  als  Mittelpunkt  redproker  Radien  zugeordnet  i 


Hierhei  können  natürlich  nur  ElUpee  und  Hyperbel  in  Betracht  kommen. 
Wir  nehmen  lär  beide  den  Hauptkreie  als  derjenigen  au,  in  Bezug  auf 
welchen  die  der  Ellipse  bez.  Hyperbel  zugeordnete  Kurve  gefunden  werden 
soll  (Fig.  196  und  197). 

Wir  zeichnen  einen  beliebigen  Kreis  P  (Fig.  196),  welcher  durch  den 
Mittelpunkt  C  der  redproken  Radien  geht  und  den  Hanptkreis  des  Kegel- 
schnittes in  m  und  n  schneidet;  die  durch 
m  und  n  gebende  Sekant«  ist  dann  dem 
Kröse  F  zugeordnet  Schneidet  nun  P  den 
gezeichnet  gegebenen  Kegelschnitt  in  F  und 
G,  dann  hegen  die  zugeordneten  Punkte  f 
und  g  auf  mn.  Trifft  dagegen  mn  den 
Kegelschnitt  in  D  und  E,  so  hegen  die  zu- 
geordneten Punkte  d  und  e  auf  P.  Hier- 
nach lassen  sich  so  viele  Punkte  der  zu- 
geordneten Kurve  bestimmen,  dass  dieselbe 
durch  Zeichnung  dargestellt  werden  kann. 

Die  der  Hyperbel  zugeordnete  Kurve 
geht  durch  C.  Dieser  Punkt  ist  den  un- 
endhch  fernen  Punkten  der  Hyperbel  zu- 
geordnet. Die  Kurve  (Lemniskate)  eiMlt 
eine  schleifenartige  Gestalt;  die  Asymptoten 
der  Hyperbel  berühren  die  Kurve  in  C.  (S 
Geometrie  Abschn.  VHI  A,  6). 

11)  Der  Mittelpunkt  M  eines  Kreises  i 


.  hierüber  des  Vert  Analytische 


1  Halbmesser  r  (Fig.  198)  ist 
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um  die  Strecke  k  vom  Mittelpunkt  C  der  reciproken  Radien  entfernt  Um 
G  ist  ein  Kreis  vom  Halbmesser  a  gezeichnet.  Wie  gross  ist  in  Bezug  auf 
diesen  der  Halbmesser  des  dem  ersteren  zugeordneten  Kreises? 


Flg.  197. 


Aufl.    Die  Abstände  der  beiden  auf  der  Centrale  CM  liegenden  Punkte 
A  und  B  von  C  sind  k  +  r  bez.  k  —  r;   folglich  erhalten  wir  für  die  Ent- 
fernungen der   ihnen   zugeordneten 
Punkte  A'  und  B'  von  C  (s.  l)  die 


Werte: 


a 


2 


bez.   :r- 


a 


Der 


Fig.  198. 


k  +  r    """■    k  —  r 
Unterschied   dieser   beiden  Entfer- 
femungen,  nämlich 

.,ri' a^ a^ 2a*r 

""k  — r      k+r~k«"^T« 
ist  der  Durchmesser  des  zugeord- 
neten Kreises,  folglich  hat  der  Halbmesser  desselben  die  Grösse:  -:i-= r-- 

k*  —  r* 

12)  Zwei  Kreise  haben  die  Halbmesser  r^  und  r,  (Fig.  199).  Die  Ent- 
fernung ihrer  Mittelpunkte  A  und  B  ist  e.  Welche  Lage  muss  der  Mittel- 
punkt reciproker  Radien  haben,  wenn  die  den  ersteren  zugeordneten  Kreise 
gleich  gross  sein  sollen? 

Aufl.  Es  sei  C  der  gesuchte  Mittelpunkt,  seine  Entfernungen  von  A 
imd  B  gleich  k^  bez.  kg,  a  der  Halbmesser  des  um  C  beschriebenen  Kreises, 
dann  sind  in  Bezug  auf  diesen  die  Halbmesser  der  den  gegebenen  zugeord- 
neten Kreise  nach  11): 


a^r^ 
k?— r! 


und 


a^rj 
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Sollen  diese  einander  gleich  sein,  so  ergiebt  sich  für  k^  und  k,  die 

Bedingungsgleicbung: 

a*  ri  a*  r, 


k!  _  r?        k!  —  rj  ' 


woraus  durch  leichte  Umformung  folgt: 


\r*r   k*  r 


. (1) 

fl  —  ^2 


71g.  199. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Halbmesser  a  des  Kreises,  in  Bezug  auf 
welchen  die  den  gegebenen  zugeordneten  Kreise  bestimmt  werden  sollen, 
nicht  in  Betracht  kommt.  Da  femer  die  beiden  Abstände  des  Punktes  C 
von  A  und  B  nur  an  die  Bedingung  (t)  geknüpft  sind,  so  bleiben  dieselben 
noch  unbestimmt,  d.  h.  es  ist  der  Ort  des  Punktes  C  zu  ermitteln. 

Eine  leichte  Rechnung  wird  uns  nun  zeigen,  dass  C  von  dem  äusseren 

Ähnlichkeitspunkte  S  der  gegebenen  Kreise  einen  unveränderlichen  Abstand 

hat.   Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  S  von  B  mit  p,  so  haben  wir: 

e  +  p  :  p  =  ri :  r j 

er 

woraus  folgt:    p  = * — (2) 

Ti       rg 

Wir  ziehen  CD  senkrecht  zu  AB  und  bezeichnen  BD  mit  x,  dann  ist 

nach  einem  bekannten  Satze  der  Planimetrie: 

k;=R«  +  (p  +  e)»-2(p  +  e)(p  +  x) 

kJ  =  R»  +  p»-2p(p  +  x), 

veno  CS  =  B  gesetzt  wird.    Durch  EliminatioQ  von  (p-|-x)  folgt  hieraus: 

kJp-k:(p  +  e)  =  pe(p  +  e)-R»e, 

oder  wenn  wir  links  fUr  p  den  Wert  aus  2)  einfuhren: 

k,  rj       k,  r, 


rj  —  r, 


=  p(p  +  e)-R*. 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  können  wir  nach  1)  durch  das  Pro- 
dukt rjr,  ersetzen,  dann  erhalten  wir: 

R*  =  p(p  +  e)-r,r, (3) 

Hieraus  folgt,  dass  R  stets  denselben  Wert  hat,  welches  auch  die  Einzel- 
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werte  von  k^  und  k,  sein  mögen;  folglich  ist  der  Ort  des  Punktes  C  ein 
Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  äussere  Ähnlichkeitspunkt  S  ist  Der  Halb- 
messer R  kann  nach  Formel  (3)  leicht  konstruiert  werden  (Fig.  200).  S  sei 
der  äussere  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  gegebenen  Kreise  A  und  B.    Um 


/ 


X 


/ 


/ 


/ 


/ 


/ 


\ 


\ 


/    /     / 


^v        \  !  /       /     / 

■ -^5%^' 

Fig..SOO. 


/    /       / 


AS  als  Durchmesser  zeichne  man  den  Kreis  M,  errichte  in  B  das  Lot  BC 
zu  AS  und  ziehe  CS,  dann  ist  CS*  =  p(p  +  ö).  Femer  verlängere  man 
CS  und  mache  CE  =  r,,  CD  =  r2  und  zeichne  um  DE  als  Durchmesser 
den  Kreis  N.  Verlängert  man  AC  bis  P,  so  ist  CP*  =  rjr,.  Um  C  zeichne 
man  mit  dem  Halbmesser  CP  einen  Kreis  und  ziehe  von  S  aus  die  Tan- 
gente SQ  an  denselben,  dann  ist  in  dem  bei  Q  rechtwinkligen  Dreieck  CSQ: 
SQ«  =  CS«  —  CQ»  =  CS*  —  CP«  =  p  (p  +  e)  —  r^r,. 
Folglich  ist  SQ  der  gesuchte  Halbmesser. 

13)  Es  sind  drei  Kreise  K^,  K^  und  K3  gegeben.  Man  soll  den  Mittel- 
punkt der  reciproken  Radien  so  bestimmen,  dass  die  K^,  K2  und  K,  zu- 
geordneten Kreise  gleich  gross  werden. 

Leicht  nach  12)  zu  lösen. 

14)  Einen  Kreis  zu  konstruieren,  welche  drei  gegebene  Kreise  K^,  K^ 
und  K3  berührt  Diese  bekannte  Aufgabe  lässt  sich  mit  Hülfe  des  Prindps 
reciproker  Radien  lösen.  Man  verwandelt  die  drei  gegebenen  Kreise  in  drei 
gleich  grosse  Kreise.    Konstruiert  man  nun  denjenigen  Kreis,  welcher  durch 
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die  Mittelpunkte  der  letzteren  geht,  so  ist  derselbe  konzentrisch  mit  den- 
jenigen Kreisen  y  welche  diese  von  aussen  oder  innen  berühren.  Die  zu- 
geordneten Kreise  dieser  Berührungskreise  werden  nun  K^,  K,  und  K,  be- 
rühren.   Ebenso  leicht  sind  die  übrigen  noch  möglichen  Kreise  zu  finden» 

15)  Es  seien  Kj  und  K,  zwei  sich  von  innen  berührende  Kreise  (Fig.  201)» 
Man  soll  in  die  von  den  beiden  Umfangen  begrenzte  Sichel  Kreise  zeichnen^ 
Yon  denen  jeder  den  folgenden  Kreis  und  ausserdem  K^  und  K,  berührt. 


Aufl.  Wir  nehmen  den  Berührungspunkt  C  zum  Mittelpunkt  reciproker 
Radien  und  zeichnen  um  C  den  Kreis  K  mit  beliebigem  Halbmesser.  Den 
Kreisen  K^  und  K^  sind  in  Bezug  auf  K  die  Sekanten  s^  und  s,  zugeord- 
net und  der  Kreissichel  entspricht  demnach  der  unendhche  Streifen  zwischen 
Sj  und  82 .  In  den  letzteren  lassen  sich  unzählig  viele  gleiche  Kreise  zeichnen^ 
von  denen  jeder  den  folgenden  und  ausserdem  S|  und  s,  berührt  Diesen 
Kreisen  sind  nun  die  gesuchten  Kreise  zugeordnet ,  welche  hiemach  leicht 
konstruiert  werden  können. 

16)  In  einen  konzentrischen  Kreisring  lassen  sich  gleich  grosse  Be- 
rühnmgskreise  hineinlegen,  von  denen  jeder  den  folgenden  berührt.  Wenn, 
in  der  Reihe  dieser  Kreise  der  letzte  den  ersten  wieder  berührt,  so  heisst 
dieselbe  eine  geschlossene  Kreisreihe.  Die  Reihe  der  Berührungskreise  schliesst 
sich  in  diesm  Falle  immer,  auch  bei  beUebiger  Lage  des  ersten  Kreises. 

Durch  reciproke  Radien  wird  nun  eine  derartige  Figur  in  einen  nicht 
konzentrischen  Kreisring  verwandelt.  Die  zugeordneten  Berührungskreise 
werden  ungleich;  ihre  Reihe  schUesst  sich,  wenn  dies  mit  der  Reihe  der 
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fierührungskreise  im  konzentrischen  Ringe  der  Fall  ist,  und  dann  auch  bei 
jeder  Lage  des  ersten  Kreises. 

In  Fig.  202  ist  ein  konzentrischer  Ring  mit  einer  geschlossenen  Reihe 
von  6  Berührungskreisen  und  die  zugeordnete  Figur  in  Bezug  auf  G  als 

Mittelpunkt  reciproker  Radien  und 
den  Kreis  K  dargestellt 

Man  zeichne  auch  die  dem 
konzentrischen  Ringe  und  den  Be- 
rührungski-eisen  zugeordnete  Figur, 
wenn  der  Mittelpunkt  der  reci- 
proken  Radien  auf  dem  Umfange 
des  äusseren  Kreises  etwa  in  C 
liegt. 

17)  Zwei  gegebene  Kreise  Kj 
und  K2  in  zwei  konzentrische 
üjreise  zu  verwandeln  (Fig.  203). 

Aufl.  Diese  Aufgabe  ist  nur 
lösbar,  wenn  die  gegebenen  Kreise 
K|  und  Kj  sich  nicht  schneiden. 
Es  sei  P  der  Punkt,  in  welchem 
die  Chordale  c  von  K^  und  K, 
die  CentralUnie  der  letzteren  trifft 
Um  P  zeichnen  wir  den  Ortho- 
gonalkreis  K';  dieser  schneidet  die 
Gentralhnie  in  den  Punkten  G| 
und  G,.  Alle  Kreise,  welche  durch 
G|  und  Gg  gehen,  schneiden  K^ 
und  K2  rechtwinklig.  Nehmen 
wir  deshalb  einen  der  Punkte  z.  B. 
Gl  als  Mittelpunkt  reciproker  Ra- 
dien an,  so  werden  alle  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Kreise  in 
gerade  Linien  verwandelt,  welche 
die  Kj  und  K,  zugeordneten  Kreise 
rechtwinküg  schneiden.  Dies  ist 
jedoch  nur  mögUch,  wenn  jene 
Kreise  konzentrisch  sind. 

18)  Man  löse  hiemach  die  Aufgabe:  In  einen  nicht  konzentrischen 
Kreisring  Kreise  zu  legen,  welche  die  beiden  gegebenen  berühren,  und  von 
denen  jeder  den  folgenden  Kreis  berührt 


Fig.  202. 
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19)  Drei  Kreise  Kj,  Kj,  Kj  gehen  durch  einen  Punkt  A.     Man  soll 
einen  andern  Kreis  zeichnen,  welcher  die  gegebenen  Kreise  berührt  (F\g.  204). 


Flg.  aos. 


Aufl.  Um  A  als  Mittelpunkt  zeichnen  wir  einen  beliebigen  Kreis  K, 
welcher  die  Kreise  Kj,  K,  und  Kg  schneidet.  Dann  sind  den  letzteren  in 
Bezug  auf  K  die  Sekanten  s^,  Sj  und  s^  bezüglich  zugeordnet.     Wir  kon- 


Fig.  204. 


struieren  den  Kreis  P,  welcher  s^,  s^  und  Sj  berührt,  ziehen  von  A  aus 
durch  die  Berührungspunkte  BjBg  und  Bj  die  Geraden  AB',  AB"  und  AB"'. 
Die  Punkte  B',  B"  und  B'"  sind  nun  die  Punkte,  in  welchen  der  P  zu- 
geordnete Kreis  K  die  drei  gegebenen  Kreise  berührt.  Den  Mittelpunkt  C 
findet  man  als  Schnittpunkt  der  Geraden  B'Cj,  B"Cj,,  B'^Cg. 
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Die  übrigen  drei  noch  möglichen  Kreise  sind  denjenigen  Kreisen  zu- 
geordnet, welche  dem  aus  s^,  Sj  und  s^  gebildeten  Dreieck  anbeschrieben 

sind.  Man  konstruiert  dieselben  in  glei- 
cher Weise. 

20)  Den  Ort  des  Mittelpunktes  reci- 
proker  Badien  zu  finden,  für  welchen  die 
einem  gegebenen  Kreise  K  und  einer  ge- 
gebenen Geraden  g  zugeordneten  Kreise 
gleich  gross  werden  (Fig.  206). 

Aufl.  Zieht  man  durch  den  Mittel- 
punkt C  des  Kreises  K  die  Gerade  CD 
senkrecht  zu  g  und  triffl:  dieselbe  den 
Kreis  in  E,  so  ist  der  gesuchte  Ort  ein 

Kreis  K'  um  E  als  Mittelpunkt,  dessen  Halbmesser  =  V  2r  (r  +  h)  ist, 
wenn  r  den  Halbmesser  des  Kreises  K  und  h  den  Abstand  CD  bedeutet. 
21)  Den  Mittelpunkt  reciproker  Radien  so  zu  bestimmen,  dass  die  einem 
gegebenen  Kreise  und  zwei  gegebenen  Geraden  zugeordneten  Kreise  gleich 
gross  werden. 
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22)  Sind  K  imd  k  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kreis  P  einander  zugeord- 
nete Kreise,  so  beschreiben  diese  bei  einer  Drehung  um  ihre  gemeinschaft- 
liche Centrallinie  drei  Kugelflächen  K',  k'  und  P'.  Jede  durch  den  Mittel- 
punkt C  der  Kugelfläche  P'  gehende  Gerade  schneidet  K'  und  k'  in  zwei 
Paaren  einander  zugeordneter  Punkte.  Gteht  der  Kreis  K  durch  C,  so  ist 
demselben  eine  Gerade  g  zugeordnet,  welche  bei  der  Drehung  um  die  Cen- 
trallinie eine  Ebene  beschreibt.  Hiei:aus  folgt:  Einer  beliebigen  Kugelfläche 
K  ist  immer  eine  Kugelfläche  K'  und  wenn  K  durch  den  Mittelpimkt  der 
reciproken  Radien  geht,  eine  Ebene  zugeordnet  Umgekehrt  ist  jeder  Ebene 
«ine  Kugelfläche  zugeordnet. 

Aus  3)  d.  Abschn.  folgt  leicht,  dass  zwei  Ebenen  sich  unter  demselben 
Winkel  schneiden,  wie  die  ihnen  zugeordneten  Kugelflächen.  Einem  Ton  vier 
Ebenen  gebildeten  unendlich  kleinen  Tetraeder  ist  ein  von  vier  Kugelflächen 
«ingeschlossenes  ebenfalls  unendHch  kleines  Tetraeder  zugeordnet,  welches 
-dem  ersteren  ähnUch  ist.  Da  auch  die  zugeordneten  Seitenflächen  der 
Tetraeder  ähnlich  sind,  so  folgt: 

Durch  reciproke  Radien  werden  zwei  einander  zugeordnete  Flächen 
derart  aufeinander  abgebildet,  dass  ihre  kleinsten  Teile  bez.  ahnUch  sind. 
2wei  auf  der  einen  Fläche  liegende  Kurven  schneiden  sich  unter  demselben 
Winkel  wie  die  ihnen  zugeordneten  Kurven  der  anderen  Fläche. 
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Einer  beliebig  im  Baume  liegenden  Kreislinie  k  ist  wieder  eine  Kreis- 
linie zugeordnet,  welche  sich  in  eine  Gerade  verwandelt,  wenn  k  durch  den 
Mittelpunkt  der  reciproken  Radien  geht.  Denn  zwei  Kugelfiächen,  welche 
man  durch  k  legt,  sind  wieder  zwei  Kugelflächen  zugeordnet,  deren  Durch- 
schnitt die  k  zugeordnete  Kreislinie  ist. 

Jede  durch  den  Mittelpimkt  der  reciproken  Radien  gehende  Ebene  ist 
sich  selbst  zugeordnet 

23)  Drei  gegebene  Kugelflächen  K^,  K^,  K,  in  drei  andere  zu  verwan- 
deln, deren  Mittelpunkte  in  einer  Geraden  hegen. 

Anl.  zur  Aufl.  Wir  legen  durch  die  drei  Mittelpunkte  der  gegebenen 
Kugeln  eine  Ebene  E.  Diese  schneidet  K|,  K,  und  K,  in  drei  grössten 
Kreisen.  Nach  6)  bestimmen  wir  den  Mittelpunkt  der  reciproken  Radien 
80,  dass  die  Mittelpunkte  der  zugeordneten  Kreise  in  einer  Geraden  hegen. 

24)  Zwei  gegebene  Kugeln  in  zwei  konzentrische  Kugeln  zu  verwandeln. 
Nach  17)  auszufiihren. 

25)  Mittelpunkt  und  Halbmesser  derjenigen  Kugel  zu  finden,  in  Bezug 
auf  welche  zwei  gegebene  Kugeln  einander  zugeordnet  sind. 

26)  Zwei  gegebene  Kugelflächen  K^  und  Kj  in  zwei  gleich  grosse  Kugel- 
flächen  zu  verwandehi.     • 

Aufl.  Durch  die  Mittelpunkte  C^  und  Cj  der  beiden  Kugeln  legen 
wir  eine  Ebene  E,  welche  K^  und  K,  in  zwei  grössten  Kreisen  k^  imd  kg 
schneidet  S  sei  der  äussere  ÄhnUchkeitspunkt  der  letzteren.  Um  S  werde 
in  E  derjenige  Kreis  k'  gezeichnet,  welcher  nach  12)  d.  Abschn.  der  geo- 
metrische Ort  des  Mittelpunktes  reciproker  Radien  ist,  in  Bezug  auf  welchen 
die  k^  und  k^  zugeordneten  Kreise  gleich  gross  werden.  Drehen  wir  k|, 
ky  und  k'  um  die  Centrallinie  CiCg,  so  beschreiben  k^  und  k^  die  Kugel- 
flächen K,  und  K,  und  k'  eine  neue  Kugelfläche  K'.  Die  letztere  ist  der 
Ort  des  Mittelpunktes  reciproker  Radien,  in  Bezug  auf  welche  nun  die  K^ 
und  K,  zugeordneten  Kugelflächen  gleich  gross  werden. 

27)  Den  Ort  des  Mittelpunktes  reciproker  Radien  so  zu  bestimmen, 
dass  die  drei  gegebenen  Kugelflächen  K^,  Kg  und  K,  zugeordneten  Kugel- 
flächen gleich  gross  werden  (Fig.  206). 

Aufl.  Die  Ebene,  welche  durch  die  Mittelpunkte  C^,  C,  und  Cj  der 
gegebenen  Kugeln  geht,  nehmen  wir  als  Projektionsebene  an.  S^  sei  der 
äussere  Ähnhchkeitspunkt  der  Kugeln  K^  und  Kg,  ebenso  Sg  derjenige  der 
Kugeln  Kj  und  K3.  Der  Kreis  K'  sei  die  Projektion  derjenigen  Kugelfläche, 
auf  welcher  der  Mittelpunkt  reciproker  Radien  hegen  muss,  wenn  die  K^ 
und  Kg  zugeordneten  Kugeln  gleich  gross  sein  sollen.  Für  K^  und  Kg  sei 
der  Kreis  K"  die  Projektion  der  Kugelfläche  von  der  gleichen  Eigenschaß;. 
Der  Durchschnittskreis  von  K'  und  K",  dessen  Projektion  die  gemeinschaftUche 
Sehne  AB  ist,  stellt  dann  den  Ort  des  Mittelpunktes  reciproker  Radien  dar, 
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in  Bezug  auf  welchen  die  den  Kugeln  K^,  K,  und  E3  zugeordneten  Kugeln 
gleich  gross  werden. 

28)  Den  Mittelpunkt  der   reciproken  Radien   so   zu   bestimmen,   dass 

diejenigen  Eugelflächen, 
welche  vier  gegebenen  Ku- 
gehi  zugeordnet  sind,  gleich 
gross  werden. 

Leicht  nach  27). 
29)  Es  sind  vier  Kugel- 
flächen gegeben;  man  soll 
die  Mittelpunkte  derjenigen 
Kugelflächen  finden,  welche 
die  gegebenen  Kugelflächen 
sämtlich  von  aussen  oder 
von  innen  berühren. 

Anl.  zur  Aufl.  Wir  be- 
stimmen den  Mittelpunkt 
reciproker  Radien  so,  dass 
die  Kj,  K2,  K3  und  K4  zu- 
geordneten Kugelflächen  K', 
K",  K'"  und  K""  gleich 
gross  werden.  Diejenige  Kugelfläche,  welche  durch  die  Mittelpunkte  der 
letzteren  geht,  ist  konzentrisch  mit  den  beiden  Kugelflächen  Q  und  Q', 
welche  K'K"K'"K""  berühren  und  diese  sämtlich  einschliessen  oder  sämt- 
lich ausschliessen.  Die  Q  und  Q'  zugeordneten  Kugelflächen  sind  die  ge- 
suchten; man  kann  nach  diesen  Andeutungen  dieselben  leicht  durch  ihre 
Projektionen  darstellen. 

Gehen  K^KjKjK^  durch  einen  Punkt  G,  so  nehmen  wir  diesen  als 
Mittelpunkt  reciproker  Radien  an,  dann  sind  den  4  gegebenen  Kugelflächen 
4  Ebenen  bez.  zugeordnet.  Die  gesuchte  Kugelfläche  ist  nun  derjenigen 
Kugelfläche  zugeordnet,  welche  dem  von  jenen  4  Ebenen  eingeschlossenen 
Tetraeder  einbeschrieben  werden  kann.  Auch  die  übrigen  noch  möglichen 
Kugelflächen  sind  auf  diese  Weise  leicht  zu  bestimmen. 


Fig.  206. 


Abbildung  einer  Kugelfläche  auf  einer  Ebene. 

30)  Nach  22)  ist  einer  Kugelfläche  K  eine  Ebene  E  zugeordnet,  wenn 
der  Mittelpunkt  m  der  reciproken  Radien  auf  K  liegt. 

Einer  Kreislinie  der  Kugelfläche  K,  deren  Ebene  durch  m  geht,  ist  eine 
in  E  liegende  Gerade  und  jeder  anderen  Kreislinie  eine  Kreishnie  der  Ebene 
E  zugeordnet.    Da  jedes  Paar  zugeordneter  Punkte  von  K  imd  E  auf  dem- 
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selben  Strahle  liegt,  so  ist  die  K  zugeordnete  Figur  eine  Projektion  von  K 
auf  E  und  zwar  eine  Centralprojektion. 

Man  benutzt  diese  Projektion  zur  Abbildung  der  Oberfläche  der  Erd- 
kugel. Wir  betrachten  zu  diesem  Zwecke  nur  die  Darstellung  des  Grad- 
netzes (Meridiane  und  Parallelkreise).  Liegt  das  Projektionscentnun  m  auf 
dem  Äquator,  so  heisst  die  Abbildung  auf  E  eine  stereographische  Äquato- 
realprojektion.  Von  dieser  ist  in  Fig.  207  derjenige  Teil  dargestellt,  wel- 
cher der  der  Ebene  E  zugewendeten  Hälfte  der  Kugeloberfläche  entspricht.  Die 
Projektionen  der  Parallelkreise  und  Meridiane  bilden  zwei  Scharen  sich  recht- 
winklig durchschneidender  Kreise.  Der  Äquator  erscheint  in  der  Abbildung 
als  die  Gerade  AA^,  welche  zugleich  die  gemeinschaftUche  Chordale  für  die 
Projektionen  der  Parallelkreise  ist.     Die  beiden  Pole  N  und  S  bilden  die 


Fig.  207. 

Grenzpunkte  dieser  Schar.  Um  die  Projektion  eines  Parallelkreises,  dessen 
geographische  Breite  ß  ist,  zu  finden,  machen  wir  /ADB  =  ß  und  ziehen 
in  B  die  Tangente  BC.  Diese  trifil  den  zum  Äquator  senkrechten  Durch- 
messer NS  in  C.  Um  C  zeichnen  wir  mit  dem  Halbmesser  BC  den  Kreis- 
bogen BF;  derselbe  schneidet  den  Kreis  SANAjS  rechtwinkhg  und  ist  des- 
halb die  Abbildung  des  Parallelkreises  der  geographischen  Breise  ß. 

Um  die  Abbildung  eines  Meridians  von  der  geographischen  Länge  X 
zu  bestimmen ,  machen  wir  den  Winkel  A  D  H  =  X  und  ziehen  H  S.  Die 
letztere  trifft  AAj  in  Hj;  der  gesuchte  Meridian  ist  nun  die  KreisUnie, 
welche  durch  die  drei  Punkte  N,  H  und  S  geht.  Den  Beweis  dieser  Kon- 
struktion können  wir  dem  Studierenden  überlassen.  Hieraus  ergiebt  sich 
nun  leicht  die  Bestimmung  der  Abbildung  eines  Punktes  der  Erdoberfläche, 
dessen  geographische  Länge  und  Breite  gegeben  ist. 

Schlotke,  DarsteUende  Qeometrie.    TV.  11 
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Man  konstruiere  die  stereographische  Polarprojektion  des  Gradnetzes 
der  Erdkugel,  welche  man  erhält,  wenn  der  Mittelpunkt  der  reciproken  Eä- 
dien  (Projektionscentrum)  in  einem  der  Pole  angenommen  wird. 

31)  Der  Mittelpunkt  der  reciproken  Badien  liege  beliebig  auf  der  Kugel- 
fläche zwischen  dem  Pole  und  dem  Äquator.  (Stereographische  Horizontal- 
projektion, Fig.  208.) 

Aufl.  Wie  im  vorigen  Falle  erhalten  wir  als  Abbildungen  der  Meridiane 
eine  Schar  von  Kreisen,  welche  durch  zwei  feste  Punkte  (Abbildungen  der 


Flg.  208. 

Pole)  gehen.  K  sei  die  zweite  Projektion  der  Kugelfläche,  S  und  N  die 
Pole  und  C  der  Mittelpunkt  reciproker  Radien  (zugleich  das  Projektions- 
centrum). Die  Projektionsebene  E,  welche  der  Kugelfläche  K  zugeordnet 
ist,  gehe  durch  den  Mittelpunkt  M  und  sei  parallel  zur  Horizontalebene. 
Ziehen  wir  die  Strahlen  GS  und  CN,  so  schneiden  dieselben  E  in  den 
Punkten  Sg  und  Ng,  deren  Horizontalprojektionen  Sj  und  Nj  sind.  Die 
Abbildungen  der  Meridiane  sind  nun  diejenigen  Kreise,  welche  durch  S^ 
und  Nj  gehen.  Die  zu  SN  senkrechte  Gerade  AB  stellt  die  Projektion  des 
Äquators  dar.    Wir  ziehen  die  Strahlen  CA  und  CB,  von  welchen  E  in  den 
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Punkten  A,  und  B,  getroffen  wird,  und  bestimmen  noch  die  Horizontal- 
projektionen Aj  und  Bj.  Der  Kreis,  welcher  um  A^B^  als  Durchmesser 
heschrieben  wird,  stellt  die  Abbildung  des  Äquators  dar.  In  gleicher  Weise 
lassen  sich  die  Abbildungen  aller  zum  Äquator  parallelen  Kreise  bestimmen. 
Derjenige  Parallelkreis,  welcher  durch  C  geht  (im  Aufriss  durch  die  Gerade 
CD  dargestellt),  wird  durch  eine  zu  S^N^  senkrechte  Gerade  d  abgebildet, 
welche  senkrecht  unter  D,  liegt  Diese  Gerade  stellt  die  gemeinschafthche 
Ghordale  der  Abbildungen  der  Parallelkreise  dar,  sie  muss  also  durch  die 
Mitte  D^  der  beiden  Punkte  S^  und  N^  gehen.  Diese  Andeutungen  genügen, 
um  die  nötigen  Meridiane  und  Parallelkreise  zeichnen  zu  können.  Die  Hori- 
zontalprojektion zeigt  selbstverständlich  die  gesuchte  Abbildung  in  ihrer 
wahren  Gestalt,  von  welcher  derjenige  Teil,  welcher  der  unteren  Hälfte  der 
Kugel  entspricht,  durch  stärkere  Linien  hervorgehoben  ist. 

Man  löse  auch  hier  die  Aufgabe:  Die  Abbildung  eines  Punktes  zu  finden, 
welcher  durch  geographische  Länge  und  Breite  gegeben  ist. 


Abbildung  der  Mantelfläche  eines  geraden  Cylinders. 

32)  Diejenige  Fläche,  welche  einer  geraden  GyUnderfläche  mit  kreistör- 
migem  Querschnitt  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Punkt  M  als  Mittelpunkt 
reciproker  Radien  zugeordnet  ist,  gehört  einer  Art  von  Flächen  an,  welche 
Gykliden  genannt  werden.  Jeder  SeitenUnie  der  CyUnderfläche  entspricht 
ein  durch  M  gehender  Kreis;  alle  derartigen  Kreise  werden  in  M  von  einer 
zu  den  Seitenlinien  parallelen  Tangente  berührt.  Liegt  M  auf  der  Achse 
der  CyUnderfläche,  so  sind  die  den  SeitenUnien  zugeordneten  Kreise  einander 
gleich.  Diesen  Fall  stellt  Fig.  209  dar.  Q^  und  Q,  sind  Grundriss  und 
Aufriss  der  CyUnderfläche,  welche  senkrecht  zur  Horizontalebene  steht  Um 
den  Mittelpunkt  (M^M,)  legen  wir  eine  den  Mantel  berührende  Kugelfläche 
K,  dann  berührt  jeder  einer  SeitenUnie  in  Bezug  auf  K  zugeordnete  Kreis 
diese  Kugelfläche.  Die  ersten  Projektionen  einer  Reihe  von  derartigen  Kreisen 
sind  gerade  Linien,  die  zweiten  Projektionen  dagegen  EUipsen,  welche  leicht 
auf  bekannte  Weise  konstruiert  werden  können.  Den  senkrecht  zu  den 
SeitenUnien  stehenden  Kreisen  sind  Kreise  zugeordnet,  welche  alle  Kreise 
der  vorigen  Art  rechtwinkUg  durchschneiden.  Ist  GH  die  Vertikalprojektion 
eines  derartigen  Kreises,  so  ziehen  wir  die  Strahlen  GM^  und  HM,,  dann 
erhalten  wir  in  G,  und  H^  die  Vertikalprojektionen  der  G  und  H  zugeord- 
neten Punkte  und  die  Gerade  G^H«  stellt  die  Vertikalprojektion  des  GH 
zugeordneten  Kreises  dar.  Die  Horizontalprojektion  G^Hj  dieses  Kreises  er- 
scheint in  wahrer  Grösse. 

33)  Der  Mittelpunkt  M  der  reciproken  Badien   Uege   ausserhalb  der 

CyUnderfläche  (Fig.  210). 

11* 
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Es  seien  Aj  und  Ag  Grundriss  und  Aufiiss  der  Cylinderfläche,  m,  und 
m,  die  beiden  Projektionen  des  Punktes  M.  Der  letztere  Kege  so,  dass  die 
Gerade  A^m^  (welche  m^  mit  dem  Mittelpunkte  Aj  des  Grundkreises  der 
Cylinderfläche  verbindet)  parallel  zur  Achse  OX  ist.  Die  Kugelfläche  in 
Bezug   auf  welche  die   der  Cylinderfläche   zugeordnete  Cyklide   konstruiert 


Fig.  209. 

werden  soll,  möge  die  Cylinderfläche  berühren.  Den  äussersten  Seitenlinien 
der  zweiten  Projektion  sind  zwei  durch  m^  gehende  Kreise  zugeordnet,  deren 
Horizontalprojektionen  in  die  Gerade  Am^  fallen.  Dem  in  gleicher  Höhe 
mit  dem  Mittelpunkt  der  reciproken  Radien  liegenden  Querschnitte  der 
Cylinderfläche  ist  ein  Kreis  zugeordnet,  dessen  erste  Projektion  den  Grund- 
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riss  der  Cylinderfläche  berührt.  Die  den  Seitenlinien  zugeordneten  Kreise 
«racbeinen  im  Grundrisse  als  gerade  Linien,  welche  durch  m,  gehen.  Ihre 
Vertikalprojektionen  sind  leicht  zu  konstruierende  EUipsea.  Allen  senkrecht 
zu  den  Seitenlinien  stehenden  Kreisschaitten  der  GylinderSäche  sind  wieder 
Kreise  zugeordnet,  deren  Vertikalprojektionen  dureh  gerade  Linien  dargestellt 
werden;  so  ist  dem  Schnitt  GH  der  Schnitt  g,hj  der  Cyklide  zugeordnet, 
4essen  Bestimmung  sofort  aus  Fig.  210  zu  erkennen  ist  In  Fig.  210  ist 
seithch  zu  einer  veränderten  Lage  des  Grundrisses  die  Vertikalprojektion 
der  Cyklide  dargestellt,  welche  die  eigentümliche  Fläche  noch  anschauhcher 
zu  machen  geeignet  ist.  Der  Umriss  derselben  ergiebt  sich  als  Einhüllende 
Aller  Projektionen  der  auf  der  Cyklide  liegenden  Kreislinien. 


34)  Liegt  der  Mittelpunkt  M  der  reciproken  Badien  innerhalb  der  Cy- 
linderäächä  jedoch  nicht  auf  der  Achse  derselben,  so  erhält  die  Cyklide  die 
in  Fig.  211  durch  Grundriss  und  Aufriss  dargestellte  Form,  Auch  in  diesem 
Falle  haben  die  den  Seitenlinien  der  Cylinderfläche  zugeordneten  Kreise  eine 
4ureh  M  gehende  Tangente,  welche  jenen  Seitenlinien  parallel  ist,  gemein- 
echaftÜch.  Die  Herstellung  der  beiden  Projektionen  der  CykUde  ist  sehr  ein- 
fach, wir  können  dieselbe  dem  Studierenden  überlassen. 

35)  Eine  merkwürdige  Form  nimmt  die  Cyklide  an,  wenn  der  Mittel- 
punkt M  der  reciproken  Radien  auf  der  Cyhnderfläche  selbst  liegt  (Fig.  212). 
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Den  Seitenlinien  gind  in  Bezug  auf  die  Kugel  (u^,  u,)  Kreise  zugeordnet^ 
welche  um  so  grösser  werden,  je  mehr  die  betr.  Seitenlinie  sich  dem  Mittel- 
punkt M  nähert.  Diejenige  Seitenlinie,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der 
redproken  Radien  geht,  ist  sich  selbst  zugeordnet.  Demjenigen  Querschnitt 
der  Cylinderfläche,  welcher  durch  M  geht  und  senkrecht  zu  den  Seitenlinien 


Flg.  211. 

steht,  ist  eine  Gerade  g  zugeordnet.  Ziehen  wir  deshalb  durch  M^  (Grund- 
riss  links)  irgend  einen  Strahl,  welcher  den  ebengenannten  Querschnitt  in 
B  und  die  zugeordnete  Gerade  g  in  B'  schneidet,  so  ist  der  durch  B  gehen- 
den Seitenlinie,  deren  Horizontalprojektion  der  Punkt  B  ist,  ein  Kreis  über 
MjB'  als  Durchmesser  zugeordnet.    Die  erste  Projektion  dieses  Kreises  ist 
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die  Gerade  MjB',  die  zweite  Projektion  desselben  eine  Ellipse,  deren  kleine 
Achse  M2A2  ist  nnd  deren  grosse  Achse  die  Länge  M^B'  hat    Hiemach  ist 


dieselbe  leicht  zu  konstruieren.  Um  diese  Fläche  noch  anschaulicher  zu 
machen,  ist  dem  Grundriss  und  Aufiiss  auch  noch  die  Seitenansicht  hinzu- 
gefügt worden. 
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Zur  bequemeren  Herstellung  der  Seitenansicht  ist  rechts  der  um  90® 
gedrehte  Gnindriss  benutzt  worden.  Die  Cyklide  ist  durch  zwei  Scharen 
von  Kreisen  dargestellt,  welche  den  Seitenlinien  und  den  Querschnitten  der 
Cylinderfläche  entsprechen.  Die  Projektion  der  ersten  Schar  besteht  in  der 
Seitenansicht  aus  einer  Schar  von  Ellipsen,  welche  durch  M3  gehen  und 
die  Gerade  CaDg  in  diesem  Punkte  berühren.  Um  die  Projektion  eines 
Kreises  der  zweiten  Schar  zu  finden,  zeichnen  wir  in  dem  Aufiiss  links  die 
durch  eine  Gerade  Q^Rs  dargestellte  Projektion  eines  Querschnittes  der  Cy- 
linderfläche. Da  nun  der  Seitenlinie  p  der  Kreis  k  zugeordnet  ist,  so  geht 
die  Polare  des  Punktes  Q^  durch  den  Qj  zugeordneten  Punkt  Q^'  (welcher 
auf  k  liegt)  und  durch  den  sich  selbst  zugeordneten  Berührungspunkt  Aj 
der  Geraden  p  und  des  Kreises  Uj.  Der  Punkt  R^',  in  welchem  A^Qg'  die 
Gerade  M2R2  schneidet,  ist  aber  dem  Punkte  Rj  zugeordnet;  folglich  stellt 
Qj'Rj'  die  Projektion  des  Kreises  dar,  welcher  dem  Querschnitt  Q^B.^  des 
Cylinders  zugeordnet  ist.  Die  Projektion  der  Schar  aller  derartigen  Kreise 
in  dem  Aufriss  links  besteht  demnach  aus  einem  Strahlenbüschel  mit  dem 
Mittelpunkt  A2,  und  diejenige  des  durch  Q^'R^'  festgestellten  Kreises  ist  in 
der  Seitenansicht  rechts  eine  Elhpse,  deren  grosse  Achse  gleich  der  Strecke 
Qj'Rg'  ist  und  deren  kleine  Achse  Q3R3  durch  die  beiden  Projicierenden 
Q2'  Qg  und  R^'  Rg  gefunden  wird. 

Betrachten  wir  diejenige  Schar  der  Kreise  auf  der  Cyklide,  welche  den 
Seitenlinien  der  Cylinderfläche  zugeordnet  sind,  so  können  wir  auch  folgende 
Entstehungsweise  der  Cyklide  leicht  erkennen: 

Gegeben  sind  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  windschiefe  Geraden 
g  und  g'.  Um  die  Achse  derselben  als  Durchmesser  ist  ein  Kreis  beschrieben, 
welcher  g  berührt.  Der  Kreis  werde  um  die  Tangente  g'  gedreht,  zugleich 
verändere  sich  der  Durchmesser  so,  dass  der  Umfang  des  Kreises  stets  die 
Gerade  g  schneidet;  alsdann  beschreibt  der  Umfang  des  veränderlichen  Kreises 
die  Cyklide. 

Legen  wir  durch  die  Achse  des  Cylinders  den  Schnitt  TU  senkrecht 
zur  zweiten  Projektionsebene  (Aufriss  links),  so  wird  die  Cyklide  in  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten,  deren  wahre  Gestalt  in  dem  Aufriss  rechts 
zum  Vorschein  kommt  Der  Beweis  hierzu  ergiebt  sich  unmittelbar  mit 
Hülfe  von  I,  21  und  Fig.  26. 

Von  Interesse  ist  es,  die  Lichtgleichen  und  Schattengrenzen  dieser 
Fläche  kennen  zu  lernen.  Die  Bestimmung  der  Lichtgleichen  ist  mit  Hülfe 
der  Normalkugel  K  leicht  auszufuhren,  wozu  einige  Andeutungen  genügen. 
Die  Tangente  a  (Grundriss  rechts)  stelle  die  Projektion  einer  Berührungs- 
ebene des  Cylinders  dar.  Derselben  ist  eine  Kugelfläche  zugeordnet,  deren 
Projektion  der  durch  F  und  M^  gehende  Kreis  a  ist,  welcher  zugleich  die 
Gerade  g  in  F  berührt.    Der  Seitenlinie  in  L  der  Cylinderfläche  entspricht 
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also  der  über  FM^  als  Durchmesser  gezeichnete  Kreis;  in  diesem  berührt 
demnach  die  Kugelfläche  a  die  Cyklide.  Zeichnen  wir  auf  der  Normalkugel 
die  Projektion  fm  des  ähnlich  liegenden  Kreises»  (of||  GF,  mf|lFMi),  so 
schneidet  letztere  die  Projektion  der  Lichtgrenze  in  h  und  i.  Die  ähnhch 
liegenden  Punkte  Hj  und  J^  finden  wir  leicht,  wenn  wir  GHj  ||  oh  und 
GJj  parallel  oi  ziehen.  Durch  die  Projicierenden  H^Hj  und  J^Jg  erhalten 
wir  in  H3  und  J3  Punkte  der  Lichtgrenze  in  dem  Aufriss  rechts.  Wir 
können  diese  beiden  Punkte  noch  schärfer  bestimmen,  wenn  wir  im  Grund- 
riss  den  Berührungskreis  um  seinen  Durchmesser  M^F  drehen,  bis  derselbe 
in  wahrer  Gestalt  erscheint.  Ziehen  wir  alsdann  HiH  und  J,J  senkrecht 
zu  FMj,  so  sind  die  Strecken  HHj  und  JJ^  gleich  den  senkrechten  Ab- 
ständen der  Punkte  Hg  und  J3  von  der  Mittellinie  gj. 

Auf  diese  Weise  kann  man  die  in  Fig.  213  dargestellten  Lichtgleichen 
bestimmen.  Da  ähnUche  Konstruktionen  schon  im  2.  Teile  d.  W.  angegeben 
sind,  so  mögen  diese  Andeutungen  genügen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Gylinderfläche  von  unzählig 
vielen  einbeschriebenen  Kugeln  in  Kreisen  von  gleicher  Grösse  (Querschnit- 
ten) berührt  wird.  Diesen  Kugeln  sind  diejenigen  Kugeln  zugeordnet,  welche 
die  Cyklide  in  den  Kreisen  der  zweiten  Schar  berühren.  Mit  Hülfe  der 
letzteren  lassen  sich  die  Lichtgleichen  auf  dieselbe  Weise  bestimmen. 

36)  Für  alle  drei  Formen  dieser  Fläche  gelten  folgende  Eigenschaften, 
welche  sich  aus  den  entsprechenden  Eigenschaften  der  Cyhnderfläche  er- 
geben, wenn  man  statt  der  Seitenlinien,  Kreise  oder  Ebenen  bei  der  Cyhnder- 
fläche  die  ihnen  zugeordneten  Gebilde  bei  der  CykUde  an  die  Stelle  setzt. 

Durch  je  zwei  Seitenlinien  der  |  Durch  je  zwei  Ifreislinien  einer 


Schar  auf  der  CykHde  lässt  sich  eine 
Kugelfläche  legen. 

Die  Cyklide  wird  von  2  Scharen 
unzähUg  vieler  Kugelflächen  in  Kreis- 
linien berührt.  Jede  Kugelfläche  der 
einen  Schar  berührt  jede  Kugelfläche 
der  andern  Schar. 


Gylinderfläche  lässt  sich  eine  Ebene 
legen. 

Die  Cylinderfläche  wird  von  un- 
zähUg vielen  Ebenen  in  Seitenlinien 
und  von  unzählig  vielen  Kugelflächen 
in  Kreislinien  berührt.  Jede  der  Be- 
rührungsebenen wird  von  jeder  der 
Kugeln  berührt.  | 

37)  Die  einer  geraden  Kegelfläche  zugeordnete  Fläche  darzustellen,  wenn 
der  Mittelpunkt  M  der  reciproken  Radien  ausserhalb  derselben  liegt. 

Anl.  zur  Aufl.  Durch  M  und  durch  die  Achse  der  Kegelfläche  legen 
wir  eine  Ebene  E,  welche  die  Kegelfläche  in  den  beiden  Seitenlinien  Y  und 
1"  schneidet.  Wir  nehmen  diese  Ebene  als  Projektionsebene  an,  und  zeich- 
nen die  gerade  Projektion  der  gesuchten  Fläche.  Den  Seitenlinien  Y  und 
1"  sind  zwei  Kreise  K'  und  K"  zugeordnet.  Die  Kegelfläche  wird  von  un- 
zählig vielen  Kugelflächen  in  Kreisen  berührt;  sie  ist  demnach  die  Einhül- 
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lende  aller  dieser  Kugelflächen.  Den  letzteren  sind  aber  wiederum  Kugel- 
flächen zugeordnet,  deren  Projektionen  die  Berührungskreise  sind,  welche 
den  beiden  von  K'  und  K"  gebildeten  Kreissicheln  einbeschrieben  werden 
können.  Man  zeichne  die  Projektionen  derjenigen  Kreise,  welche  den  Seiten- 
linien und  den  Kreisschnitten  der  Kegelfläche  zugeordnet  sind. 

38)  Die  Ringfläche  mittelst  reciproker  Radien  abzubilden. 

Aufl.  Es  sei  der  von  zwei  konzentrischen  Kreisen  K  und  K'  (Fig.  214) 
begrenzte  Ring  die  Projektion  der  Ringfläche.    Der  Mittelpunkt  M  der  red- 


Fig.  214. 

proken  Radien  liege  in  der  Ebene  dieser  Kreise  ausserhalb  des  Ringes.  Dem 
Kreisringe  ist  der  von  den  Ki^isen  k  und  k'  begrenzte  nicht  konzentrische 
Ring  zugeordnet  Da  nun  die  Ringfläche  die  Einhüllende  unzählig  vieler 
Kugeln  von  gleicher  Grösse  ist,  so  umhüllt  die  gesuchte  Fläche  die  zugeord- 
neten Kugelflächen,  deren  Projektionen  die  Reihe  der  Berührungskreise 
bilden,  welche  dem  von  k  und  k'  begrenzten  Ringe  einbeschrieben  werden 
können. 

Alle  Schnitte  der  Ringfläche,  welche  durch  die  Achse  derselben  gehen 
(Meridianschnitte),  sind  Kreise,  ebenso  alle  zur  Achse  senkrechten  Schnitte. 
Die  entsprechenden  Kurven  auf  der  zugeordneten  Fläche  sind  ebenfedls  Kreise, 
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deren  Konstruktion  wir  dem  Studierenden  überlassen.    In  Fig.  214  ist  der 
Aufriss  der  gesuchten  Fläche  hinzugefugt 

39)  Der  Mittelpunkt  M  der  reciproken  Radien  liege  auf  dem  Umfange 
des  grössten  Kreises  der  Ringääche  (Fig.  216  und  216). 


Fig.  215. 


Fig.  216. 


Dem  grössten  Kreise  K  ist  eine  Gerade  g  und  dem  kleinei*en  Kreise  K' 
der  Kreis  k'  zugeordnet  Die  gesuchte  Fläche  hüllt,  wie  in  den  vorigen 
Fällen,  unzäJblig  viele  Kugeln  ein,  deren  Projektionen  die  Kreise  sind,  welche 
die  Gerade  g  und  den  Kreis  k'  berühren,  den  letzteren  jedoch  äusserUch. 
Die  Mittelpunkte  der  Kugeln  liegen  auf  einer  Parabel,  in  der  Ebene  der 
Kreise  K  und  K'.  Der  Brennpunkt  ist  der  Mittelpunkt  C  des  Kreises  k'; 
die  Leitlinie  1  ist  parallel  zu  g  und  hat  von  dieser  einen  Abstand,  welcher 
dem  Halbmesser  des  Kreises  k'  gleich  ist.  Auch  in  diesem  Falle  giebt  eine 
Seitenansicht  (s.  Fig.  216)  ein  anschaulicheres  Bild  der  Fläche. 

Man  konstruiere  noch  die  den  Kreisschnitten  der  Ringfläche  zugeord- 
neten Kreise  in  der  Seitenansicht  mid  bestimme  die  Lichtgleichen  und  den 
Schlagschatten. 

40)  Nach  6,  Abschn.  VIII  d.  I.  Teiles  beschreibt  eine  Gerade,  welche 
sich  um  eine  andere  zu  ihr  windschiefe  Gerade  dreht,  die  Fläche  eines  Um- 
drehungshyperboloids. Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  A  der  Fläche  zum 
Mittelpunkt  reciproker  Radien  und  beschreiben  um  diesen  eine  Kugel- 
fläche,   welche    etwa   das   Hyperboloid   berührt.     Jeder  Geraden   auf  dem 
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Hyperboloid  ist  in  Bezug  auf  diese  Kugelfläche  ein  Kreis  zugeordnet;  die 
gesuchte  Fläche  wird  folglich  auch  von  dem  Umfang  eines  Kreises  be- 
schrieben, welcher  sich  um  eine  durch  seinen  Umfang  gehende  Achse  dreht, 
wenn  die  letztere  zu  dem  durch  den  Schnittpunkt  der  Achse  und  des  Kreis- 
umfanges  gehenden  Durchmesser  senkrecht  steht.  Die  dem  Hyperboloid  zu- 
geordnete Fläche  ist  hierdurch  bestimmt.  Nach  11)  d.  Abschn.  ist  aber 
-der  Hyperbel  in  Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  eine  Lemniskate  zugeordnet, 
folgUch  wird  die  gesuchte  Fläche  auch  von  der  Lemniskate  durch  Drehung 
um  die  Achse  g  beschrieben.  Die  Meridianschnitte  dieser  Fläche  sind  dem- 
nach Lemniskaten,  sie  besitzt  aber  den  Seitenlinien  des  Hyperboloids  ent- 
sprechend zwei  Scharen  von  Kreisschnitten.  Die  Ebene,  welche  durch  deu 
Schnittpunkt  zweier  sich  schneidenden  Geraden  des  Hyperboloids  geht,  be- 
rührt das  letztere.  Entsprechend  berührt  die  der  Ebene  zugeordnete  Kugel- 
fläche die  gesuchte  Fläche  in  dem  Schnittpuilkt  der  beiden  Kreise,  welche 
jenen  Seitenlinien  des  Hyperboloids  zugordnet  sind.  Eine  andere  Schar  von 
Kreisen,  welche  auf  der  gesuchten  Fläche  möghch  sind,  bilden  die  Parallel- 
kreise, deren  Ebenen  senkrecht  zur  Drehachse  stehen. 

Auch  bei  dieser  Fläche    lassen  sich  die  Lichtgleichen   und  Schatteii- 
grenzen  mit  Hülfe  der  Normalkugel  bestimmen,  was  wir  der  eigenen  übun 
überlassen. 
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B.  Polarflgureii. 

1)  Zu  jedem  Punkte  A  einer  Ebene  kann  man  in  Bezug  auf  einen  in 
derselben  liegenden  Kreis  K  eine  Polare  konstruieren.  Bewegt  sich  A  stetig 
auf  einer  Kurve  C,  so  bewegt  sich  seine  Polare  ebenfalls  stetig  und  umhüllt 
bei  dieser  Bewegung  eine  andere  Kurve  C^,  deren  Gestalt  von  C  abhängig 

ist.  Man  nennt  C^  die  Polarfigur  von 
C;  der  Kreis  K  heisst  der  Polarisations- 
kreis. 

2)  Ist  Gl  die  Polarkurve  einer  ge- 
gebenen Kurve  C,  so  ist  auch  umge- 
kehrt C  die  Polarkurve  von  Cj  (Fig.  217). 
Beweis.  Es  sei  pj  ein  Punkt  der 
Kurve  C  und  P^  seine  Polare  in  Bezug 
auf  den  Kreis  K.  Einem  zweiten  Punkte 
Pj  auf  C,  welcher  dem  p^  unendlich 
nahe  liegt,  entspreche  die  Gerade  Pj 
als  Polare.  Die  letztere  weicht  dann 
ebenfells  unendlich  wenig  von  Pi  ab.  Der  Schnittpunkt  m  der  Geraden  P^ 
und  P2  kann  als  Punkt  der  Kurve  C^   betrachtet  werden,     m  ist  aber  der 
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Polarfiguren. 
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Pol  der  Geraden  g,   welche  durch  die  beiden  unendlich  nahen  Punkte  p, 

und  P2  der  Kurve  C  geht,  und  somit  eine  Tangente  der  letzteren  ist.    Einem 

beliebigen  Punkte  m  der  Kurve  Cj  entspricht  demnach  eine  Tangente  y  der 

Kurve  C  als  Polare,  wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 

Anmerkung.  An  die  Stelle  des  polarisierenden  Kreises  können  wir  auch  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  setzen,  weil  der  Kreis  durch  eine  Projektion  in  einen  solchen  ver- 
wandelt werden  kann.  Das  in  in  1)  und  2)  Gesagte  behält  hierfür  seine  Gültigkeit.  Im 
Folgenden  werden  wir  der  bequemeren  zeichnerischen  Ausführung  wegen  den  polarisie- 
renden Kreis  beibehalten. 

3)  Nach  III,  22  gehen  die  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  g  durch 
einen  Punkt  P,  den  Pol  jener  Geraden  und  umgekehrt,  die  Pole  aller  Ge- 
raden, welche  durch  einen  Punkt  gehen,  liegen  auf  der  Polare  dieses  Punktes- 
Die  Polarfigur  der  Geraden  g  ist  somit  ein  Punkt  P,  welcher  von  den 
Polaren  aller  Punkte  der  Geraden  g  eingehüllt  wird. 

Ist  S  (abc  .  .)  (Fig.  218)  ein  Strahlenbüschel,  g  die  Polare  des  Mittel- 
punktes S  in  Bezug  auf  den  polarisierenden  Kreis  K,  so  hegt  der  Pol  des. 
Strahles  a  im  Schnittpunkt 
A  des  vom  Mittelpunkt  M 

des  Kreises  K  auf  a  gefäll-  l//\  ^^ 

ten  Lotes  mit  g.  Ebenso  er-  ßj^        \ 

hält  man  die  Pole  B,  C . . 
der  Strahlen  b  und  c. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
der  Büschel  M  (A,  B,  C  . .) 
dem  von  a,  b,  c  .  .  gebil- 
deten Büschel  kongruent 
und  folglich  auch  die  Punkt- 
reihe A ,  B ,  C  .  .  dem  Bü- 
schel abc  projektivisch  ist. 

Die  Polarfigur  eines 
Strahlenbüschels  ist  dem- 
nach eine  dem  Büschel  projektivische  Punktreihe. 

4)  Die  Polarfigur  eines  Kegelschnittes  ist  wieder  ein  Kegelschnitt. 

Beweis.  Sind  S  (a,  b,  c  .  .)  und  S'  (a'b'c  .  .  .)  (Fig.  219)  zwei  projek- 
tivische Strahlenbüschel,  welche  einen  Kegelschnitt  erzeugen  und  sind  (ABC) 
und  A'B'C  .  die  diesen  Büscheln  bez.  projektivischen  Punktreihen  der  Pole,, 
so  ist  die  Polare  des  Punktes  a,  in  welchem  sich  a  und  a'  schneiden,  die 
Verbindungslinie  der  Punkte  A  und  A'.  Die  letztere  ist  somit  eine  Tangente 
der  Polarkurve.  Ebenso  ist  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  B  und 
B'  die  Polare  des  Punktes  ß,  in  welchem  sich  b  und  b'  treflfen  u.  s.  f.  Folg- 
lich sind  die  Polaren  aller  Punkte  des  gegebenen  Kegelschnittes  die  Ver- 


Fig.  218. 
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bindungslinien  je   zweier   entsprechenden  Punkte  von   zwei   projektivischen 
Punktreihen,  welche  nach  III,  1  einen  Kegelschnitt  einhüllen. 

5)  Wenn  der  Mittelpunkt  des  polarisierenden  Kreises  in  einem  Brenn- 
punkt des  Kegelschnittes  liegt,  so  geht  die  Polarkurve  des  letzteren  in  einen 

Kreis  über.  Der  Beweis 
hierfür  ergiebt  sich  sofort 
aus  VI,  A  7.  Wir  brauchen 
nur  zu  beachten,  dass  z.  B. 
in  Fig.  187  N'Q'  die  Polare 
des  Punktes  N  in  Bezug 
auf  den  Kreis  k  und  Q' 
der  Pol  der  Tangente  T'U' 
ist  Hieraus  folgt,  dass  der 
Kreis  k^  die  Polarfigur  der 
Parabel  in  Bezug  auf  den 
Kreis  k  ist  und  umgekehrt. 
In  gleicher  Weise  ergiebt 
sich  der  Beweis  für  die 
andern  Kegelschnitte. 

Wir   wollen    nun    an 

einigen  Beispielen  zeigen,  wie  durch  Polarisation  gewisse  Eigenschaften  der 

Kegelschnitte  gefunden  werden  können. 

6)  Es  seien  a,  b,  c  (Fig.  220)  drei  Tangenten  eines  Kegelschnittes  K 
und  A,  B,  C  die  diesen  Tangenten  entsprechenden  Punkte  der  Polarfigur  K', 


Fig.  2t9. 


Flg.  220. 


welche  auf  den  um  den  Brennpunkt  F  gezeichneten  Kreis  M  bezogen  ist 
Dann  sind  die  Schnittpunkte  a,  ß,  y  der  Tangenten  bez.  die  Pole  der  Ge- 
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raden  AB,  BC  und  AC;  folglich  stehen  Fa  und  Fß  senkrecht  zu  AB  bez. 
BC.  Die  Summe  der  Winkel  ABC  und  aFß  beträgt  demnach  2  Rechte. 
Giebt  man  der  Tangente  b  die  Lage  b^,  so  rückt  ihr  Pol  nach  B|  und  die 
Schnittpunkte  a^  und  ß^  sind  jetzt  die  Pole  der  Verbindungsgeraden  AB^ 
xmd  BjC.  Da  nun  a^F  senkrecht  zu  ABj  und  ßiF  senkrecht  BjC  steht, 
femer  /ABiC  =  /ABC  ist,  so  folgt,  dass  auch  ZaFß=/aiFßi  ist. 
Hieraus  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

Der  Abschnitt  einer  beweglichen  Tangente,  welcher  zwischen  zwei 
festen  Tangenten  eines  Kegelschnittes  hegt,  erscheint  von  einem  Brennpxmkt 
aus  unter  einem  Winkel  von  unveränderlicher  Grösse. 

7)  Liegen  die  Berührungspunkte  A  und  B  zweier  Tangenten  AG  und 
BD  (Fig.  221)  der  Polarfigur  eines  Kegelschnittes  in  den  Endpunkten  eines 
Durchmessers,  so  entsprechen  den 
Punkten  A  und  B  zwei  Tangenten  a 
und  b  des  Kegelschnittes  als  Polaren. 
Umgekehrt  entsprechen  den  Berüh- 
rungspunkten c  und  d  jener  Tangen- 
ten die  in  diesem  Falle  parallelen  Tan- 
genten AC  bez.  BD  der  Polarfigur. 
Da  nun  Fe  senkrecht  zu  AC  und  Fd 
senkrecht  zu  BD  steht,  so  ist  cFd 
^ine  Gerade.  Femer  ist  a  als  Durch- 
schnitt von  a  und  b  der  Pol  des  Kreis- 
durchmessers AB.    Drehen  wir  AB  um  ^  ^*** 

den  Mittelpunkt  m,  so  durchläuft  a  eine  Gerade,  nämlich  die  Polare  von 
m  und  cd  dreht  sich  um  den  Brennpunkt  F.  Hieraus  folgt:  Der  Ort  des 
Durchschnittes  zweier  Tangenten  eines  Kegelschnittes,  deren  Berührungs- 
fiehne  durch  einen  Brennpunkt  geht,  ist  eine  Gerade  g;  man  nennt  die- 
selbe eine  Leitlinie  des  Kegelschnittes.  Um  den  Punkt  zu  finden,  in  wel- 
•chem  dieselbe  die  Hauptachse  trifit,  zieht  man  durch  den  Endpunkt  der 
Brennpunktssehne,  welche  senkrecht  zur  Hauptachse  steht,  die  Tangente  an 
den  Kegelschnitt;  diese  geht  durch  den  gesuchten  Punkt  (s.  UI,  40). 

8)  Sind  aj,  a,,  aj  .  .  .  a^  (Fig.  222)  sechs  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes, so  entsprechen  denselben  6  Punkte  A^AjAg  .  .  .  Ae  der  Polarfigur. 
Nun  schneiden  sich  die  gegenüberhegenden  Seitenpaare 

AjA^  und  A4  A3 
A2A3     „    A5AQ 

in  drei  Punkten  Pj,  P,,  Pj,  welche  nach  dem  Pascal'schen  Satze  auf  einer 
Geraden  G  hegen.  FolgUch  gehen  die  Polaren  dieser  drei  Punkte,  nämhch 
die  Hauptdiagonalen   des   von  jenen   sechs   Tangenten   des  Kegelschnittes 
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gebildeten  Sechsecks  durch  einen  Punkt  Q,  welcher  der  Pol  der  Geraden  G 
ist.  Man  sieht  hieraus,  wie  man  durch  Polarisation  aus  dem  Pascalschen 
Satze  den  von  Brianchon  erhält. 


Fig.  222. 

9)  Die  Apollonische  Berührungsaufgabe,  einen  Kreis  Q  zu  konstruieren, 
welcher  drei  gegebene  Kreise  Kj,  Kg  und  Kg  berührt,  lässt  sich  ebenfalls 
durch  Polarisation  lösen  (Fig.  223).  Der  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kreises 
K,  welcher  zwei  gegebene  Kreise  z.  B.  Ki  und  Kg  äusserlich  berührt,  ist 
eine  Hyperbel  (s.  III,  49),  deren  Brennpunkte  die  Mittelpunkte  Cj  und  C^ 
von  Kj  und  Kg  sind.  Wir  polarisieren  diese  Hyperbel  in  Bezug  auf  den 
Kreis  K^.  Als  Polarfigur  erhalten  wir  einen  Kreis  Q,,  welcher  leicht  zu 
konstruieren  ist.  Sein  Mittelpunkt  liegt  auf  der  Centrallinie  CiCg  und  der 
Durchmesser  ist  die  Entfernung  der  auf  CjCg  liegenden,  den  Scheiteln  M^ 
und  Mg  der  Hyperbel  zugeordneten  Punkte  (Mj  ist  die  Mitte  von  AB  und 
Mg  die  Mitte  von  DE).  Da  nun  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Berührungs- 
kreises auf  der  Hyperbel  liegt,  so  muss  seine  Polare  den  Kreis  Q^  berühren. 
Wir  können  nun  einen  zweiten  Kreis  Q,  als  Polarfigur  derjenigen  Hyperbel 
konstruieren,  welche  der  Ort  des  Mittelpunktes  eines  Kj  und  Kg  berühren- 
den Kreises  ist  und  zwar  auch  in  Bezug  auf  Kj  als  polarisierenden  Kreis. 
Die  Polare  des  gesuchten  Mittelpunktes  M  muss  hiemach  auch  Qg  berühren. 
Wir   konstruieren    den    Punkt   hiemach    als    Pol   einer    gemeinschaftlichen 
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Tangente  t  der  beiden  Kreise  Qj  und  Q,  in  Bezug  auf  Kj .     Nach  diesen 
Andeutungen  konstruiere  man  die  sämtlichen  Berührungskreise. 

10)  Aus  4)  ergiebt  sich    die   allgemeine  Gültigkeit   des  Gesetzes  der 
Dualität  fiir  die  Kegelschnitte.    Diesem  Gesetze  entspricht  die  doppelte  Ent- 


Flg.  223. 


stehungsweise  derselben,  welche  in  lU,  1  aufgestellt  wurde.  Man  kann 
demnach  zu  jedem  Satz  über  Kegelschnitte,  welcher  Lagenbeziehungen  be- 
trifi^  den  dualistisch  entsprechenden  Satz  au&tellen,  ohne  dass  der  letztere 
noch  eines  weiteren  Beweises  bedarf. 


Sohlotke,  DanteUende  Geometrie.  IV. 
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Leipsig.    Dmck  von  Oxlmme  k  Trömel. 
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